Linearna algebra — Domaéca tloha ¢. 3

Cvicenia v tyzdni 13. oktébra 2025

1. (1.6.4) (a) Ak je A invertibilnd matica a AB = AC, dokdzte, ze B = C.
(b) Pre A = [} 3] ndjdite matice B a C, pre ktoré AB = AC ale B # C.

aip a2

a najdite
az1 a2

2. Odvodte vztah na vypocet inverznej 2 x 2 matice k reguldrnej matici A = [

inverzné matice k tymto maticiam
1 4 _ |cos(z) —sin(x) _ |sinh(z) 1
A= [4 17}7 B= [sin(a:) cos(z) |’ ¢= -1 sinh(z)| "
3. (1.6.6) Najdite inverzné matice k maticiam
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4. Uvazujme 4 x 4 maticu A s redlnym parametrom ¢g. Pre ktoré hodnoty parametra ¢ je matica A
reguldrna? V reguldrnom pripade nijdite inverzni maticu A~".

1 1 -1 1
A- |7t -2 a ¢

1 —q+2 1 2¢+1

-1 qg—2 -1 -2

5. (1.6.12) Ktoré z vlastnosti matice sa zachovdvaji aj pre maticu k nej inverzni? Svoje tvrdenie
zdovodnite.

a) A je (horna/dolnd) trojuholnikova,

b) A je symetrické,

¢) A je tridiagonélna (t.j. nenulové prvky mozu byt iba na hlavnej diagondle a na dvoch diagondlach
s nou susediacich),

d) vsetky zlozky A su celé cisla,

e) vietky zlozky A su raciondlne ¢isla.

6. (1.6.14) Ukazte, ze (aj) pre obdlznikové matice st matice AAT a AT A vzdy symetrické. Ukézte na
priklade, ze sa tieto matice nemusia rovnat, a to ani pre Stvorcové matice.

7. (1.6.16) (a) Kolko je navzdjom nezavislych zloziek v symetrickej matici typu n x n?
(b) Kolko je navzdjom nezavislych zloziek v antisymetrickej matici typu n x n?

8. (1.6.17) (a) Ak v rozklade A = LDU méme na diagondlach trojuholnikovych matic L a U jednotky,
ako bude vyzerat rozklad matice A7? Vsimnite si, ze matice A a AT (v pripade, Ze pocas elimindcie
nedochédza k vymene riadkov) majd rovnaké vediice prvky.

(b) Ako vyzerd vyzera systém v hornom trojuholnikovom tvare pre ATy = b?

9. (1.R.10) a) N4jdite inverzné matice, ak existuju, pre:



b*) Néjdite inverzné matice k maticiam

2 -1 0 0o ... 0 1 1 1 ... 1 -2
-1 2 -1 0 ... 0 1 1 1 ... =2 1
o -1 2 -1 0
A, = a B, =
1 1 -2 1 1
0 o -1 2 -1 1 -2 1 1 1
0 0 ... 0 -1 2] -2 1 o1

10*. Matica A € M,, ,(R) je singuldrna matica prave vtedy, ked existuje vektor z € R", & # 0, ze
plati Az = 0.

11. (1.6.23) Nech A € M,,,(R) a B € M, ,(R) st obdlznikové matice. Ukazte, 7e I — AB je
invertibilnd prave vtedy, ked I — BA je invertibiln4.

Ndvod. Pouzite B(I — AB) = (I — BA)B a priklad 10.

Dalsie priklady

12. (1.5.9) a) Za akych podmienok je matica A reguldrna, ak A vznikne ako sic¢in

1 0 0 dq 1 -1 0
A=| -1 1 0 da 0 1 —-1]7
0 -1 1 ds 0 0 1

b) Namiesto klasického rieSenia systému Ax = b pomocou substitiicie do Ux = ¢, rieSte pomocou
nového vektora neznamych ¢ v rovnici Lc = b pre

C1 0
Co = 0 =b.
C3 1
1 00 2 4 4 U 2
3. (1.5.11) N4jdite riesenie LUz = [ 1 1 0 01 2 v|=1]0
1 01 0 0 1 w 2

bez toho, aby ste roznasobovali LU.
14. (1.5.10) a) Preco potrebujeme zhruba n?/2 opericii ndsobenia-odéftania na vyriesenie reduko-
vaného systému Ux = ¢, resp. Lc = b?

b) Kolko takychto operdcii treba pri elimindcii n X n matice?

15. (1.6.9) Pre maticu

21 4 6
0 3 8 5
A_OOO7
00 0 9

elimindcia zlyhd. Ukazte, ze k takejto matici neexistuje inverzng. Treti riadok inverznej matice A1
nésobeny maticou A by mal dat treti riadok st¢inu A='A = I. Pre¢o je to nemozné?
16. (1.7.5) N4jdite inverzni maticu pre 3 x 3 Hilbertovu maticu

A:
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pomocou Gaussovej emiminécie.

17. (1.R.6,7) a) Existuje 16 roznych 2 x 2 matic so zlozkami 0 alebo 1. KoIko z nich je invertibilnych?

b) Podobne, mame Sestndst roznych 2 x 2 matic so zlozkami 1 alebo —1. Kolko z nich je invertibilnych?

c*) (o dost tazsie) Ak ndhodne vpiseme nuly a jednotky do 10 x 10 matice, je pravdepodobnejsie, ze
bude reguldrna alebo singuldrna?



