Linearna algebra — Doméca tloha ¢. 5

Pre tyzden 27. oktébra 2025

1. (1.6.5) Ak B je inverzna matica k A2, ukazte, ze inverznd matica k (Stvorcovej) A bude AB.
Pozn. Uvedomte si, ze to znamen4, Ze A je invertibilnd prave vtedy, ked A2 je. Ako by sa toto tvrdenie
dalo dok4zat pomocou skiimania hodnosti, nulovych resp. stlpcovych priestorov matic A a A2?

2. (1.R.18) Predpokladajme, ze 4 x 4 matica A md tvar :
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teda ide o maticu, ktora vznikla z jednotkovej nahradenim druhého stipca nejakym vektorom wv.
a) Akd podmienku mus{ spfﬁaﬁ vektor v, aby bola matica A reguldrna?
Ndvod: skuste sa pozrief na priestor S(A).
b) Pre reguldrne A néjdite jej LU rozklad.
c) Pre reguldrnu A néjdite aj A=1.

3. (2.R.13) Pomocou elimindcie néjdite rozklad matice A = LU (za predpokladu, zZe existuje), ak
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Akt podmienku musia spfﬁaﬁ ¢isla a, b, ¢, d aby boli stipce A linearne nezavislé?

4. Rozhodnite, ¢ st vektory a = [1,—1,5]7, b =[2,1,1]7 a c = [1,0, 2] linedrne nezavislé. Ako sivisi
rieSenie homogénneho systému
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s vySetrovanim linedrnej nezavislosti/zdvislosti vektorov a, b, ¢?

5. (2.3.2 b,c) Rozhodnite ¢i st nasledujice vektory linedrne zavislé alebo nezdvislé:
b) v1 — va, v2 — v3, U3 — U4, V4 — v1 pre [ubovolné vektory vy, va, v3 a vy,
¢) (1,1,0), (1,0,0), (0,1,1) a (x,y, 2), kde z, y a z si lubovolné redlne &isla.

6. (2.3.4) Je pravda, ze ak su vektory vy, vy a v3 linedrne nezdvislé, potom su aj vektory wy = vy +vg,
wo = v1 + v3 a w3 = vy + v3 linedrne nezavislé? Pomadcka: Predpokladajte ciwi + cows + cgwsz = 0 a
najdite vhodné c;.

7. (2.3.15) Predpokladajme, ze priestor V mé dimenziu k < 4o00. Ukédzte, ze

a) lubovolnych k linedrne nezdvislych vektorov x1,...,xx vo V tvor{ jeho bézu,

b) fubovolnych k vektorov xy, ..., xy, ktoré generuju celé V tvori jeho bazu.

Ndvod. V Casti a) potrebujete overif generovanie (linedrna nezavislost vyplyva zo zadania). Predpo-
kladajte, ze by existoval vektor y z V, ktory by sa nedal vyjadrit ako linedrna kombindcia k vektorov.
Ukézte, ze x1,..., 2k, y sd linedrne nezavislé a navyse span{z1,...,zr,y} C V. Aké si dimenzie tychto
dvoch priestorov? Podobne v ¢asti b).

8. (2.3.20) V priestore matic typu 2 x 2 najdite bdzu podpriestoru P — matic, pre ktoré sa sucty zloziek
v riadkoch aj stlpcoch rovnajia. Teda

r={[e ]

a+b—c+d—a+c—b+d}.
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9. (2.3.18, 2.3.22, 2.4.21) Pravda/nepravda. Zdoévodnite.
a) Ak si stipce matice A linedrne nezavislé, potom mé systém Az = b prave jedno rieSenie pre kazdé b.
b) Matica typu 5 X 7 nikdy nemdéze mat linedrne nezdvislé stfpce.
¢) Kazdé béaza podpriestoru W sa da rozsirit na bazu priestoru V. (predpokladajme dim W # dim V')
d) Kazd4 béza priestoru V sa d4 zredukovat na bdzu podpriestoru W. (opit dim W # dim V')
e) Ak s styri zdkladné podpriestory matice A rovnaké ako tie pre maticu B, potom A = B.

10. (2.4.3) a) Néjdite dimenzie a bézy pre vsetky Styri zdkladné podpriestory pre matice
1 2 0 1 1 2 0 1
A=10 1 1 0 a U=]10 11 0
1 2 0 1 00 0 O

11. (2.4.20) N4jdite maticu s pozadovanymi vlastnostami, alebo dokdzte, ze takd nemoze existovat.

a) Stipcovy priestor obsahuje [é}, [(()j, riadkovy priestor obsahuje [1], [3].
b) Stipcovy priestor ma bazu [H, nulovy priestor ma bazu E}

c) Stfpcovy priestor = R*, riadkovy priestor = R3.
Dalsie priklady

12. (1.R.15) N§jdite hodnotu ¢ v nasledujicej n x n inverznej matici:

n —1 - -1 c 1 -1

_ .- 1
ak A = Lom 1 , potom A™! = Lo 1
-1 =1 - n 1 1 - ¢

Pozn. n vo velkosti n x n matice a n vovnutri matice A je to isté n.

13. (2.3.17) Ukézte, ze ak V a W st trojrozmerné podpriestory priestoru R%, potom existuje nenulovy
vektor patriaci do V aj W, teda V NW # {0}.

14. (2.4.6) Ukdzte, ze systém Az = b m4 rieSenie prave vtedy, ak hodnost(A4) = hodnost(A’), kde
matica A’ je matica, ktord ziskame z A pridanim b ako stlpca navyse.



