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Ṕısomná skúška z Lineárnej algebry a geometrie I., 20. január 2025

1. (5 bodov) Majme vektory u1 = [0, 1, 1, 1, 0]T , u2 = [1,−1, 0,−1, 1]T , u3 = [1, 1, 1, 1, 1]T a v1 =
[2, 1, 2, 1, 2]T , v2 = [1, 2, 1, 2, 1]T , v3 = [1, 2, 3, 2, 1]T , v4 = [3, 2, 1, 2, 3]T v R5.

a) Rozhodnite, či vektory u1, u2, u3 a vektory v1, v2, v3, v4 generujú ten istý priestor.
b) Nájdite bázu a dimenziu span[v1, v2, v3, v4]⊥.
c) Nájdite nejakú ortonormálnu bázu priestoru span[v1, v2, v3, v4].
d) Nájdite maticu kolmej projekcie na span[v1, v2, v3, v4].

2. (5 bodov) Pre n× n maticu A a skalár λ ∈ R (lambda) definujme množiny

Vλ(A) = {x ∈ Rn |Ax = λx} a Vλ(AT ) = {x ∈ Rn |ATx = λx}.
a) Ukážte, že Vλ(A) a Vλ(AT ) sú vektorové podpriestory Rn.
b) Ukážte, že Vλ(A) a Vλ(AT ) majú rovnakú dimenziu.
c) Aká je dimenzia V0(A) pre regulárnu maticu A? (t.j. λ = 0).

3. (5 bodov) Nech P je vektorový priestor polynómov s reálnymi koeficientami. Definujme transformácie
T,D : P → P ako

T (p)(x) = x2p(x) a D(p)(x) = p′′(x).

(Teda T reprezentuje násobenie funkciou x2 a D dvojnásobné derivovanie D : p 7→ p′′.)
a) Ukážte, že T a D sú lineárne transformácie.
b) Nájdite matice zúžených zobrazeńı D+T , D◦T a T ◦D vzhl’adom na štandardnú bázu {1, x, x2, x3}

priestoru P3. (P3 je definičný obor všetkých troch zobrazeńı, správny obor hodnôt určite sami)
c) Nájdite jadrá a obrazy transformácíı D ◦ T a T ◦D.
d) Aké zobrazenie predstavuje komutátor [D,T ] = D ◦ T − T ◦D?

4. (5 bodov) Majme blokovú maticu B =

[
A x
yT α

]
, kde An×n je regulárna, x je st́lpec, yT riadok a α

skalár. Ukážte, že plat́ı:

a) det

[
A x
yT −1

]
= −det(A+ xyT ), b) det

[
A x
yT 0

]
= −yTAdj(A)x = −(detA)yTA−1x.

Návod: Vhodnými operáciami preved’te matice na dolný, resp. horný blokovo-trojuholńıkový tvar.
5. (15 bodov) Pravda/Nepravda. So zdôvodneńım v pravdivom pŕıpade a protipŕıkladom v nepravdivom:

a) Ak sú P1 a P2 dve permutačné matice, potom je P1 − P2 singulárna.
b) Ak je pre matice Am×n a Bn×m ich súčin AB regulárna matica, potom n ≥ m.

c) Neexistuje reálna 5× 5 matica sṕlňajúca A2 = −I.
d) Ak h(A) < n pre 2n× 2n maticu A, potom existuje nenulový vektor patriaci do N(A) aj N(AT ).
e) Pre m× n maticu A a n× k maticu B plat́ı AB = 0 práve vtedy, ked’ S(B) ⊆ N (A).
f) V priestore polynómov P(x) je zobrazenie dané predpisom α : p(x) 7→ p(1) + p(x) + p(x)2 lineárne.

6. (5 bodov) Nájdite hodnotu determinantu n× n matice

A =


1 + α1 α2 . . . αn
α1 1 + α2 . . . αn
...

...
. . .

...
α1 α2 . . . 1 + αn

 .


