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Pisomn4 skiska z Linearnej algebry a geometrie 1., 20. janudr 2025

1. (5 bodov) Majme vektory u; = [0,1,1,1,0]7, up = [1,-1,0,—1,1]7, ug = [1,1,1,1,1]7 a v; =
2,1,2,1,2]7, vo = [1,2,1,2,1]7, v3 = [1,2,3,2, 1T, vy = [3,2,1,2,3]T v R>.

a) Rozhodnite, ¢ vektory uy, us, us a vektory vy, ve, vs, v4 generujd ten isty priestor.

b) N4jdite bdzu a dimenziu span[vy, v, v, v4]*

¢) N4jdite nejaki ortonormélnu bdzu priestoru span|vy, va, v3, vV4].

d) N&jdite maticu kolmej projekcie na spanfvy, va, v, v4).
2. (5 bodov) Pre n x n maticu A a skaldr A € R (lambda) definujme mnoziny

Va(4) = {z e R" | Az = Az} a  WAT) ={zeR"| ATz = \a}.

a) Ukdzte, ze Vy(A) a Vy(AT) st vektorové podpriestory R™.
b) Ukézte, ze Vi(A) a Vo(AT) maji rovnaki dimenziu.

c¢) Ak4 je dimenzia Vj(A) pre reguldrnu maticu A? (t.j. A =0).
3. (5 bodov) Nech P je vektorovy priestor polynémov s redlnymi koeficientami. Definujme transformécie
T,D:P — P ako

T(p)(z) =2’p(x) a  D(p)(zx) =p"(2).

(Teda T reprezentuje ndsobenie funkciou 2 a D dvojnasobné derivovanie D : p ~ p'’.)

a) Ukazte, ze T a D su linedrne transformécie.

b) N4jdite matice ztizenych zobrazeni D+T, DoT a To D vzhladom na $tandardnt bazu {1, z, 2%, 2%}
priestoru Ps. (Ps je definicny obor vSetkych troch zobrazeni, spravny obor hodnét urcite sami)

¢) Néjdite jadrd a obrazy transforméacii Do T a T o D.

d) Aké zobrazenie predstavuje komutdtor [D,T] =D oT —T o D?
4. (5 bodov) Majme blokovi maticu B = { yf; 2 , kde Ay, je reguldrna, z je stipec, y7 riadok a a
skalar. Ukézte, ze plati:

A =z

a) det y/; _961 ] = —det(A + zyT), b) det [ S0 } = —yTAdj(A)z = —(det A)yT A~ 1.

Ndvod: Vhodnymi operaciami prevedte matice na dolny, resp. horny blokovo-trojuholnikovy tvar.
5. (15 bodov) Pravda/Nepravda. So zdovodnenim v pravdivom pripade a protiprikladom v nepravdivom:
a) Ak st P, a P dve permutacné matice, potom je P; — P singuldrna.
b) Ak je pre matice Ay xn & Bpxm ich sti¢in AB reguldrna matica, potom n > m.
¢) Neexistuje redlna 5 x 5 matica splnajuca A? = 1.
d) Ak h(A) < n pre 2n x 2n maticu A, potom existuje nenulovy vektor patriaci do N(A) aj N(AT).
e) Pre m x n maticu A a n x k maticu B plat{ AB = 0 prave vtedy, ked S(B) C N(A).
f) V priestore polynémov P(z) je zobrazenie dané predpisom « : p(z) + p(1) + p(z) + p(z)? linedrne.
6. (5 bodov) Néjdite hodnotu determinantu n x n matice
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