
Maticový počet – Úloha č. 5

Cvičenia v týždni 5. novembra 2018

Úlohy (strany a č́ıslovanie) sú z knihy Carla D. Meyera Matrix Calculus and Applied Linear Algebra.

1. (4.6.10) V aplikáciách metódy najmenš́ıch štvorcov sa často stane, že matica dát Am×n nemá

lineárne nezávislé st́lpce, t.j. h(A) < n, a následne pŕıslušný systém normálnych rovńıc ATAx = AT b
nemá jednoznačné riešenie. To potom znamená, že aj nejaká odhadovaná veličina y, ktorá je lineárnou
funkciou hl’adaných parametrov x = (α1, α2, . . . , αn)T , napr.

y = α1t1 + α2t2 + · · ·+ αntn + ε,

môže nadobúdat’ pre nekonečne vel’a riešeńı x nekonečne vel’a rôznych hodnôt, čo je nežiaduce.
V takom pŕıpade má zmysel obmedzit’ sa iba na tie n-tice (t1, t2, . . . , tn), ktoré ležia v riadkovom

priestore matice A.
Ukážte, že ak

t =


t1
t2
...
tn

 ∈ R(AT ) a x =


α̂1

α̂2

...
α̂n


je l’ubovol’né riešenie Ax = b v najmenš́ıch štvorcoch (t.j. ATAx = AT b), potom je odhad

ŷ = tTx =

n∑
i=1

tiα̂i

jednoznačný v tom, že nezáviśı od vol’by konkrétneho riešenia x v najmenš́ıch štvorcoch.

2. (5.9.7) Predpokladajme, že V = X ⊕ Y a P je projektor na X v smere Y. Ukážte, že plat́ı

R(P ) = N (I − P ) = X a R(I − P ) = N (P ) = Y.

3. (5.9.12) Nech P a Q sú projekčné operátory.
(a) Ukážte, že R(P ) = R(Q) práve vtedy, ked’ PQ = Q a QP = P .
(b) Ukážte, že N (P ) = N (Q) práve vtedy, ked’ PQ = P a QP = Q.
(c) Ukážte, že ak E1, E2, . . . , Ek sú projektory s rovnakým obrazom a α1, α2, . . . , αk sú skaláry

sṕlňajúce
∑

j αj = 1, potom je aj
∑

j αjEj projektor.

4. (5.9.17) Majme reálny alebo komplexný vektorový priestor, E je projektor na X1 v smere Y1 a F
je projektor na X2 v smere Y2. Ukážte, že E + F je projektor práve vtedy, ked’ EF = FE = 0, a v tom
pŕıpade R(E + F ) = X1 ⊕X2 a N (E + F ) = Y1 ∩ Y2.

5. (5.9.18) Majme reálny alebo komplexný vektorový priestor, E je projektor na X1 v smere Y1 a F
je projektor na X2 v smere Y2. Ukážte, že E − F je projektor práve vtedy, ked’ EF = FE = F , a v tom
pŕıpade R(E − F ) = X1 ∩ X2 a N (E − F ) = Y1 ⊕ Y2.

Návod: P je projektor práve vtedy, ked’ je (I − P ) projektor.

6. (5.9.19) Majme reálny alebo komplexný vektorový priestor, E je projektor na X1 v smere Y1 a F
je projektor na X2 v smere Y2. Ukážte, že ak EF = P = FE, potom P je projektor na X1 ∩X2 v smere
Y1 + Y2.

7. (5.9.20) Vnútorný pseudoinverz pre Am×n je matica Xn×m sṕlňajúca AXA = A, a vonkaǰśı pseu-

doinverz pre A je matica X sṕlňajúca XAX = A. Ak je X zároveň vonkaǰśı aj vnútorný pseudoinverz,
nazýva sa reflex́ıvny pseudoinverz.

(a) Ak Ax = b je konzistentný systém m rovńıc o n neznámych a A− je l’ubovol’ný vnútorný pseu-
doinverz matice A, zdôvodnite prečo sa dá množina všetkých riešeńı Ax = b vyjadrit’ ako

A−b+R(I −A−A) =
{
A−b+ (I −A−A)h |h ∈ Rn

}
.
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(b) Nech M a L sú nejaké komplementárne priestory k R(A) a N (A), t.j. Cm = R(A) ⊕ M a

Cn = L ⊕N (A). Ukážte, že existuje jediný reflex́ıvny pseudoinverz X matice A sṕlňajúci R(X) = L a
N (X) =M. Ukážte, že X = QA−P , kde A− je l’ubovol’ný vnútorný pseudoinverz pre A, P je projektor
na R(A) v smere M a Q je projektor na L v smere N (A).

8. (5.13.3) Ukážte, že pre ortogonálny projektor P plat́ı ‖Px‖ = ‖x‖ práve vtedy, ked’ x ∈ R(P ).

9. (5.13.4) Vysvetlite prečo ATPR(A) = AT pre A ∈Mm×n(R).

10. (5.13.5) Vysvetlite prečo PM =
∑r

i=1 uiu
T
i , ak B = {u1, u2, . . . , ur} je nejaká ortonormálna báza

podpriestoru M⊆ Rn.

11.(5.13.13) Nech M a N sú podpriestory priestoru V a PM, PN sú pŕıslušné ortogonálne projekčné
operátory.

(a) Ukážte, že PMPN = 0 práve vtedy, ked’M⊥ N .
(b) Je pravdou, že PMPN = 0 práve vtedy, ked’ PNPM = 0? Vysvetlite.
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