Maticovy pocet — Prednéska ¢. I

Struény obsah prednédsky 25. 9. 2018

Uvod:

kontakty

web-stranka kurzu

sylabus

knihy, prerekvizity (zhrnutie LAG T a LAG 1I)

doméce 1lohy, hodnotenie

alternativa: 1-PMA—-215 Maticova algebra pre Statistikov

Aplikacie LinAlg v praxi (Kapitola 1.4):

e ODR a PDR — nasekanie intervalu/domény, aproximéacie derivdcii — linedrne systémy s

velkymi a riedkymi maticami

e priklady: pocitanie meteorologickych modelov, dynamika objektov v slnecnej ststave (gravita-

tional slingshot)

suvis PageRank (Google) so spektralnou teériou nezdpornych matic (Perron — Frobenius)
Ako pocitat? (existencia algoritmov)

Ako pocitat presne? (analyza typu chyb, ich velkosti a ich postupného “nabalovania”)

triky a pod.)

Presnost vypoctov, aritmetika pohyblivej ciarky (Kapitola 1.5):

Cisla s pohyblivou &iarkou
Pod t-¢islicovym ¢éislom v artimetike pohyblivej rddovej ¢iarky so zdkladom (B rozumieme

f==x.dids...dy x 55, pri¢om dy # 0.
Zsklad (alebo baza) B, exponent L < € < U a éislice (cifry) 0 < d; < § — 1 st celé ¢isla. V
elektronickych zariadeniach sa spravidla pouziva 8 = 2 (bindrna reprezentécia), pre vypocty s
ceruzkou/kriedou na papieri/tabuli je Tudskejsie pouzivat 5 = 10. Hodnota ¢ sa nazyva presnost,
povolené hranice (dolnd L/hornd U) pre exponent € mozu zavisiet od volby hardvéru, softvéru,
konvencie, technického standardu a pod.

e priklad rozneho priebehu eliminacie v presnej a 3-¢islicovej aritmetike

Ciastocné pivotovanie

V kazdom kroku elimindcie hfadat zlozku na a pod poziciou pivota s najvacsou velkostou. Ak je
to potrebné, vykonat prislusni vymenu riadkov a dostat tento maximalny koeficient na poziciu
pivota. Ilustracia tretieho kroku elimindcie s ¢iastoénym pivotovanim v typickom pripade:
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Prehladat pozicie v trefom stipci oznacené pismenom s a najst koeficient s najvacsou absolutnou
hodnotou. Ak je to potrebné, vymenit riadky tak, aby sa tento koeficient ocitol na zakruzkovanej
pozicii treticho pivota. ZjednoduSene povedané, stratégia je maximalizovat velkost pivotov v
kazdom kroku iba za pouzitia riadkovych vymen.

Ako pocitat rychlo? (pocet operdcii, zjednodusenie algoritmov, tpravy dét, konvergencia vypoctu,




e priklad rézneho priebehu eliminécie v 3-¢islicovej aritmetike s pivotovanim a bez pivotovania

Prakticka stratégia pre Skalovanie

e Zvolit jednotky (zodpovedajice stipcom), ktoré st prirodzené pre dany problém a
nedeformovat vztahy medzi “velkostou” veci. Tieto prirodzené jednotky byvaji spravidla
zjavné a dalSie skdlovanie stlpcov sa spravidla nerobi.

e Riadky systému (A|b) skalovat tak, aby koeficient s najvacsou velkostou v kazdom riadku
matice A bol rovny 1. T.j. predelit kazdu z rovnic koeficientom s najvacsou velkostou.

Ciastoéné pivotovanie s takto zvolenou skalovacou stratégiou robf z Gaussovej elimindcie (spolu
so spatnou substiticiou) extrémne efektivny ndstroj. V priebehu ¢asu sa tato technika ukdzala
byt spolahlivou pre rieSenie vacsiny linedrnych systémov, ktoré priniesla prax.

Kompletné pivotovanie

V k-tom kroku Gaussovej elimindcie sa v rozsirenej matici systému (A|b) ndjde koeficient s
najvacsou velkostou na pozicii pivota, ako aj na vsetkych pozicidch v A, ktoré sa nachddzaji nadol
alebo napravo od nej. Ak je to nutné, vykond sa prislusnd vymena riadkov (rovnic) a stfpcov
(permutovanie nezndmych) tak, aby sa najvacsi koeficient ocitol na pozicii pivota. Ilustricia
tretieho kroku eliminécie s kompletnym pivotovanim v typickom pripade:

* % ok ok k| ok
0 * % x % |[*
0 0 ® s s|=x
0 0 s s s|=*
0 0 s s s|=x*

Wo”

Prehladat pozicie oznacené “s” a néjst koeficient s najvacsou absolitnou hodnotou. Ak je to
potrebné, vymenit riadky a stipce tak, aby sa tento koeficient ocitol na zakriazkovanej pozicii
tretieho pivota. Pozndmka: vymena stfpcov A zodpovedd permutécii (alebo premenovaniu)
prislusnych neznamych.

e kompletné pivotovanie je aspon tak dobré ako ¢iastoéné pivotovanie
e pre priklad, kde uplné pivotovanie vyhrava, pozri priklad ¢. 6 z DU 1
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Zle podmienené systémy (Kapitola 1.6):

e Priklad zle podmieneného systému.

Zle podmienené linearne systémy

Systém linearnych rovnic sa nazyva zle podmienenyj, ak mald perturbacia systému vedie k relativne
velkej zmene v presnom rieseni. Inak sa systém nazyva dobre podmienens.

Geometria — zmena polohy priese¢nika skoro rovnobeznych priamok pri ich malom posunuti.
Algebra — skoro singuldrna matica A, A~! “natahuje” maly vektor b — b na velky vektor  — 2.
Prejavy: velké zlozky v A™1, resp. velké vlastné/singuldrne hodnoty A~1.

Potreba identifikovat a vyhnit sa zle podmienenym systémom v praxi.

Rezidud (resp. rezidudlne vektory): pre nepresné riesenie z. = (£1, &2, . .., &,) vyhodnotit velkost
vyrazov r; = a;1&1 + ai2€e + - - + ain&n — b;. Maticovo: r = Az, — b.

e Pre dobre podmienené systémy su rezidud uzitoéné, pre zle podmienené ani velmi nie.

Inverzné matice stuctu a citlivost na perturbécie (Kapitola 3.8):

e Zovieobecnenie formuly pre (I + cd?)~!

Sherman-Morrisonova formula

o Ak A, «n je regularna a ak ca d sin x 1 stipcové vektory spiﬁajﬁce 1+dT"A e #£ 0,
potom je A + cd” regularna a

A ledT AT

1+dTA- e

e Zovseobecnenim je Sherman-Morrison-Woodburyho formula. Ak C' a D sd typu n X k
také, ze (I + DTA*IC)_1 existuje, potom

(A+CDT) ™ = A~ — A'0(I + DTA~'0) 'DTA.

(A+cdT) " =A71 -

e Aplikdcia S-M formuly pre vypocet inverzu aktualizovanej matice (pozmenend jedna zlozka).

Neumannov rad
Ak je limy, o, A™ = 0, potom je I — A reguldrna a plat{

(I—A)_1:I+A+A2+...22Ak.

Takyto nekoneény rad sa nazyva Neumannov rad; poskytuje aproximdacie pre (I — A)~! ak m4
matica A zlozky malej velkosti. Napr. pre pribliZzenie prvého rddu mame (I — A)~! ~ I + A.

e Odvodenie pribliznej rovnosti (A + B) ™' ~ A=t — A=1BA~! ak ||A| > || B].
e Potreba zavedenia maticovej normy (zide sa hlavne vztah | XY| < [|X]||||IY]D).
e Odvodenie (pribliznych) ohrani¢eni

A7 —@A+B) _ IB]
s 1|| s 44 (7).

Hx 1 <|B||>
A7H| A

3




Citlivost a podmienenost

e Regularna matica A sa nazyva zle podmienend, ak mald relativna zmena v A vedie k
velkej relativnej zmene v A~!. Miera zlej podmienenosti je udand éislom podmienenosti
k= ||A|l |[A7}||, kde | - || je (niektord) maticovd norma.

e Citlivost riesenia systému Az = b vzhladom na perturbécie (alebo chyby) v A zodpoveda
tomu, ako je A zle podmienena.

e Pre t¢-cislicovi artimetiku a k rddu p je rieSenie Ax = b presné na cca. t — p ¢islic.
o Otdzka: ako zistit podmienenost matice bez vypoétu A~'? Odpoved: SVD - singuldrny rozklad
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LU rozklad (Kapitola 3.10):

e Tri typy elementdrnych riadkovych operacii a ich realizdcia ako Tavé nésobenie elementdrnou
maticou.

e Gaussova elimindcia bez vymeny riadkov (iba operéacie typu III) — LU rozklad.

e Zlozky matice L vyzeraju zaujimavo ...

e FElementdrne dolné trojuholnikové matice Ty, = I — ckeg pre ¢ = (0,...,0, flgi1s .- fin) T,
1 0 ... 0 0 ... 0
0o 1 ... 0 0 ... 0
.= 0 0 ... 1 0 ... 0
00 ... —pg41 1 ... O
0 0 —tn 0 1
Inverz:
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
T, '=T+cef=|0 0 ... 1 0 ... 0
0 0 ... pre 1 0
00 ... p, 0 ... 1

e Vyjadrenie L = TflT{1 ... T,;_ll =1+ cleip + 0262T + -+ ck,leg_l.

LU rozklad

Ak sa pocas Gaussovej elimindcie n x n matice A operdciami typu III nevyskytne na diagonalnej
pozicii pivota nula, potom sa A da vyjarit ako suc¢in A = LU a plati:

e [ je dolna trojuholnikova a U je horna trojuholnikova.

e Pre diagondlne zlozky plati I;; =1 auy; Z0prei=1,2,...,n.

e Zlozka l;; pod diagondlou matice L zodpovedd nasobku riadku j, ktory bol odpocitany
od riadku ¢ pri nulovani pozicie (i, j) pocas eliminécie.
U je konecny vysledok Gaussovej elimindcie pouzitej na maticu A.
Matice L a U s jednoznacéne urcené prvymi dvoma vlastnostami (trojuholnikové matice,
jednotky na diagondle v L).

Rozklad matice A na suc¢in A = LU sa nazyva LU rozklad matice A. Matice L a U sa nazyvaji
LU faktory pre A.

e Dokaz jednozna¢nosti LU rozkladu (L3 L, = UU; ! musi byt diagonalna, resp. identita).
e Vyuzitie pamate pri vypocte LU rozkladu.

RieSenie systému pomocou LU rozkladu

e Na vyriesenie regularneho systému Az = b pomocou LU rozkladu A = LU je potrebné
najprv riesit doprednou substiticiou (dolny) trojuholnikovy systém Ly = b pre nezndmu
y, a potom riesit (horny) trojuholnikovy systém Ux = y spatnou substitiiciou.

e Vyhodou tohto pristupu je to, ze ak st LU faktory pre maticu A zname, lubovolny systém
Az = b sa dé riesif pomocou n2 nisobeni/delenf a n? — n séitani/odéitani.




e Porovnanie: na vypocet x = A~1b treba tiez n? ndsoben{/delenf a n? — n séftani/odéitant.

e Existencia LU rozkladu a potreba vymeny riadkov pocas elimindcie.

Existencia LU faktorov

Nasledujice tvrdenia su ekvivalentné tomu, ze pre regularnu n x n maticu A existuje LU rozklad.
e Pocas Gaussovej eliminacie na horny trojuholnikovy tvar iba pomocou operacii typu I11
sa na diagonale neobjavia nulové pivoty.
e Kazd4d hlavnd podmatica Ay matice A je regularna.

Ako postupovat ked je nevyhnutnd vymena riadkov (nulové pivoty, resp. potreba ¢iastoéného
pivotovania)? PA = LU - PRESUNUTE NA BUDUCU PREDNASKU.

LDU rozklad ako (symetrické) vylepsenie LU rozkladu. Tiez jednoznaé¢ny.

Pre symetrickt maticu (A = A7) mdme A = LDLT.

Pre kladne definitnt symetricki mame A = LDY2DY2LT = RTR, kde R = D*/?L" je horna
trojuholnikova s kladnou diagonédlou — Choleského rozklad; viac pri QR rozklade.
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LU rozklad — dokoncenie (Kapitola 3.10):

e PA= LU -~ SAMOSTUDIUM - str. 150-153 v knihe C. Meyera.

LU rozklad s vymenou riadkov (prax)

Pre kazdi reguldarnu maticu A existuje permutac¢nd matica P takd, ze matica PA ma LU
rozklad PA = LU.

Pre vypocet L, U a P postupne prepisujeme tabulku obsahujicu zlozky matice A nasle-
dovne: kazda zlozka, ktord sa nuluje, je nahradend nasobkom, ktory bol na toto nulovanie
pouzity (t.j. a;; — l;; pre zlozky pod diagonédlou). Ak sa pouzije vymena riadkov (napr.
pri ¢ilastoénom pivotovani), ndsobky sa vymenia korektnym spdsobom.

Zvycajne sa nevyzaduje pamatat si celil permutacni maticu P, ale ak to je potrebné, d4 sa
ziskat z matice I postupnou vymenou tych riadkov, ktoré sa vymienaju pocas eliminacie.
Namiesto n x n matice spravidla stac¢i ukladat “stipec pocitania permutéacii” p, v ktorom
sa zacina so zlozkami zoradenymi v Standardnom poradi (1,2,...,n)T a postupne sa
vykonavaja prislusné vymeny.

Na vyrieSenie reguldrneho systému Az = b pomocou LU rozkladu s ¢iastoénym pivoto-
vanim je potrebné permutovat zlozky b na b tak, aby zodpovedali vykonanym vymenam
riadkov — t.j. podla p — a potom riesit doprednou substitiiciou systém Ly = b a ndsledne
riesit systém Ux = y spatnou substiticiou.

Styri zékladné priestory a ich vlastnosti (Kapitoly 4.2, 4.4):

e Opakovanie: Stipcovy, nulovy, riadkovy a lavy nulovy priestor:

— stlpcovy priestor R(A) = {Az|z € R*"} CR™.

— riadkovy priestor R(AT) = {ATy|y € R™} C R™.
— nulovy priestor N(A) = {z| Az =0} C R".

— Tlavy nulovy priestor N(AT) = {y| ATy =0} CR™.

Dimenzie: dimR(A) = dimR(AT) =r, dimN(A) =n —r a dimN'(AT) =m —r.
Kolmost: R(AT) L N(A) a R(A) L N(AT).

Riesitelnost: Az = b m4 klasické riesenie <= b € R(A) <= b L N(AT).
Inklizie: N'(BA) D N(A) a R(BA) C R(A).

zdruzenim (-)*.

Suciny ATA a AAT

Pre A € M,,x»(R) plati:
o h(ATA) = h(A) = h(AAT).
o R(ATA) = R(AT) a R(AAT) = R(A).
o N(ATA) = N(A) a N(AAT) = N(AT).

Pre komplexné matice A € M,,,(C) sa musi operédcia transpozicie (-)7 nahradit hermitovskym

*

e Dokaz vyuziva kladni definitnost: (Az | Az) = 2T AT Az = 0 <= Azx =0 <= x € N(A).




Normalne rovnice

e Systému Az = b typu m x n zodpovedd n x n systém normdlnych rovnic AT Az = ATb.

o Systém AT Az = ATb je vzdy konzistentny, a to aj v pripade, ak Az = b nie je.

e Ak je systém Az = b konzistentny, mnozina jeho rieSeni sa zhoduje s mnozinou riesen{
systému ATAx = ATb. Vo vieobecnosti, ked je Ax = b nekonzistentny, rieSenia
normalnych rovnic zodpovedaju rieseniam Ax = b v najmensich Stvorcoch.

o AT Ax = ATh m4 jednoznazné riesenie prave vtedy, ked h(A) = n a vtedy sa toto rieSenie
dé vyjadrit ako & = (AT A) " ATb,

e Ak je Ax = b konzistentny a ma jednoznaéné rieSenie, tak to plati aj pre AT Az = ATb a
jednoznaé¢né rieSenie oboch systémov je x = (ATA)_IATb.

. 2 , , .. . o L
e Podmienenost k74 ~ (k4)” — vyhnit sa normélnym rovniciam pri numerickych vypoctoch.

Najmensie stvorce — klasicky pohlad (Kapitola 4.5):
e Linedrna regresia dat D = {(t1,b1), (t2,b2),..., (tm,bm)} ako priklad pouzitia metédy naj-
mensich stvorcov pre “preurceny” (overdetermined) m X 2 systém Az = b pre

1 tl bl
1 s b2
«
T = , A= L a b= .
(6> . : :
1 tm bin

o Chybovy vektor e = Az — b.
e Minimalizacia |¢|? = eTe = (Az — b)T (Az — b) — riedenie normélneho systému AT Az = ATb.
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Najmensie stvorce — klasicky pohlad — pokracovanie (Kapitola 4.5):

e Minimalizacia chyby f(z) = (Az — b)T (Az — b) pre z € R™.

e Nutnd podmienka minima: g—{i = a%f(:cTATAm — 20T AT + bTh) = el AT Az + 2T AT Ae; —
2¢7'ATh = 0 — normalny systém AT Az = AT,

o Ak z riesi ATAz = ATb ay = 2z +u, potom f(y) = f(2) + ||Au|? > f(z) — v 2+ N(A) sa
nadobuda globalne minimum f.

VsSeobecny problém najmensich Stvorcov

Pre A € Myxn(R) a b € R™ oznatme ¢ = e(x) = Az — b. Vseobecny problém najmensich
Stvorcov je najst vektor x € R”, ktory minimalizuje hodnotu
m
ZE? =¢eTe = (Az — b)T (Az - b).
i=1
LubovoIny vektor, v ktorom sa takéto minimum nadobida sa nazyva riesenim Az = b v naj-
mensich stvorcoch.
e Mnozina rieSeni v najmensich Stvorcoch je rovnakd ako mnozina rieSeni systému
normélnych rovnic AT Az = ATb.
e Riesenie v najmensich Svorcoch je jednoznacéné prave vtedy, ked h(A) = n a v tom pripade
. . =i
je dané ako z = (AT A) " ATb.
e Ak je Az = b konzistentny, potom je mnozina rieSeni Ax = b rovnakd ako mnozina rieSeni
v najmensich Stvorcoch.

Komplementérne podpriestory — sikmé projekcie (Kapitola 5.9):

Komplementarne podpriestory

Podpriestory X, ) priestoru V sa nazyvaju komplementdrne, ak
v=x+y a xny={0}.
V tom pripade sa V nazyva priamy sucet X a ); znacenie ¥V = X § ).

Pre vektorovy priestor V a jeho podpriestory X, ) s bazami By a By su nasledujice tvrdenia
ekvivalentné

e V=X

e Pre kazdé v € V existuje jedind dvojica vektorovz € X ay € ) spfﬁajﬁca v=x+7Y.

e BxNBy =0aBxUDBy je bdza V.

Projekcie

Nech V = X @ ), teda pre kazdy vektor v € V existuju jednoznacné vektory z € X ay € Y
spiﬁajlice v=x+y.

e Vektor x sa nazyva projekcia v na X v smere (pozdii) podpriestoru Y.

e Vektor y sa nazyva projekcia v na ) v smere (pozdii) podpriestoru X.




Projekéné operatory

Nech X a )Y st komplementarne podpriestory priestoru V, t.j. kazdé v € V sa dd jednoznacne
rozlozit ako v =z +y pre x € X a y € Y. Jednoznacéne dany linearny operator P dany predpisom
Pv = z sa nazyva projektor na X v smere ) a plati pren:

e P2=P (P je idempotentny).
I — P je komplementarny projektor na ) v smere X.
R(P) ={z|Pr ==z} (mnozina fixnych bodov P)
RP)=NI-P)=XaR{I—-P)=N(P)=).
Ak (V) =R™ alebo C", potom P sa dd maticovo vyjadrit ako

P=@0(xI) =@ (§ o ) @

a komplementarny projektor ) ako

e=1-P=omam=am (o 0 Jam™

kde stipce Xnxr & Yoxn_r tvoria bazy X a ).

Kolmé projekcie (Kapitola 5.13):

Kolmé (ortogondlne) projekcie

Pre v € V majme rozklad v = m + n, pricom m € M an € M=,
e Vektor m sa nazyva kolmd (ortogondlna) projekcia v na M.
e Projekény operdtor Py na M v smere M= sa nazyva ortogondlny projektor na M.
e Py je (jediny) linedrny operator spinajici Py = m.

e Ak stfpce M, «. tvoria bdzu M a stipce Ny xn—r tvoria ortonormélnu bizu M=, potom

(ua7ar) 2 it ) |

N'M =0, M"™N=0, N'N=1I,, a (MIN)_1<

Kons§trukcie matic kolmej projekcie

Nech M je r-rozmerny podpriestor R™ a stfpce My, Npyxn_p tvoria bizy M, resp. M=,
Ortogonaélne projektory na M a M=+ st
o Pp=M (MTM)"'MT a Py =N (NTN)~
e navysSe plati Py = I — Py

1 NT.

Ak su stfpce matic M a N ortonormdlne, potom

o Ppy=MMT a Py.=NNT.

e Pyy=U < I(; 8 > UT | pre ortogonalnu maticu U = (M|N).

e Pre a # 0 € R” je ortogonélny projektor na priamku £ = span (a):
Pr=a (aTa)fl ol =24

o Ak |la|| =1, tak Pz = aa’ a Pz(z) = {a|z)a.

10
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Komplementérne podpriestory — §ikmé projekcie — pokracovanie (Kapitola 5.9):

Projekcie a idempotentné zobrazenia

Linedrny operator P na vektorovom priestore V je projekény operdtor prave vtedy, ked P2 = P.

Kolmé projekcie — pokrac¢ovanie (Kapitola 5.13):

Charakterizacia projekénych matic

Nech P € M, x,(R) je matica projekéného operatora, t.j. P? = P. Nasledujice tvrdenia si
ekvivalentné tomu, ze P je matica kolmej projekcie:

e R(P) L N(P).

e P=PT (tj. P reprezentuje kolmi projekciu +—= PPT = P2 = p = pPT).

e ||P||2 = 1 pre maticovi 2-normu. (toto sme neukdzali)

Najblizsi bod podpriestoru

Nech M je podpriestor euklidovského vektorového priestoru V a b je vektor (bod) vo V. Potom
v M existuje jediny najblizs{ vektor (bod) p k b a je to prave kolmd projekcia p = Pyb. Teda

in ||b— = ||b — Pmbl|| = dist (b, M).

min [|[b—m| = [|b— Prpbl| = dist (b, M)

Téato vzdialenost sa nazyva kolmou vzdialenostou medzi b a M.

e Problém najmensich §tvrocov — minimalizdcia min,egn || Az — b||? ako minimalizacia vzdialenosti
min,,cr(a) ||b — m||, resp. hladanie projekcie Pg(a)b.
o Ar = Pra)b = AT Az = ATh (normélne rovnice).

Riesenie v najmensich Stvorcoch

Nasledujice tyri tvrdenia si ekvivalentné tomu, Ze & je rieSenim systému Ax = b v najmensich
Stvorcoch:

|AZ — b|| = mingegrn [|[Az — b)|.

o At = Pra)b.

o AT Az = ATh (resp. A*Az = A*b ak A € M, xn(C)).

e i c Afb + N(A) (ATb je riesenim v najmensich §tvorcoch s najmensou 2-normou).

Pozor! Tento popis je vyznamny z pohladu teérie, ale v aritmetike pohyblivej ¢iarky zvyknud byt
vypocty nestabilné (podmienenost: k74 > ka; vipotet AT méze byt numericky nestabilny).
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Gram-Schmidtov proces (Kapitola 5.5):

Gram—Schmidtov ortogonalizaény proces

Ak B = {x1,29,...,2,} je bdza vektorového priestoru S so skaldrnym stc¢inom, potom Gram-
Schmidtova postupnost definovand ako
k—1
x T — Y 1 (u | xg) uy
= 1 up = k Z;Cill< 7«| k> 2 pre k= 2’ .
Il vak — i (i [ m) ug

tvori ortonorméalnu bazu S.
Ak S je n-rozmerny podpriestor priestoru C"”, Gram-Schmidtova postupnost sa dd vyjadrit mati-

covo ako
(I - UkU,j)xk

(I = UeUy)ze|
kde Uy = O;mx1 a U = (ur|ual. .. [ur—1)mx k-1) pre k > 1.

Up = pre k=1,2,...,n,

QR rozklad

Kazda matica A,,x, s linedrne nezavislymi stipcami sa d4 jednoznacne vyjadrit ako siuc¢in A =
QR, kde Q,,x» ma ortonormalne stipce tvoriace bazu stipcového priestoru R(A) a Ry« je hornd
trojuholnikovd matica s kladnymi zlozkami na diagonale.
e QR rozklad presne popisuje Gram-Schmidtovu ortogonaliziciu lebo Stipce matice Q =
(q1lg2] - - - |gn) tvoria Gram-Schmidtovu postupnost pre stipce matice A = (ay|as|. . . |an)
a R je dana skaldrnymi sucinmi

V1 qiaz giaz ... qian

0 Vo  @3az ... @3an
R= 0 0 Vs ... @ian

0 0 0 ... Vp,

kde v1 = |la1|| a vk = ||lax — Zf:_11<qi |ak) g:|| pre k > 1.

Linearne systémy a QR rozklad

Ak h(Apmxn) = na A = QR je QR rozklad matice A, potom rieSenie reguldrneho horného
trojuholnikového systému

Rz =Q%b
zodpovedd klasickému rieseniu Az = b alebo rieseniu Az = b v najmensich stvorcoch v zavislosti
od toho, ¢i je Ax = b konzistentny.

e Choleského faktorizacia symetrickej, kladne definitnej matice AT A je RTR.
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Maticovy pocet — Prednéska ¢. VII

Struény obsah prednédsky 13. 11. 2018

Vektorové normy (Kapitola 5.1):

Euklidovska norma

Pre vektor z,,x1 sa jeho euklidovskd norma definuje ako
o llzll = (X}, 22)"* = VaTz pre z € R,
n 1/2 n
o |z = (Z¢=1 |$z|2) /2 varx pre xz € C™.

Standardny skaldrny suéin

Skalarne vyrazy definované vztahmi

n n
xTy = szyz cR a o = Z:EzyZ eC
i=1 i=1

sa nayvaju standardny skaldrny sucin vektorov x a y v R™, resp. v C™.

Cauchy—Schwarzova nerovnost

lz*y| < ||z|| ||yl pre vsetky x,y € C™.
Rovnost nastdva prave vtedy, ked y = ax pre a = x*y/x*z.

Trojuholnikova nerovnost

[ +yll < llzll + [yl pre vietky z,y € C".

p-normy

Pre p > 1 je p-norma vektora x € C™ definovand ako ||z||, = (3, |:z:i|p)1/p.

e Holderova nerovnost — trojuholnikova nerovnost pre p-normy.
e Monoténnost p-noriem, co-norma ako limita.

Vseobecné normy na vektorovych priestoroch

Norma na redlnom alebo komplexnom vektorovom priestore V' je funkcia || - || zobrazujica V' do
R splnajica:

||| >0 a |z]| =0 <=z =0,

laz|| = |al|z|| pre vsetky skaldry «,

=+ yll < ll=ll + [lyll-

e Ekvivalencia vektorovych noriem v kone¢norozmernom vektorovom priestore.

13



Maticové normy (Kapitola 5.2):

Frobeniova norma pre matice

Frobeniova maticovd norma je pre A € M, x,(C) definovana vztahmi

1AIE = laigl® = D I1Aull® = D 441 = Tr(A*A).
7 A 7

o Nerovnosti [|Az[|3 < [[A||%]z]3 a |AB|% < [|AIZ B[

Vseobecné normy pre matice

Maticovd norma je funkcia Il - || zobrazujica mnozinu vsetkych komplexnych matic (vSetkych
konecnych typov) do R splnajiica:

|Al| >0 a Al =0<= A=0.

||l = ||| Al pre vsetky skaldry a.

[l1A+ B|| < ||A]| + |B]| pre matice rovnakého typu.

IAB|| < ||All | B]| pre vSetky matice kompatibilné vzhladom na ndsobenie.

Indukované maticové normy

Vektorové normy definované na C™ a C™ indukuji normu na priestore matic M,,x,(C) nasle-
dovne:
|A|l = max ||Az|| pre A € My xn(C), z € C™.

l=l=1
Vo vseobecnosti je v definicii takejto operdtorovej normy potrebné pouzit sup || Az||, vdaka lokalnej
kompaktnosti C™ sa vSak toto suprémum niekde na jednotkovej sfére v C™ nadobuda.
e Indukovana maticova norma je zjavne kompatibilnd s vektorovou normou v zmysle:
[[Az|] < [|A]l{]]]-
1
A

e Ak je A reguldrna Stvorcovd matica, potom “rrhin |Az|| =
z||=1

Maticova 2-norma

e Pre maticovii normu indukovant euklidovskou vektorovou normou plati

4l = max, 4zl = v/
Z||2=

kde Amax je najvacsie (redlne) ¢éislo A také, ze A*A — Al je singuldrna.
e Ak je A reguldrna (Stvorcovd), potom

47, = e = o
2 min HAx”? )\min
llz|l2=1

kde Amin je je najmensie (redlne) ¢islo A také, ze A*A — AI je singuldrna.
Pozn. V reci vlastnych a singularnych hodndt toto znamend, ze Apax & Amin SU najvacsia a
najmensia vlastnd hodnota matice A*A a o1 = ()\max)l/Q, o = ()\min)l/2 st najvacsia a najmensia
singuldarna hodnota matice A.
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Vlastnosti 2-normy

Okrem vlastnosti indukovanej normy maticovd 2-norma ma aj nasledujice vlastnosti
e ||Allz = max max |y*Ax|.
lzll2=1[lyll2=1
[All2 = [|A*]]2.
[A*All2 = [|AJ3.
105 B)ll, = max {[|A]l2, | Bll2}-
lU*AV |2 = ||Alle ak UU* =T a V*V =1
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Maticovy pocet — Prednéska ¢. VIII

Struény obsah prednédsky 20. 11. 2018

Maticové normy — dokonéenie (Kapitola 5.2):

Maticova 1-norma a oco-norma

Maticové normy indukované vektorovou l1-normou a co-normou su:

o Al = max [|Az|, :m?x2|aij|
7

llzlli=1

..... A

= najvacsi sicet absolitnych hodnot po Stfpcoch.

¢ [|4lloc = max [[Azloc = max ) ]
J

lzlleo=

= najvacsi sucet absolitnych hodnét po riadkoch.

e Indukované maticové normy maji vlastnost submultiplikativity, lebo ||[(AB)z|| = ||A(Bx)| <
[AINBz|l < [LA[I(IBIll|]]), tj. maxqy=1 [|[ABz|| < [IA[l[|B]|.

Priestory so skaldrnym sic¢inom — opakovanie (Kapitola 5.3):

Vseobecny skalarny siécin

Skaldrny sicin na redlnom (alebo komplexnom) vektorovom priestore V' je funkcia, ktord priradf
kazdej usporiadanej dvojici vektorov z, y redlny (alebo komplexny) skaldr (z|y), pricom plati

o (z|z) je redlne cislo, (x|x) > 0 a (x|x) = 0 prave vtedy, ked z = 0,
o (x]ay) = afx|y) pre vsetky skaldry a,

o (z|ly+2) = (z|y) + (z]2),

o (z|y)=(y|x) (v redlnom priestore to znamend (z |y) = (y|x)).

Treba si vSimnut, Ze pre fixné x druh4 a tretia vlastnost hovoria, ze (z|-) : y — (x| y) je linedrnou
funkciou v premennej y.

Redlny (alebo komplexny) vektorovy priestor so skaldrnym stic¢inom sa nazyva euklidovsky priestor
(resp. hermitovsky priestor).

Norma v priestore so skalarnym siti¢inom

Ak V je euklidovsky (hermitovsky) priestor so skaldrnym sti¢inom (z|y), potom predpis

-1 = V1)

definuje vektorovi normu na V.

Rovnobeznikova rovnost

Pre dani normu || - || na vektorovom priestore V' k nej existuje skaldrny sic¢in na V, splitajtci
{-]-) = |- I?>, préve vtedy, ked pre vSetky x,y € V plati rovnobeznikovd rovnost:

lz + yll* + lle = ylI* = 2 (|l=]1* + [ly]*) -
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Unitarne a ortogondlne matice, ortogondlna redukcia (Kapitoly 5.6 a 5.7):

Unitarne a ortogonalne matice

Unitarna matica je takd komplexnd matica U, x,, ktorej stfpce (alebo riadky) tvoria
ortonormélnu bazu priestoru C”.
Ortogondlna matica je takd redlna matica @Q,xn, ktorej stfpce (alebo riadky) tvoria
ortonormaélnu bazu priestoru R™.

Charakterizacia unitarnych a ortogonalnych matic

Nasledujice podmienky st ekvivalentné tomu, ze komplexna matica U, x, je unitdrna:
> U mé ortonormalne Stfpce.
> U ma ortonormalne riadky.
> Ul =U*
> ||[Ux||2 = ||z||2 pre vietky = € C™.
Nasledujice podmienky st ekvivalentné tomu, ze redlna matica Q,x, je ortogonalna:
> (Q mé ortonormalne stfpce.
> @ ma ortonormalne riadky.
> Q' =QT.
> [|Qz|l2 = ||z||2 pre vSetky x € R™.

Elementarne kolmé projekcie

Pre vektor uw € C™ s normou |ju| = 1 sa matica tvaru
P=1—uu"

nazyva elementdrny kolmy projektor.

Geometria elementarnych projekcii

Pre vektory u,x € C", pricom |u|| = 1, plati
o (I — uu*)x je kolmé projekcia vektora = do ortogondlneho doplnku ut, t.j. do priestoru
zlozeného zo vsetkych vektorov kolmych na vektor u;
e u*uzx je kolma projekcia vektora x na jednorozmerny priestor span(u);
e |u*z| predstavuje dizku ortogondlnej projekcie vektora z na jednorozmerny priestor

span(u).

Elementarne reflexie

Pre nenulovy vektor u,x; je elementdrna reflezia cez u* (tiez Householderova transformdcia)

definovana maticou .

R=1-22
uru
alebo, ekvivalentne,

R=1-2uu” ak lul| = 1.

17




Vlastnosti elementarnych reflexii

e Vietky elementérne reflexie R st unitdrne, hermitovské a involutérne (R? = I). T.j.

R=R*=R .
o Ak z, 41 je vektor, ktorého prva zlozka x; # 0 a ak sa vektor

1 k : 21
uzwiu||m”el7 kde B = { ax Iy Je realna,

x1/|z1| ak zp nie je redlna
pouzije na vytvorenie elementarnej reflexie R, potom
Rx = Fulz|e;-

Inymi slovami, R “zrkadl{” vektor x na prvi stradnicovi os.
Vipoctovd poznamka: Aby sa vyhlo chybdm/vynulovaniu pri vypoctoch v aritmetike
pohyblivej rddovej ¢iarky, pre redlne matice sa voli u = x + sign(z1)||x||e1.

e Elementdrna reflexia zobrazujtca stfpec A = (a11,0a21, ..., am1)T natiie; = (t11,0,...,0)7 sa
dé vyuzit na redukciu A na horny lichobeznikovy tvar T —> Householderova redukcia.

Ortogonalna redukcia

e Pre kazdi maticu A € M,,«,(C) existuje unitdrna matica P,,x,, taka, ze
PA=T

ma horny lichobeznikovy tvar. Ak sa P ziska ako siéin elementarnych reflektorov, tento
proces sa nazyva Householderova redukcia.

e Ak je A stvorcova matica, potom T je hornd trojuholnikova Stvorcova matica.

e Ak je A redlna, potom sa aj P da zvolit s redlnymi zlozkami — ide o ortogonalnu maticu.

e Pre regularnu stvorcovi maticu A mame QR rozklad A = QR aj ortogonalnu redukciu A = P*T.
Vdaka jednoznacnosti ) R-rozkladu sa rovnaju.

QR rozklad

e Pre kazdid reguldrnu maticu A € M, «,,(R) existuji jednozna¢ne uréend ortogondlna mat-
ica @) a jednoznacne urcend hornd trojuholnikovd matica R s kladnymi zlozkami na di-
agonale také, ze

A=QR.
Stvorcovy QR-rozklad je Specifalnym pripadom obdlznikového QR-rozkladu pre maticu A
typu m x n s h(4) = n.

e Algoritmus Householderovej redukcie je numericky stabilny, preto je niekedy vhodnejsi pre
vypocet QR-rozkladu ako Gram-Schmidtova ortogonalizicia. Podobne, je stabilnejsi ako al-
goritmus pre LU rozklad (bez pivotovania, resp. s ¢lastoénym pivotovanim).
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Maticovy pocet — Prednéaska ¢. IX

Struény obsah predndsky 27. 11. 2018

Priklady pravej (AB = I) a lavej (CA = I) inverznej matice pre A,,x, plnej hodnosti:
C = (ATA) AT, B = AT(AAT),

Vzorce funguji vdaka h(A) = h(ATA), resp. h(AT) = h(AAT) v redlnom pripade a h(A) =
h(A*A), resp. h(A*) = h(AA*) v komplexnom.

Pre o : R — R™ dané predpisom a(x) = Az, kde matica A typu m X n m& hodnost h(A4) = r je
zlizené zobrazenie a|R( Aty R(AT) — R(A) izomorfizmom r-rozmernych podpriestorov R(AT)

a R(A) , lebo N'(4) NR(AT) = {0}, t. keraly ., = {0}.

Ako rozumne definovat zowvSeobecnené inverzné zobrazenie ol : R™ — R™, aby a

(a|R(AT)>_1? Dat ker(a®!) = N(AT)?

! ’R(A) =

“BT” rozklad

Pre maticu A typu m X n hodnosti h(A) = r existuji matice Bpx, (“bdza”) a Trx, (“hornd
trojuholnikova”), obe s hodnostou r, splnajice

Amxn = Bmerrxn-
Matice B a T sa ziskaji pomocou Gaussovej elimindcie — stipce B tvoria bézu R(A) (“pivotové”

Stfpce), stupnovitd matica T' pozostava z r nenulovych riadkov redukovaného stupnovitého tvaru
E 4 matice A (pozri kap. 2.2).

e Ak A = BT je BT-rozklad, potom k matici By, x, existuje (nejakd) Iavd inverzna L,x,, a k
matici T,x, (nejakd) pravéd inverznd R, x,. Potom matica RL typu n X m hodnosti r splia
rovnice vonkajsej (YAY =Y) a vnitornej (AX A = A) zovSeobecnenej inverzie.

“URV” rozklad

Pre kazdi maticu A € M,,«,(R) hodnosti r existuji ortogondlne matice Uy, xm & Vi, xrn areguldrna
matica C,, také, ze

0 0

Prvych r stipcov matice U tvorf ortonormélnu bazu R(A).
Poslednych m — r stipcov matice U tvorf ortonormalnu bézu A° (ATY.
Prvych r stipcov matice V tvorf ortonormalnu bdzu R(AT).
Poslednych n — r stipcov matice V' tvorf ortonormalnu bazu A (A).

A:URVT:U(CW O)VT.

Kazdy vyber ortonormélnych baz pre styri zékladné podpriestory matice A vedie k jej inému U RV
rozkladu. V komplexnom pripade treba nahradit “ortogonédlne” “unitarnym” a transponovanie
()T hermitovskym zdruzenim (-)*.

e Pomocou ortogondlnej redukcie (Householderova redukcia) sa dd dosiahnut, ze matica C' v URV
rozklade bude horna trojuholnikové.

e Aksaza stfpce Upmsm a Vixn vezmi vlastné vektory matic AA”, resp. AT A, dostaneme dokonca
diagondlnu maticu — singularny rozklad.

e Singuldrne vektory u; a v1 v U a V, zodpovedajice najvécsej singularnej hodnote o1, st tie, kde
sa realizuje indukovand maticova norma, t.j.

o1 = [|[AT]]z = max [|[ATy|y = |[ATwill> a0y =||All = max [|Az|s = [|Avy]2.
llyll2=1 lz|l2=1

Avi
g4 .

e Plati tiez v; =

Tv
A Ui g, =
P
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Singularny rozklad

Pre kazdi maticu A € M« (R) hodnosti r existuji ortogondlne matice Upxm & Vixn a di-
agonélna matica D, = diag(o1,02,...,0,) takd, ze

0 0

Redlne éisla o; sa nazyvajui singuldrne hodnoty matice A. Ak r < p = min{m, n}, hovorime, ze A
mé dodatocnych p—r nulovych singuldrnych hodnét. Takyto rozklad sa nazyva singuldrny rozklad
matice A (singular value decomposition), stfpce matic U a V su lavé, resp. pravé singuldrne
vektory matice A.

AzU(D O)Vﬁ kde o1 >09>--->0, >0.

e Penroseove rovnice pre pseudoinverziu:
AATA = A4, ATAAT = AT,
(AANT = AAT, (ATA)T = ATA.

e D4 sa ukazat, ze tento systém rovnic ma jednoznacné rieSenie.

Moore—Penrosove pseudoinverzné matice

Pomocou U RV rozkladu sa d4& Mooreova-Penroseova pseudoinverzna matica pre

_ C’I‘X’I‘ 0 T - - T _ C_l 0 T
Amxn =U ( 0 0 ) \% vyjadrit ako A, ., =V 0 0 Uu'.

e Ak je systém Az = b konzistentny, z = ATb je jeho riesenie s minimélnou euklidovskou
normou.
o Ak je systém Az = b nekonzistentny, x = A'b je jeho rieSenfm v najmensich stvorcoch s
minimélnou euklidovskou normou.
e Pri pouziti SVD-rozkladu s C' = D = diag(oq, 09, ...,0,) mame
T T

c—1t o viul (ulb)
T _ T _ 1 T i .
A—[/( 0 O)U —g—o_i a Ab—g V;.

a4
i=1 i=1 v
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Maticovy pocet — Prednéaska ¢. X

Struény obsah prednédsky 4. 12. 2018

Este nieco k singularnemu rozkladu a pseudoinverzom (Kapitola 5.12):

Obraz jednotkovej sféry

Pre regularnu n x n maticu A so singuldrnymi hodnotami oy > g9 > -+ > 0, a SVD rozkladom
A=UDVT s D = diag(o1,09,...,0,) je obraz jednotkovej sféry vzhladom na 2-normu elipsoid,
ktorého k-ta polos je o Uk (0k-ndsobok k-teho stipca matice U). Navyse, vektor V. reprezentuje
bod na jednotkovej sfére, ktory sa zobrazi na koncovy bod tejto polosi, AV, = 0,Us. Specidlne
o 01 = [[AViall2 = max)g,=1 [|Az2 = [|A]l2,
¢ 05 = |[AVipll2 = mingg,=1 [|Az[2 = 1/]|A712,
Miera deformécie (splostenia) jednotkovej sféry transforméciou danou A vieme urcit pomocou
¢isla podmienenosti vzhladom na 2-normu
Z = || All2llA7 |2 2 1.
Treba si vSimnut, ze ko = 1 prave vtedy, ked A je ortogonalna matica a nou dana transformécia
je izometria.

./{/2:

e pre systém Az = b ma riesenie A'b (s pouzitim pseudoinverzu A') najmensiu euklidovski normu
spomedzi rieseni (klasickych, ¢i v najmensich Stvorcoch)

Determinanty (Kapitoly 6.1 a 6.2):
e opakovanie z I. ro¢énika, str. 459-488 v knihe C. Meyera, “rdmdéeky” uvedené v Prehlade III.

Zakladné vlastnosti vlastnych hodnot a vektorov (Kapitola 7.1):

e opakovanie z I. ro¢nika, str. 489-496 v knihe C. Meyera, “rdmceky” uvedené v Prehlade TV.
e ak \ € 0(A), tak aj A € 0(A) pre redlnu maticu A
e symetrické polynomy, priklad pre A1, Az, Az, Ag:

8122)\1‘:/\1—1—)\24-)\3—%)\4,

s2= 3 AiAj = A + Mg + A+ Aods + doda + Aga,

1<J

83 = Z AidiAk = A A2z + A Ao + A Asha 4 A Az
i<j<k

si= Y NN = A daAsha.
i<j<k<l

Koeficienty charakteristického polynému

Ak m4 charakteristickd rovnica matice A, xpn tvar A + e A" L+ A" 2+ -+ A+ ¢, =0
a ak sp oznacuje k-ty symetricky polynéom vlastnych hodnot A\, A, ..., A, potom

cx = (—1)* Y (vsetky hlavné k x k minory),

sk = . (vSetky hlavné k x k minory),

TI‘(A) :)\1+/\2++)\n = -,

det(A) = MA2 - Ay = (—=1)"¢y.

e spojita zavislost vlastnych hodnot matice od jej zloziek
e spektralny polomer p(A) = maxyeqs(a)|A| a jeho ohrani¢enie pomocou (Tubovolnej) maticovej
normy p(A) < [|A].
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Gersgorinove kruhy

e Vsetky vlastné hodnoty matice A € M, «,(C) sa nachddzaji v mnozine G, — zjednoteni
n Gersgorinovych kruhov danych pomocou

n
|z — aii| < 74y kde TiZZHain prei=1,2,...,n.
j=1
J#
Inymi slovami, vlastné hodnoty si “uvéznené” v sade kruhov so stredmi a;; s polomermi
danymi stic¢tami absolitnych hodnoét zloziek v stfpci A,; okrem diagonélnej zlozky a;.

e Navyse, ak zjednotenie U k-tich GerSgorinovych kruhov nemd prienik so zvysSnymi n —
k kruhmi, potom sa v k-kruhovom U nachadza prave k vlastnych hodnét matice A,
pocitajic s nadsobnostami.

e Kedze 0(A) = o(AT), séitanie absoliitnych hodnét mimodiagonalnych zloziek po riadkoch
sa d4 nahradit sic¢tom po stipcoch, teda vlastné hodnoty sa nachadzajui aj v zjednoten{
kruhov G. danych pomocou

n

|z—aii|§cj, kde cj:ZHain prej:l,?,...,n.
i=1
i

e Kombindciou riadkového a stfpcového pristupu dostdvame, ze vlastné hodnoty matice A
sa nachddzaju v prieniku G, N G..

Diagonalizdcia pomocou podobnostnej transforméacie (Kapitola 7.2):

Schurova veta o triangularizacii

Kazda stvorcova matica je unitdarne podobnd hornej trojuholnikovej matici. To znamena, ze
pre kazdi A, ., existuje unitdrna matica U (nie jednoznaénd) a hornd trojuholnikovd T' (nie
jednoznaénd) také, ze U* AU = T. Diagondlne zlozky T si vlastnymi hodnotami A.

e dokaz indukciou

e vybrat vlastny vektor x matice A, doplnit na ortonormalnu bazu, napr. pomocou elementarnej
reflexie posielajicej z <+ e1, R = (z|V), potom R™'AR = RAR = () £.4Y), pokratovat s
(n—1) x (n — 1) maticou V*AV.
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Maticovy pocet — Prednaska ¢. XI

Struény obsah predndsky 11. 12. 2018

Diagonalizécia pomocou podobnostnej transformécie — opakovanie (Kapitola 7.2):

o Cayley-Hamiltonova veta: xa(A) = 0.
e Dékaz pomocou Schurovej lemy; najprv ukdzat pre trojuholnikové matice x(7') = 0, tvrdenie
potom vyplyva z podobnosti.

Nasobnosti

Pre A € 6(A) = {\1, Ao, ..., s} definujme:

e Algebraickd ndsobnost vlastnej hodnoty A zodpovedd nasobnosti A ako korena charak-
teristického polynému xa(x). Inymi slovami, alg mult,(\;) = a; prave vtedy, ked
(x — A1) ... (z — As)® = 0 je charakteristickou rovnicou matice A.

o Ak alg mult,(X) = 1, X sa nazyva jednoduchou vlastnou hodnotou matice A.

e Geometrickd ndsobnost vlastnej hodnoty A je dim M(A — AI). Inymi slovami,
geo mult 4 (\) zodpovedd najvacSsiemu poctu linedrne nezavislych vlastnych vektorov
prislichajicich k vlastnej hodnote A.

e Vlastné hodnoty, pre ktoré alg mult,(\) = geo mult,(X), sa nazyvaju polo-jednoduché
(semisimple) vlastné hodnoty matice A.

Nerovnost nasobnosti

Pre kazdi maticu A € M, «,(C) a pre kazdé \ € o(A) plati:
geo multy(N) < alg mult 4 (N).

Diagonalizovatelnost a ndsobnosti

Matica A typu n x n je diagonalizovateInd prave vtedy, ked
geo mult,(N) = alg mult 4 (N)
pre kazdé A € o(A), teda prave vtedy, ked je kazd4 jej vlastnd hodnota polojednoducha.

Funkcie diagonalizovatelnych matic (Kapitola 7.3):
e Inspirdcia mocninovymi radmi, napr. e* = Z:io %);, vedie k definicii maticovej exponencidly:

A=T+A+4 +4+...
e Pre diagonalizovateIni maticu A = PDP~! dostaneme rovnost e?* = Pdiag(e?,er2, ... er)P7L.

Funkcie diagonalizovateInych matic

Nech A = PDP~! je diagonalizovatelnd matica, v ktorej si vlastné hodnoty v D =
diag(M I, Ao, ..., A\]) zliCené pri opakovani. Pre funkciu f(z), ktord je definovand pre kazdé
Ai € 0(A), definujme

FA)I 0 0
0 O ... 0
fay=proypi=p| T e
0 0 ... FOWI

= f(M)G1+ f(A2)G2 + - + f(Ak)Gh,
kde G; je i-ty spektralny projektor prislichajici vlastnej hodnote \;.
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Nekoneéné rady

Ak f(2) = 07 cn(z — 20)™ konverguje pre |z — 29| < 7 a ak |\; — 20| < 7 pre kazdd vlastni

n=0
hodnotu diagonalizovatelnej matice A, potom

F(A) =" cn(A—zI)".

Navyse sa d& ukdzat, ze maticovy rad na pravej strane konverguje prave vtedy, ked |A\; — zo| <7
pre kazdé \;, bez ohladu na to, ¢i je alebo nie je matica A diagonalizovatelnd. Preto takyto rad
sluzi ako definicia f(A) pre funkcie, ktoré sa daju vyjadrit pomocou Taylorovho radu bez ohladu
na diagonalizovatelnost matice A.

Systémy diferencidlnych rovnic (Kapitola 7.4):
e Pre maticovii exponencidlu e diagonalizovatelnej matice A = PDP~! plati:

de?t _ ; de*tt  der2t dent -1 _ ; it Aot Ant) p—1 _ A At
> S 7Pd1ag<edt e | P delag()\lel,)\geZ,...,)\ne )P = Ae“t.

> Aedt = Aet (resp. Af(A) = f(A)A pre lubovolni maticovi funkciu f(A)).

b e AtgAt _ gAt,—At _ [ _ 0

e 7 prvej rovnosti vyplyva, ze u(t) = e*c bude rieenim linedrneho systému diferencidlnych rovnic
(s konstantnymi koeficientami) u’ = Au a pociatoénou podmienkou u(0) = c.

Diferenciilne rovnice
Ak A, ., je diagonalizovateInd so spektrom o(A) = {A1, Aa,..., A}, potom riesenie linedrnej
diferencidlnej rovnice v’ = Au s pociatoénou podmienkou u(0) = ¢ sa d4 vyjadrit ako
u(t) = eAte = eMblyy + eMtyg + -+ My,

kde v; je vlastny vektor ziskany i-tym spektralnym projektorom G;: v; = Gjc.

Normalne matice (Kapitola 7.5):

Unitarna diagonalizacia

Matica A, x, je unitdrne podobnd diagonélnej matici (t.j. A mé tplnd sadu ortonormélnych
vlastnych vektorov) prave vtedy, ked A*A = AA*. Matice Spfﬁajﬁce tito rovnost sa nazyvaju
normdlne.
e Ak U*AU = D, kde U je unitarna a D diagondlna, stipce U tvoria uplnd sadu
ortonormélnych vlastnych vektorov matice A a diagondlne zlozky matice D si prislusné
vlastné hodnoty.

e Dékaz v knihe pouziva fakt, Zze normélne matice si tzv. RPN matice (“range perpendicular to
null-space”), t.j. R(A) L N(A). Pre ne ma URV rozklad tvar URU*.

e Na prednaske sme ukazali, ze unitarna podobnost zachovava normalitu a normalne trojuholnikové
matice musia byt diagonalne. Potom tvrdenie vyplyva zo Schurovej lemmy.

Symetrické a hermitovské matice

Okrem vlastnosti, ktoré maja vsetky normalne matice,
e redlne symetrické a hermitovské matice maju redlne vlastné hodnoty,
e A jeredlna symetricka prave vtedy, ked je ortogonalne podobnd realnej diagonalnej matici
D — t.j. PTAP = D pre nejaki ortogonalnu maticu P,
e realne antisymetrické a antihermitovské matice maji rydzo imaginarne vlastné hodnoty.
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Maticovy pocet — Prednaska ¢. XII

Struény obsah prednédsky 18. 12. 2018

Normaélne matice — pokracovanie (Kapitola 7.5):

Singularne hodnoty a vlastné hodnoty

Pre A € M,,x»(C) hodnosti r platia nasledujtice tvrdenia:

e Nenulové vlastné hodnoty A*A a AA* sa rovnaju a su kladné.

e Nenulové singuldrne hodnoty matice A st (kladné) odmocniny z nenulovych vlastnych
hodnét matice A*A (a tiez AA*).

e Ak je A normélna s nenulovymi vlastnymi hodnotami {A1, Az, ..., A}, potom nenulové
singuldrne hodnoty A sd {|\1], [A2], ..., | |}

e Pravé a Iavé singuldrne vektory matice A si Specidlne zvolené vlastné vektory matice
A*A, resp. AA*.

e Kazda uplna sada ortonormélnych vlastnych vektorov v; matice A*A moze sluzit ako
kompletnd sada pravych singuldarnych vektorov matice A, a potom lavé singularne vektory
si u; = Av;/||Avi|l2, pre i = 1,2,...,7 a {Up41,Urs2,...,Un} je nejakd ortonormélna
baza N (A*). Podobne, kazd4 dplnd sada ortonormélnych vektorov AA* mdze posluzit
ako sada Tavych singuldrnych vektorov pre A, pricom sa prislusné pravé singuldrne vektory
dodefinuju analogicky.

e Hermitovskd matica B = On;lim 0 A ) typu (m—+mn) x (m+n) mé nenulové vlastné
nxn
hodnoty {£01, +09,...,+0,}, kde {01, 09, ..., 0.} si nenulové singuldrne hodnoty matice

A.

Kladne definitné matice (Kapitola 7.6):

e Nezda sa, ze by obsahovala ovela viac, ako bolo na LAG II.

Jordanove tvary a maticové funkcie (Kapitola 7.7, 7.8 a 7.9):

e Nestihli sme ... Na skisku sa oc¢akéavaji vedomosti na trovni LAG II, pozri Prehlad 4.

Kladné matice (Kapitola 8.2):

Definicia kladnej a nezadpornej matice: A > 0 ak a;; > 0, resp. A > 0 ak a;; > 0 pre vSetky ¢, j.
Aplikdcie: vyrobné vzfahy (produkénd/technologickd matica), pravdepodobnosti, stochastické
matice prechodu, atd.

A>0= p(A)>0

e Zopar nerovnosti:

P>0,2>0,x#0= Px >0,

N>0,u>v>0= Nu> Nv,

N>0,2>0,Nz=0= N =0,

N>0,N#0,u>v>0= Nu> No.

|Az| < |Al|z], kde |z|T = (|z1|, |22l .., |2zn]). Tiez |A| = A <= A > 0.

Kladna vlastna hodnota a kladny vlastny vektor

Ak A, «n > 0, potom plati:

e p(A) ea(A).

o Ak Ax = p(A)z, potom Al|x| = p(A)|z| a |z| > 0.
Inymi slovami, kladnd matica A mé (redlnu) vlastni hodnotu p(A), ktorej prislicha kladny
vlastny vektor v > 0.
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Index p(A)

Ak A, xn > 0, potom plati:
e p(A) je jeding vlastnd hodnota matice A na jej spektrélnej kruznici.
e index(p(A)) = 1, t.j. p(A) je polo-jednoduchd vlastnd hodnota — jej geometrickd
ndsobnost sa rovnd algebraickej, a teda zodpovedajuice Jordanove bloky si velkosti 1 x 1.

Nasobnost p(A4)

Ak A, xn > 0, potom alg mult,(p(A)) = 1. Inymi slovami, spektralny polomer je jednoduchou
vlastnou hodnotou matice A, preto dim N'(A—p(A)I) = geo mult4(p(A)) = alg mult,(p(A)) = 1.

e Vyznacnd vlastnd hodnota r = p(A) pre A > 0 sa nazyva Perronov koreri a jednoznacny vlastny
vektor p € N(A — p(A)I) s p>0a >, p; =1 sanazyva Perronov vektor.

e Podobne existuje aj lavyj Perronov vektor (kedze aj AT je kladna).

Ziadne dalsie kladné vlastné vektory

Pre kladni maticu A, «, > 0 neexistuje iny nezdporny vlastny vektor okrem Perronovho vektora
a jeho kladnych nésobkov

e Dokaz sme nestihli, ale ma iba jeden riadok, pozrite si v knihe.

Perronova veta

Ak A, xn > 0ar=p(A), potom plati:

o 7> 0.

r € 0(A) (r sa nazyva Perronov koren).

alg mult 4 (p(A)) = 1.

Existuje vlastny vektor z > 0, pre ktory Ax = rx.
Perronov vektor je jednoznacne urceny vektor, spiﬁajﬁci

Ap=rp, p>0, a |[p/i=1

Okrem jeho kladnych nasobkov neexistuju ziadne nezaporné vlastné vektory pre maticu
A, bez ohladu na vlastnd hodnotu.

r je jedind vlastnd hodnota na spektralnej kruznici matice A.

r = maxgzen f(z) (Collatzova-Wielandtova formula),

kde f(z) = mini<i<n [lif]i a N={z|z>0 a x#0}.

T4

Nezaporné matice (Kapitola 8.3):

e Permutac¢né matice mavajui viacero réznych vlastnych hodnot na spektralnej kruznici — Frobe-
niova tedria (tiez sme nestihli ...).

Stochastické matice a markovovské refazce (Kapitola 8.4):
e Zlozky stochastickej matice A oznac¢uju pravdepodobnosti prechodov medzi jednotlivymi stavmi,
t.j. su nezdporné a v zavislosti od konvencie je ich sucet po stfpcoch, resp. riadkoch rovny
1. Potom p(A) = 1, jej lavy Perronov vektor je pf = (1,1,...,1) a pravy Perronov vektor p,
predstavuje (v ireducibilnom pripade) stabilny stav.
e Aplikécie: Google matrix a Page rank, Markov Chain Monte Carlo (pozri odkazy z web-stranky).
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