Maticovy pocet — Prehlad IV.

Prehlad definicii, tvrdeni a dolezitych faktov z LAG I. a II. v 1. roéniku.

Priebezne si prezrite nasledujice “ramcéeky” — prebrané z kapitoly 7. knihy C. D. Meyera, Matriz
Analysis and Applied Linear Algebra. Neoznacené by mali byt zndme z LAG I, II. Tie, ktoré su oznacené
jednou hviezdickou *, asi v prvom ro¢niku neboli a pravdepodobne sa k nim nedostaneme podrobne ani
na predndske. Tym, ktoré si oznacené dvoma hviezdickami **, sa esSte budeme venovat.

Vlastné hodnoty a vlastné vektory

Pre n x n maticu A sa skaldr A\ a nenulovy vektor x,«1 spiﬁajﬁce Ax = Az nazyvaju vlastnd
hodnota, resp. vlastnyg vektor matice A. Mnozina (réznych) vlastnych hodnoét, oznacend o(A), sa
nazyva spektrum matice A.
e A€ o(A) < A— A je singuldrna <= det(A — \I) = 0.
e {z#0|z e N(A—AI)} je mnozina vSetkych vlastnych vektorov prislichajtcich A.
Priestor N (A — AI) sa nazyva vlastng (pod)priestor matice A.
e Nenulové riadkové vektory y* spliiajice y*(A — AI) = 0 sa nazyvaji lavé vlastné vektory
matice A.

Charakteristicky polyném a charakteristicka rovnica

o Charakteristicky polyndm matice A, xn je x(A) = det(A — AI). Stupen x(X) je n a vedici
clen (—1)"A™.

e Charakteristickd rovnica pre maticu A je x(\) = 0.

e Vlastné hodnoty matice A su rieSeniami charakteristickej rovnice, teda korene charakter-
istického polynému.

e Matica A ma spolu n vlastnych hodnét, niektoré vsak moézu byt komplexné (aj ak su
zlozky A redlne) alebo mézu byt niektoré vlastné hodnoty viacndsobné.

e Ak A obsahuje iba reilne zlozky, potom sa jej komplexné vlastné hodnoty musia
vyskytovat v zdruzenych paroch, t.j. ak A € o(A), aj A € o(A).

** Koeficienty charakteristického polynému

Ak m# charakteristickd rovnica matice A, x, tvar A” + A" P + A" 2 4+ -+ cp_i A+, =0
a ak sp oznacuje k-ty symetricky polynéom vlastnych hodnot Ai, Aa, ..., A, potom

cx = (—1)* Y (vsetky hlavné k x k minory),

s = >_(vSetky hlavné k x k minory),

Tr(A) =M+X+-+ A =—c,

det(A) = )\1)\2 000 )\n = (71)”(2”




** Gersgorinove kruhy

Vsetky vlastné hodnoty matice A € M,,«,(C) sa nachddzaji v mnozine G, — zjednoteni
n Gersgorinovych kruhov danych pomocou

n
|z — ay| <74, kde ri:ZHain prei=1,2,...,n.
j=1

J#i
Inymi slovami, vlastné hodnoty st “uvéznené” v sade kruhov so stredmi a;; s polomermi
danymi sic¢tami absolitnych hodnot zloziek v stipei A,; okrem diagonalnej zlozky a;;.
Navyse, ak zjednotenie U k-tich Gersgorinovych kruhov nemé prienik so zvysnymi n —
k kruhmi, potom sa v k-kruhovom U nachidza prave k vlastnych hodnot matice A,
pocitajic s ndsobnostami.
Kedze o(A) = (A7), séitanie absolitnych hodn6t mimodiagonélnych zloziek po riadkoch
sa d& nahradif sic¢tom po stipcoch, teda vlastné hodnoty sa nachadzaju aj v zjednoteni
kruhov G, danych pomocou

n
|z — ai| < ¢, kde cj:ZHain prej=1,2... n.
i=1
i)
Kombindciou riadkového a stfpcového pristupu dostdvame, ze vlastné hodnoty matice A
sa nachadzaju v prieniku G, N G..

Podobnost

Dve n x n matice A a B sa nazyvaju podobné, ak pre ne existuje reguldrna matica P
spfﬁajﬁca P~1AP = B. St¢in P~Y AP sa nazyva podobnostnou transformdciou matice A.
Fundamentdlny problém: Pre danu Stvorcovi maticu A néjst jej najjednoduchsi tvar
dosiahnutelny pomocou podobnostnych transformé&cii.

Diagonalizovatelnost

e Stvorcova matica A sa nazyva diagonalizovatelnd, ak je A podobné diagonélnej matici.
° Uplna’ sada vlastnijch wvektorov pre A,x, je Tubovolnd sada n linedrne mnezavislych
vlastnych vektorov matice A; takato sada tvori bazu R"™, resp. C™. Nie vSetky mat-
ice maju uplnd sadu vlastnych vektorov; zvyknu sa niekedy nazyvat aj ako defektivne
matice.

Matica A, x, je diagonalizovateInd prave vtedy, ked m4 tplni sadu vlastnych vektorov.
Navyse, P~1AP = diag(\1, A2, ..., \,) prave vtedy, ked stipce P tvoria kompletni sadu
vlastnych vektorov a A; su prislusné vlastné hodnoty, t.j. (A;, Py;) tvoria par vlastnej
hodnoty a vlastného vektora pre maticu A.

Podobnost zachovava vlastné hodnoty

Operacie riadkovej redukcie nezachovavaju vlastné hodnoty. Podobné matice vSak maji rovnaky
charakteristicky polyném, a teda aj rovnaké vlastné hodnoty s nasobnostami. Pozor! Podobné
matice nemusia mat rovnaké vlastné vektory, ich zmena savisi s maticou podobnosti P.

** Schurova veta o triangularizacii

Kazda stvorcova matica je unitarne podobnd hornej trojuholnikovej matici. To znamend, ze
pre kazdi A, ., existuje unitdrna matica U (nie jednoznaénd) a horna trojuholnikovd T' (nie
jednoznacnd) také, ze U* AU = T'. Diagondlne zlozky T st vlastnymi hodnotami A.




Nasobnosti

Pre A € 0(A4) = {1, A2, ..., As} definujme:

o Algebraickd ndsobnost vlastnej hodnoty \ zodpovedd ndsobnosti A ako korena charak-
teristického polynému xa(x). Inymi slovami, alg mult,(\;) = a; prave vtedy, ked
(x — A1) ... (z — As)* = 0 je charakteristickou rovnicou matice A.

o Ak alg mult, (M) = 1, X sa nazyva jednoduchou vlastnou hodnotou matice A.

e Geometrickd ndsobnost vlastnej hodnoty A je dim M(A — AI). Inymi slovami,
geo mult,(A) zodpovedd najvicsiemu poctu linedrne nezavislych vlastnych vektorov
prislichajicich k vlastnej hodnote .

e Vlastné hodnoty, pre ktoré alg mult,(\) = geo mult,()), sa nazyvaju polo-jednoduché
(semisimple) vlastné hodnoty matice A.

Nerovnost nasobnosti

Pre kazdi maticu A € M, x,(C) a pre kazdé \ € o(A) plati:
geo mult4(N) < alg mult 4 (N).

Linearna nezavislost vlastnych vektorov

Nech {1, Ag, ..., Ax} st navzdjom rozne vlastné hodnoty matice A.
o Ak {(A1,21), (A2, x2), ..., (Mg, 2k)} je mnozina parov vlastnd hodnota — vlastny vektor,
potom je S = {z1,xa,...,2x} linedrne nezdvislda mnozina.

e Ak je B; bdzou N (A — \;I), potom je B = B; UBy U ---U By, linedrne nezdvisla mnozina.

Diagonalizovatelnost a ndsobnosti

Matica A typu n x n je diagonalizovateInd prave vtedy, ked
geo mult,(N) = alg mult 4 (N)
pre kazdé A € o(A), teda prave vtedy, ked je kav zda jej vlastnd hodnota polojednoduché.

Ro6zne vlastné hodnoty

Ak 7ziadna z vlastnych hodndét matice A nie je viacndsobnd, potom je A diagonalizovatelna.
Upozornenie! Opak nemusi platit.

* Spektralna veta pre diagonalizovatelné matice

Matica A, xp so spektrom o(A) = {\1, A2, ..., \x} je diagonalizovatelnd prave vtedy, ak existuji
matice {G1,Ga,...,G}} spliajice
A=XMG1+ XGo+ -+ NGy,

pricom G; maju nasledujice vlastnosti:

e (; je projekénd matica na N (A — \; 1) v smere R(A — \;1).

o G;G; =0prei#j.

e G +Go+ -+ G =1
Takyto rozklad sa nazyva spektralny rozklad matice A a G; sa nazyvaju spektrdlne projektory
prislichajice A.




* Jednoduché vlastné hodnoty a projektory

Ak z a y* si pravé a lavé vlastné vektory prislichajice jednoduchej vlastnej hodnote A € o(A),
potom

xy*

yrx

je projektor na N(A — M) v smere R(A — M), teda G je spektrdlny projektor prislichajici
vlastnej hodnote .

G:

Sihrn diagonalizovatelnosti

Pre n x n maticu A so spektrom o(A) = {A1, A2, ..., Ax} si nasledujice podmienky ekvivalentné:
A je podobné diagonélnej matici, t.j. P~*AP = D.

A mé uplnu sadu linedrne nezavislych vlastnych vektorov.

Kazd4 vlastnd hodnota A; je polojednoduchd, t.j. geo mult,(N\;) = alg mult 4 (N\;).

A= MNG1+ MGy + -+ NGy, kde

> G; je projektor na N'(A — N\;I) v smere R(A — \; 1),
> G;G; =0 pre i # j,
> G1+Gat--+ G =1,
k k
> Gi=[[(A-ND/T]d =N,
j=1 j=1
J#i J#i
> Ak ); je jednoduch4 vlastnd hodnota, ktorej prislichaji pravy a lavy vlastny vektor
x, resp. y*, potom G; = zy*/y*x.
** Funkcie diagonalizovatelnych matic
Nech A = PDP~! je diagonalizovatelnd matica, v ktorej st vlastné hodnoty v D =

diag(M I, Ao, ..., A\]) zliCené pri opakovani. Pre funkciu f(z), ktord je definovand pre kazdé
i € 0(A), definujme

FOOT 0 0
0 O ... 0
fay—propt—p| T T e
0 0 .. fOWI

= f(A)G1+ f(A2)Ga + -+ + (M) G,
kde G; je i-ty spektralny projektor prislichajici vlastnej hodnote \;.

* Nekonecné rady

Ak f(z) = Yo7 gcn(z — 20)"™ konverguje pre |z — 29| < r a ak |[A\; — 20| < 7 pre kazdd vlastnd
hodnotu diagonalizovatelnej matice A, potom

F(A) =" cn(A = zI)"

Navyse sa dd ukazat, ze maticovy rad na pravej strane konverguje prave vtedy, ked |A\; — zo| <7
pre kazdé \;, bez ohladu na to, ¢i je alebo nie je matica A diagonalizovatelna. Preto takyto rad
slizi ako definicia f(A) pre funkcie, ktoré sa daji vyjadrif pomocou Taylorovho radu bez ohfadu
na diagonalizovatelnost matice A.




* Spektralne projektory

Ak je A diagonalizovatelnd a o(A) = {A\1,\a,..., ¢}, potom sa dé spektrélny projektor na
N(A — N\I) v smere R(A — N\ I) vyjadrit ako

k k

Gi=[J(A-xD/JJi =), pre i=1,2,... k.
j=1 g=i
J#i i

Nésledne, ak je f(z) definovand na o(A), potom f(A) = Zle f(\)G; je nejaky polyném v A
stupiia nanajvys k — 1.

* Diferenciilne rovnice

VIAC NESKOR

Stabilita

Unitarna diagonalizacia

Vlastnosti normalnych matic

Symetrické a hermitovské matice

Courantova-Fischerova veta

Singularne hodnoty a vlastné hodnoty

Kladne definitné matice

Kladne semidefinitné matice

Kvadratické formy

Sylvestrov zakon zotrva¢nosti

Jordanov tvar nilpotentnej matice

Jednoznaénost Jordanovej Struktiry

Index vlastnej hodnoty

Jordanov tvar




Konstrukcia Jordanovych retazcov

Funkcie Jordanovych blokov

Maticové funkcie

Spektralny rozvoj funkcie f(A)

Konvergenica k nule

Neumannove rady

a tak dalej




