
Maticový počet – Úloha č. 4

Cvičenia v týždni 21. októbra 2024

Úlohy (strany a č́ıslovanie) sú z knihy Carla D. Meyera Matrix Analysis and Applied Linear Algebra.

1. (4.5.13) Vykonajte nasledujúce výpočty s maticami:

A =

 1 2
2 4
1 2, 01

 a b =

 1
2
1, 01

 .

(a) Nájdite h(A) a riešte Ax = b v presnej aritmetike.
(b) Nájdite h(ATA) a riešte ATAx = AT b presne.
(c) Nájdite h(A) a riešte Ax = b v trojč́ıslicovej aritmetike.
(d) Nájdite ATA, AT b a riešenie ATAx = AT b v trojč́ıslicovej aritmetike.

2. (4.5.18) Ak A je štvorcová n× n matica, ukážte, že nasledujúce tvrdenia sú ekvivalentné:
(a) N (A) = N

(
A2

)
.

(b) R(A) = R
(
A2

)
.

(c) R(A) ∩N (A) = {0}.

3. (4.5.19) Nech A, B sú n× n matice sṕlňajúce A2 = A, B2 = B a AB = BA = 0.
(a) Ukážte, že h(A+B) = h(A) + h(B). Návod: Pozrite sa na ( A

B ) (A+B) (A |B).
(b) Ukážte, že h(A) + h(I −A) = n.

4. (4.5.20) Moore–Penroseova pseudoinverzia. Nech pre A ∈ Mm×n(R) s h(A) = r je A = BC rozklad

matice A na faktory Bm×r a Cr×n, pričom matica B pozostáva z “pivotových” st́lpcov matice A a C je
tvorená r nenulovými riadkami redukovaného stupňovitého tvaru EA. Matica A† definovaná vzt’ahom

A† = CT (BTACT )−1BT

sa nazýva Moore–Penroseovou (pseudo)inverznou maticou k matici A.
(a) Zdôvodnite, prečo je matica BTACT regulárna.
(b) Overte, že x = A†b je rešeńım systému normálnych rovńıc ATAx = AT b (a tiež Ax = b, ak je

tento systém konzistentný).
(c) Ukážte, že všeobecné riešenie ATAx = AT b (a tiež Ax = B, ak je konzistnentný) sa dá poṕısat’

ako

x = A†b+ (I −A†A)h,

kde h je “vol’ná premenná” – l’ubovol’ný vektor v Rn.

(d) Zdôvodnite, prečo v pŕıpade h(A) = n bude platit’ A† =
(
ATA

)−1
AT .

(e) Vysvetlite prečo pre A štvorcovú regulárnu plat́ı A† = A−1.

(f) Overte, že A† = CT (BTACT )−1BT sṕlňa Penroseove rovnice:

AA†A = A, (AA†)T = AA†

A†AA† = A†, (A†A)T = A†A.

Pozn. Penrose pôvodne definoval A† ako jediné riešenie týchto štyroch maticových rovńıc.

5. (4.6.1) Hookov zákon hovoŕı, že výchylka y ideálnej pružiny lineárne záviśı od sily x, ktorou sa na
ňu pôsob́ı – t.j. y = kx pre nejakú konštantu k – tuhost’ pružiny . Majme strunu s neznámou tuhost’ou,
zavesme na ňu postupne rôzne závažia a zmerajme odchýlky. Výsledky sú zaznamenané v tabul’ke.
Použite metódu najmenš́ıch štvorcov na určenie k.

x (kg) 5 7 8 10 12
y (cm) 11,1 15,4 17,5 22,0 26,3
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6. (4.6.6) Pri štúdiu rakoviny výskumńık došiel k hypotéze, že z krátkodobého hl’adiska počet zhubných
nádorových buniek y rastie exponenciálne vzhl’adom na čas t. T.j. y = α0e

α1t. Určite parametre α0 a
α1 metódou najmenš́ıch štvorcov z nasledujúcich dát:

t (dni) 1 2 3 4 5
y (bunky) 16 27 45 74 122

Návod: Aká bežná transformácia meńı exponenciálnu funkciu na lineárnu?

7. (4.6.7) Použit́ım metódy najmenš́ıch štvorcov nájdite pre nasledujúce dáta najlepšiu lineárnu
aproximáciu – priamku y = α0+α1x a najlepšiu kvadratickú aproximáciu – parabolu y = β0+β1x+β2x

2.
Rozhodnite, ktorá z týchto dvoch kriviek lepšie pasuje k dátam porovnańım súčtu štvorcov chýb.

x -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
y 2 7 9 12 13 14 14 13 10 8 4

8. (4.6.9) Pre A ∈ Mm×n(R) a b ∈ Rm ukážte, že x2 je riešeńım systému Ax = b v najmenš́ıch
štvorcoch práve vtedy, ked’ x2 je čast’ou riešenia väčšieho systému(

Im×m A
AT 0n×n

)(
x1

x2

)
=

(
b
0

)
.

Pozn. Nezriedka sa stáva, že pri probléme najmenš́ıch štvorcov je matica A extrémne vel’ká, ale
pomerne riedka. Pre takéto matice obsahuje predchádzajúci systém spravidla výrazne menej nenulových
zložiek ako systém normálnych rovńıc, čo pomáha prekonat’ problémy s pamät’ou, ktorými vel’ké systémy
normálnych rovńıc zvyknú trpiet’. Tiež si treba všimnút’, že tento systém sa vyhýba explicitnému výpočtu
ATA, č́ım sa vyhneme nárastu zlej podmienenosti/zaokrúhl’ovacej chyby.
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