Maticovy pocet — Prerekvizity 1.

Prehlad definicii, tvrdeni a dolezitych faktov z LAG I. a II. v 1. roéniku.

Do budtcej prednésky si prezrite nasledujice “ramceky” — prevazne prebrané z prvych troch kapitol
knihy C. D. Meyera, Matriz Analysis and Applied Linear Algebra. Ak si niektoré tvrdenia nezname,
resp. netusite, o ¢om sa hovori a neviete zdovodnit preco by mali platit, osviezte si danti tému precitanim
prislusnej kapitoly.

Hlavny uéinkujici
Systém m linedrnych rovnic s n nezndmymi:

1121 + @12%2 + ... + a1nTn = by,

(21T1 + G22T2 + ... + G2, Ty, = b,

Am1%1 + oot ... + Gy Ty, = b,

Tri moznosti pre rieSenie systému
e JEDNOZNACNE RIESENIE: Existuje jedind n-tica z; spiﬁajﬁca vsetky rovnice sicasne.

e NEEXISTENCIA RIESENIA: Ziadna n-tica x; nespfﬁa stcasne vSetky rovnice — mnozina
rieSeni je prazdna.

e NEKONECNE VELA RIESENI: Existuje nekoneéne vela roznych n-tic x; spfﬁajﬁcich
vSetky rovnice sicasne. D& sa ukazat, ze ak ma systém viac ako jedno rieSenie, potom
ich m4d nekonecne vela.

Elementarne Riadkové Operacie

e Vymenit i-tu a j-tu rovnicu.
e Nahradit ¢-tu rovnicu jej nenulovym nasobkom.

e Nahradit j-tu rovnicu kombindciou jej samej s pripoc¢itanym nasobkom i-tej rovnice.

Gaussova elimindcia (§tvorcova matica)

Prechod od (A|b) k (Ulc):
ail ajp ... QA1n b1 Uuip U2 ... Uin | C1
az1 a2 ... a2n b2 eliminscia, 0 U2 ... U2n | C2
Ap1 Apy ... Qpp | by 0 0 ... Upn|cCn

(Nenulové) prvky u;; sa nazyvaji pivoty.




Algoritmus pre spidtnid substiticiu (§tvorcova matica)

Uréit z,, = ¢, /unn, & potom rekurzivne:
1
Ti = o (€ = Wi it1Tit1 — Uii42Tit2 — *** — UinTn)
(%3
pret=n—1n-2,...,2,1.

Pocet operdcii pre Gaussovu elimindciu (§tvorcovd matica)

Gaussova elimindcia spolu so spatnou substitiiciou si pre n X n systém vyzaduje

3

n n

— +n?— = nésobeni/delen{

3 3

a

n3 +n2 5n sttan Jodéftant
— +— — —  scitan{/odéitani.
3 2 6

S rasticim n ¢len n3/3 dominuje. (Rozmyslite si detaily)

Gauss-Jordanova elimindcia (S§tvorcova matica)

e V kazdom kroku elimindcie sa prislusny riadok prenasobi tak, by bol pivot 1
e V kazdom kroku sa vynuluji vsetky zlozky pod aj nad pivotom

Dostédvame prechod od (A|b) k (I|s):

a1 ai2 °60 A1n b1 1 0 0 S1
azL  Ggg ... dgn | bo G ity 0 1 0| s2

)
Anl Gp2 -  Qpp | bp 00 ... 1]s,

v pravom stlpci sa objavi riesenie s;.

Pocet operdcii pre Gauss-Jordanovu eliminiciu (Stvorcova matica)

Gauss-Jordanov algoritmus pre si pre n X n systém vyzaduje

n3 2
— 4+ — ndsobeni/delen{
2 2

a
ng n ~ 7 7 ~ 7. z
5 5 s¢itani/odéitant.

S rasticim n dominuje ¢len n3/2, ¢ize Gauss-Jordanov algoritmus potrebuje o cca. 50% viac
operdcii ako Gaussova elimindcia so spatnou substiticiou. (Rozmyslite si detaily)

Gaussova eliminacia (obdlznikova matica)

Ak U je rozsirena matica systému ziskand po vykonani i — 1 krokov elimindcie, v kroku i treba
vykonat nasledovné:

e Prechiadzajuc zlava doprava, v U néjst prvy st[pec obsahujtici nenulovu zlozku v i-tom
alebo nizsom riadku. Stipec oznacme U,;.

e Pivot v kroku ¢ bude umiestneny na pozicii (4, 5).

e Ak je to nutné, treba vymenit i-ty riadok s nizsim, aby sme dosiahli nenulovost pozicie
(4,4). Nésledne sa vynuluju vsetky pozicie pod fiou.

e Ak riadok U, aj vSetky nizSie polozené riadky U su nulové, eliminécia kondi.




Matica v stupniovitom tvare (Row Echelon Form)

Matica F typu m x n s riadkami F;, a stipcami E.; je v stupriovitom (schodkovitom) tvare, ak
plati
e Ak je riadok E;, nulovy, vSetky riadky pod nim sui tiez nulové.
e Ak je prvou (zlava) nenulovou poziciou v riadku E;, pozicia j, potom st vsetky zlozky v
stfpcoch E.1, Eya, ..., E,; v nizsich riadkoch ako ¢ nulové.

Typickym prikladom, so zakruzkovanymi pivotms, je:

® * x
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O Ol * * *x ¥
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Hodnost matice
Nech sa d4 matica A,,x, zredukovat elimindciou na stupnovity tvar E. Hodnost matice A je
h(A) = pocet pivotov

= pocet nenulovych riadkov F

= pocet “pivotovych” stipcov A

Redukovany stupnovity tvar (Reduced Row Echelon Form)

Matica E typu m X n je v redukovanom stuprniovitom tvare, ak plati

e F je v stupnovitom tvare
e Prv4 nenulovd zlozka (t.j. pivot) v kazdom riadku je 1
e Zlozky nad pivotom st nulové

Typickym prikladom je:

D * 0 0 * *x 0 =
0 0l 0 x x 0 =«
0 0 0|  *x 0 =«
0 0 O 0 0 0| =
0O 0 O 0O 0 0 0 O
O 0 0 0 O 0 0 O

Fakt: Redukovany stupniovity tvar pre maticu A je jednozna¢ny —t.j. existuje préave jedna matica
v redukovanom stupnovitom tvare E 4, ktora je riadkovo ekvivalentnd matici A.




Linearna zavislost stipcov AaFEyu

o Kazdy stfpec FE.;, matice F4 neobsahujuici pivot je linedrnou kombinéciou stlpcov E 4 s
pivotmi nachddzajicimi sa nalavo od F,j. Teda

E.p = 1 Esp, + poEip, +--- + tu'jE*Pj

1 0 0 H1

0 1 0 o
=l g [ TR o [T [T o |

0 0 0 0

kde F,p, st stipce s pivotom nalavo od E,j a koeficienty pu; pochadzaju z j nenulovych
zloziek v E.p.

e Rovnakd linedrna zavislost existuje aj pre stipce matice A, .. stipec A, (bezpivotovy)
sa da vyjadrit ako

Auk = 1 Asp, + p2Aspy + -+ + 1 Aup,,

kde A,p, su “pivotové” stipce matice A nalavo od stfpca A, a koeficienty p; sa daju
zistit z F4.

Konzistencia

Nasledujuce tvrdenia si ekvivalentné s konzistentnostou systému (A|b)
e Pocas riadkovej elimindcie systému (A|b) nikdy nedostaneme riadok tvaru

(O 0 ... O‘oz), kde a#0.
e b je “nepivotovy” stipec rozsirenej matice (A|b).
o h(Alb) = h(A).

e prava strana b sa da vyjadrit ako linedrna kombinécia “pivotovych” stipcov matice A.

Riesenie homogénneho systému Az =0

Nech A, «» je matica koeficientov systému m linedrnych rovnic o n neznamych a predpokladajme,
ze h(A) =r.
e Premenné zodpovedajice stipcom S pivotmi sa nazyvaju viazané premenné a premenné
zodpovedajuce “bezpivotovym” Stfpcom sa nazyvaju volné premenné.
e r premennych je viazanych, n — r je volnych
e Na néjdenie vsetkych rieseni Az = 0 treba redukovat maticu A Gaussovou eliminédciou
na stupfniovity tvar a spatnou substiticiou vyjadrif viazané premenné pomocou volnych
premennych (parametrov). Vysledkom je vseobecné riesenie v tvare

B = l‘flhl —|—£Ef2h2 =+ .- +$fn,rhn—r7

kde z¢,, x¢,, ..., Tf,_, si volné premenné a hi, ha, ..., hy_, s rieSenia homogénneho
systému zodpovedajice jednotlivym volnym premennym.

e Homogénny systém mé jednoznacéné (nulové) riesenie prave vtedy, ked h(A) = n, teda
préve vtedy, ked nem4 ziadne volné premenné.




Riesenie nehomogénneho systému Az =b

Nech (A|b) je rozsirend matica pre konzistentny m x n nehomogénny systém, v ktorom h(A) = r.

e Redukovanim (A|b) Gaussovou elimindciou na stuprnovity tvar a ndslednym vyjadrenim
viazanych premennych pomocou volnych premennych dostdvame vseobecné riesenie:
r=p+xphi +xp,ho+ -4+ xf, Iy
VoIbou voInych premennych xy, vieme vygenerovat vsetky riesenia.
e Stipec p zopdoveda (nejakému) iastkovému rieseniu nehomogénneho systému.
o Vyraz x¢ h1 +xp,ho + -+ 2y, hp_r zodpovedd vSeobecnému rieSeniu prislusného ho-
mogénneho systému Ax = 0.
e Nasledujice podmienky jednoznacnosti rieSenia si ekvivalentné:
— h(A) = n = pocet nezndmych.
— Systém neméd volné premenné.
— Prislusny homogénny systém mé jednoznacné riesenie.

Sicet matic

Ak A a B si m x n matice, ich sucet je m x n matica ziskand s¢itanim prislusnych zloziek A a
B. Tj.
(A+ B)ij = (A)ij + (B)ij pre vietky i a j.

Vlastnosti stictu matic
Pre m x n matice A, B a C plati:

Uzavretost: A + B je opat matica typu m x n
Asociativnost: (A+B)+C=A+ (B+C)
Komutativnost: A+ B=B+ A
Identita vzhladom na s¢itanie: nulovd m x n matica 0, ktorej vietky zlozky
st nulové, spiﬁa A+0=A.
Inverzny prvok vzhladom na séftanie: m X n matica (—A) spina A + (—A) = 0.

Inymi slovami, matice typu m x n tvoria aditivohu komutativnu grupu.

Nasobenie matic skalarom

Sucin skaldru « a matice A, znaceny aA, sa ziska vynasobenim kazdej zlozky A skaldrom «. T.j.
(aA);j = a(A);j, pre vetky ¢ a j.

Vlastnosti ndsobenia matic skalarom
Pre m x n matice A, B a skalary « a (8 plati:

Uzavretost: «A je opat matica typu m x n
Asociativnost: (af)A = a(BA)
Distributivnost I: «(A + B) = aA + aB
Distributivnost II: (a4 8)A = aA+ A
Vlastnost jednotky : 14 =A

Inymi slovami, matice typu m x n tvoria vektorovy priestor My, ..




Transpozicia matic

Transponovant maticu k matici A ziskame vymenou jej riadkov a stipcov, znacime AT. T.j. ak
A= (aij)a potom (AT)Z‘J‘ = Qj;. Zjavne (AT>T = A.

Hermitovské zdruzenie matic

Pre maticu A = (a;;) nazvyvame maticu A = (a;;) k nej komplezne zdruZenou a maticu A* =
AT = AT k nej hermitovsky zdruzenou (pre jej zlozky plati (A*);; = aj;). Pre vietky matice plati
(A*)* = A. Rovnost A* = AT platf préve vtedy, ked ma A redlne zlozky. Niekedy sa matica A*
nazyva adjungovanou maticou k matici A, alternativne znacenie At, AH.

Vlastnosti transpozicie

Ak A a B si matice rovnakého typu a « je skaldr, potom plati:
(A+B)T=AT+BT a (A+B)*=A*+B".
(@A)T = aAT a (aA)* = aA*.

Symetrie

Nech A = (a;;) je stvorcova matica.

e A sa nazyva symetrickd ak AT = A, t.j. ai; = aj;.

e A sanazyva anti-symetrickd ak AT = — A, t.j. a;; = —aj;.

e A sa nazyva hermitovskd ak A* = A, t.j. a;; = aj;. lde o komplexné zovseobecnenie
symetrickosti.

o A sa nazyva anti-hermitovskd ak A* = —A, tj. a;; = —aj;. Ide o komplexné

zovSeobecnenie anti-symetrickosti.

Linearne zobrazenia

Predpokladajme, ze D a R st mnoziny, na ktorych je definované s¢itanie a nasobenie skalarom.
Zobrazenie f, ktoré zobrazuje prvky D na prvky R, sa nazyva linedrne ak

fe+y)=Ffl@)+fly) a  flax)=af(z)
pre kazdé x a y v D a pre vsetky skalary a.

Linearna kombindacia

Pre skaldry «; a vektory x; nazyvame vyraz
n
o1x1 + oo + -+ Ty = E QT
J=1

linedrnou kombindciou x;.




Nasobenie matic

e Matice A a B sa daji nésobit (v porad{ AB) prave vtedy, ked ma A presne tolko stipcov,
ako ma B riadkov, t.j. A je typu m X p a B je typu p X n.

e Pre matice Ay xp = (aij) & Bpxn = (bij) je ich maticovym sic¢inom AB matica typu
m X n, ktorej zlozka na pozicii (i,7) sa rovnd skaldrnemu stéinu i-ho riadku A a j-ho
stfpca B, teda

p
(AB)ij = Ai*B*j = ailblj + aigbgj + -4+ aipbpj = Zaikbkj-
k=1

e Ak si matice nekompatibilnych typov, t.j. A je typu m X p a B je typu ¢ X n s p # q,
potom suc¢in AB nie je definovany.

Nasobenie matic nie je komutativne

Nésobenie matic je vo vSeobecnosti nekomutative, t.j. AB # BA a to aj v pripade, ked oba
sucéiny existuju a maji rovnaké velkosti (pre $tvorcové matice).

Riadky a stipce stuc¢inu matic

Nech A = (a;5) je typu m x p a B = (b;;) je typu p X n.

e (AB);. = A;.B, t.j. plati: i-ty riadok AB = (i-ty riadok A) x B.

e (AB).; = AB,j, t.j. plati: j-ty stlpec AB = A x (j-ty stlpec B).

o (AB)ix = ain By + ai2Boy + - + aipBp = Y h_; @ik B

o (AB)yj = Aurbij + Auabaj + - 4 Aupbp; = 34y Asrbrs.
Z poslednych dvoch rovnosti vyplyva, ze kazdy riadok AB je linedrnou kombindciou riadkov B a
kazdy stipec AB je linedrnou kombinaciou stipcov A.

Maticovy zapis linearneho systému

Systém m linedrnych rovnic s n neznamymi
anei + a12%2 + ... + a1y = by,

a21T1 + a2 + ...+ agndy = bg,

Am1T1 + AmaT2+ . .. + Gmn®n = b,

sa dé zapisat maticovou rovnicou Ax = b, kde

a1 ai2 000 A1n T bl

a1 a922 000 agn T2 bg
A= . . : o= . a b=

Am1 Gm2 - Qmnp Brp bim

Naopak, kazdd maticova rovnica v tvare A,,xnTnx1 = bmx1 reprezentuje systém m linedrnych
rovnic o n neznamych.

Distributivne a asociativne zakony pre ndsobenie matic

Pre matice vhodnych typov plati:
e A(B+C)=AB+ AC (distributivny zékon pre lavé ndsobenie).
e (D+FE)F=DF+EF (distributivny zékon pre pravé ndsobenie).
o A(BC)=(AB)C (asociativny zdkon).




Identickd matica

Matica typu n X n s jednotkami na diagonale a vSetkymi ostatnymi zlozkami nulovymi,

1 0 ... 0O

00 ... 0
In: 5 5 . . 5

00 ... 1

sa nazyva identickd (jednotkovd) matica. Pre kazdi m x n maticu A plat{
Al, = A a I,A=A.

Index v I,, sa nepouziva, ak je velkost matice I zjavnd z kontextu.

Pravidlo roznasobovania pre transpoziciu

Pre matice A a B, ktoré sa daju nasobit, plati

(AB)T = BT AT,
Pripad hermitovského zdruzenia je podobny:
(AB)" = B*A".

Nasobenie blokovych matic

Predpokladajme, ze A a B st podelené na podmatice — tie sa nazyvaju bloky — ako je naznacené
nizsie:

An A ... Ay, Bii B2 ... By
Agr Ay ... A By1 By ... By
Asl ASQ . Asr Brl Br2 O Brt

Ak sa vsetky pary (A;x, Bxj) daji ndsobit, potom s ich blokové delenia navzijom kompatibilné
a sicin AB sa dd ndjst pomocou blokového ndsobenia. T.j. blok na pozicii (¢,7) v AB je rovny

AnBij + Ai2Baj + - + Ay Bry.

Inverzné matice

Pre dant $tvorcovi maticu A,,x, sa matica B,y spiﬁajﬁca
AB =1, a BA=1,
nazyva inverznou maticou k A. Vdaka jej jednoznaénosti moézeme znacit B = A~!. Nie ku kazdej

matici existuje inverzng; invertovateIné (invertibilné) matice si prave reguldrne matice a matice,
ktoré nemajui inverzni maticu su singuldrne.

Riesenie maticovych rovnic

e Ak A je reguldrna matica, potom mé maticova rovnica A, xnXnxp = Bnxp Prave jedno
rieSenie v tvare
X=A"'B.
) Speciélne, systém n linedrnych rovnic o n nezndmych A, «nZTnx1 = bpx1 Ma pre regularnu
maticu A jednoznaéné riesenie x = A~1b.




Existencia inverznej matice

Pre n X n maticu A si nasledujice tvrdenia ekvivalentné:
o A~! existuje. (A je invertibilna)
o h(A) =n. (A je reguldrna)
Gauss-Jordan
e A———— [

e 7 rovnosti Ax = 0 vyplyva z = 0.

Vypocet inverznej matice

Na vypocet inverznej matice k matici A sa da pouzit Gaussova-Jordanova eliminacia
Gauss-Jordan 1
(All) ———— (]A7).

Jediny sposob ako by mohol tento vypocet zlyhat je objavenie sa nulového riadku na lavej strane
rozsirenej matice, ¢o sa stane prave v pripade, ak je A singuldrna. Praktickejsie sa inverzna
matica poc¢ita pomocou LU rozkladu.

Pocet operacii pri vypocte inverznej matice

Vypocet AL pomocou redukcie (A|I) s pouzitim Gauss-Jordanovej eliminécie si vyzaduje

e 13 nésobeni/delent,

o n3 — 2n?% + n séftani/odéitant.

Vlastnosti inverznych matic

Pre regularne matice A a B plati:

o (AH) =4
e Sucin AB je tiez reguldrna matica.
o (AB)"'=B7147! (pravidlo pre inverziu stuéinu).

o (A =(AT) Ta (@A) = (47

Sicin regularnych matic je regularny

Ak st Ay, As, ..., A reguldrne n X n matice, potom je aj ich sucin A; As ... Ag reguldrna matica
a k nej inverznu ziskame nasobenim jednotlivych inverznych matic v opaénom poradi

(A1Ag.. Ap) P = A0 AT AT

Neumannov rad
Ak je lim,, o, A™ = 0, potom je I — A reguldrna a plat{

(I—A)—1:I+A+A2+...22Ak.
k=0

Takyto nekoneény rad sa nazyva Neumannov rad; poskytuje aproximicie pre (I — A)~! ak m4
matica A zlozky malej velkosti. Napr. pre pribliZzenie prvého rddu mame (I — A)~! ~ T + A.




Elementarne matice

Matice v tvare I — uv”, kde v a v si n x 1 stipcové vektory Spiﬁajﬁce vTu # 1 sa nazyvaji
elementdrne matice. Kazda taka matica je reguldrna a pre jej inverznu plati

UUT

vTy—1°
Treba si vSimnut Ze aj inverznd matica k elementdrnej matici je elementdrna. Specidlnou volbou

vektorov u a v vieme dostat elementarne matice zodpovedajice elementarnym operaciam typu I,
IT a III. (pozri str. 131)

(I - uvT)_l =1

Vlastnosti elementarnych matic

e Elementarne matice typov I, II a III zodpovedaji elementarnym riadkovym operacidm,
ak nimi ndsobime zlava.

e Elementarne matice typov I, IT a IIT zodpovedaji elementarnym stl}?covy’m operaciam, ak
nimi nasobime sprava.

Sicin elementarnych matic

e Stvorcova matica A je reguldrna préve vtedy, ak sa dé vyjadrif ako siéin elementarnych
matic typu I, IT a TII.

Riadkova a stlpcova ekvivalencia

e Ak sa dé prejst od matice A k matici B postupnym vykonanim elementarnych riadkovych
a stfpcovych operécii, budeme hovorit ze matice A a B su ekvivalentné; znac¢ime A ~ B.
Kedze elementarne riadkové a stfpcové operacie zodpovedajui nasobeniu elementarnymi
maticami zlava, resp. sprava, mame

A~ B<= PAQ =B pre regularne P a Q.

e Ak sa dé prejst od matice A k matici B postupnym vykonanim elementarnych riadkovych
operécif, budeme hovorif ze matice A a B st riadkovo ekvivalentné; znacéime A "<’ B.
Inymi slovami

Tow

A~ B<= PA=DB preregularnu P.
e Ak sa d4 prejst od matice A k matici B postupnym vykonanim elementarnych stipcovych
operacii, budeme hovorif Ze matice A a B su stfpcovo ekvivalentné; znac¢ime A “
Inymi slovami

col

A~ B<= AQ =B pre regularnu Q.
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(Linearne) zavislosti medzi stlpcami a riadkami

e Ak A "2 B, potom linedrne vztahy, ktoré platia pre stfpce A platia aj pre stfpce B. Teda
n n
B,y = ZajB*j prave vtedy, ak A = ZajA*j.
=1 j=1

e Speciglne, vztahy medzi stipcami A a jej redukovaného stupnovitého tvaru E 4 st rovnaké,
preto vsetky “nepivotové” stfpce A musia byt linedrnymi kombindciami “pivotovych”
stfpcov matice A.

o Ak A% B, potom linedrne vztahy, ktoré platia pre riadky A platia aj pre riadky B.

e Zhrnutie. Riadkovd ekvivalencia zachovava vztahy medzi stl})cami, stl})covd ekvivalencia
zachovava vztahy medzi riadkami.

Rank Normal Form
Ak je A matica typu n x n a h(A) = r, potom
I, 0
o= (1),

N, sa nazyva rank normal form (asi neexistuje ustéleny slovensky termin) matice A a je koneénym
vysledkom 1plnej elimindcie matice A pouzivajicej riadkové aj stlpcové operacie.

Testovanie riadkovej/ stipcovej ekvivalencie

Pre matice A a B typu m x n platia nasledujice tvrdenia:
o A ~ B prédve vtedy, ked h(A) = h(B).
e A'Z" B prave vtedy, ked E4 = Fp.
e A B prave vtedy, ked Eqr = Egr.
Doésledok. Nasobenie regularnymi maticami nemeni hodnost matice.

Transpozicia a hodnost

Transpozicia nemeni hodnost matice, t.j. pre vsetky m X n matice plati
h(A) = h(AT) a  h(A) = h(A4%).
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