Maticovy pocet — Prerekvizity II.

Prehlad definicii, tvrdeni a dolezitych faktov z LAG I. a II. v 1. roéniku.

Priebezne si prezrite nasledujice “ramceky” — prebrané z kapitoly 4. knihy C. D. Meyera, Matriz
Analysis and Applied Linear Algebra. Neoznacené by mali byt zndme z LAG I, II. Tie, ktoré su oznacené
jednou hviezdickou *, asi v prvom ro¢niku neboli a pravdepodobne sa k nim nedostaneme podrobne ani
na predndske. Tym, ktoré si oznacené dvoma hviezdickami **, sa esSte budeme venovat.

Definicia vektorového priestoru

Mnozina V' sa nazyva vektorovym priestorom nad polom F ak operécie séitania vektorov a
nasobenia skalarom spfﬁajﬁ nasledujice axiéomy.

(A1) z+y €V prevsetky z,y € V. Tdto vlastnost sa nazyva uzavretost vektorového sc¢itania.

(A2) (z+y)+z=2x+ (y+2) pre vietky z,y,z € V.

(A3) z+y=y+xpre vietky z,y € V.

(A4) Existuje prvok 0 € V spfﬁajlici 4+ 0=z pre kazdé x € V.

(A5) Pre kazdé € V existuje prvok (—z) € V splitajici  + (—z) = 0.

(M1) az €V pre vsetky a € F a x € V. Toto je uzavretost skaldrneho ndsobenia.

(M2) (aB)x = a(Bz) pre vietky a, B € Fax € V.

(M3) a(x+y)=azxr+ay pre vietky a € F az,y € V.

(M4) (a+ f8)x = ax+ fz pre vietky o € F az,y € V.

(M5) 1z = x pre vsetky = € V.

Podpriestory

Nech S je neprazdna podmnozina vektorového priestoru V nad F (zépis S C V). Ak je S tiez
vektorovym priestorom nad F s tymi istymi operdciami s¢itania vektorov a nasobenia skaldrmi,
hovorime, ze S je vektorovy podpriestor priestoru V. Pre urcenie, ¢i je podmnozina podpriestorom,
netreba kontrolovat vsetkych 10 definiénych vastnosti, sta¢i overt iba podmienky uzavretosti (A1)
a (M1). T.j. nepriazdna podmnozina S vektorového priestoru V je podpriestorom V préve vtedy,
ked

(A1) z,ye S = r+yes
a

(M1) z€S = ax € S pre vietky o € F.

Plochost

Aj ked sa “plochost” (nezakrivenost) vo vyssich dimenzidch ned4 vidiet “volnym okom”, mézeme
ju uchopit pomocou konceptu podpriestoru. (Vektorovy) podpriestor si treba predstavovat ako
plochi varietu prechadzajicu cez pociatok.

Generujica mnozina

e Pre mnozinu vektorov S = {v1,v9,...,v,} sa podpriestor
span (S) = {ai1v1 + agvs + - - + v, }
obsahujuci v8etky linedrne kombinécie vektorov v S nazyva priestor generovany S, resp.
linedrny obal S.
e Ak vektorovy priestor V spliia V' = span(S), hovorime, ze S je generujica mnoZina
priestoru V. Inymi slovami, S generuje V prave vtedy, ked je kazdy vektor vo V' linedrnou
kombinaciou vektorov z S.




Stucet podpriestorov
Ak X a Y su podpriestory vektorového priestoru V', potom siucet X a Y je mnozina obsahujica
vSetky mozné sucty vektorov z X a vektorov z Y. Teda
X+Y={z+ylzeXayeY}.

e X +Y je opat podpriestorom V.
e Ak Sx a Sy generuju X, resp. Y, potom Sx U Sy generuje X + Y.

Podpriestory a linedrne zobrazenia

Pre linedrne zobrazenie f z R™ do R™ ozna¢me obraz f ako R(f). T.j. R(f) = {f(z) |z e R"} C
R™ je mnozina vSetkych obrazov f(z), ked a prechddza cez cely priestor R™.

e Obraz (obor hodnét) pre kazdé linedrne zobrazenie f : R® — R™ je podpriestor R™ a
kazdy podpriestor priestoru R™ je obrazom nejakého linearneho zobrazenia.

Obraz zobrazenia daného maticou

Nésobenie maticou A,,x, definuje linedrne zobrazenie f : R™ — R™ dané predpisom f(z) = Ax
pre x € R™. Jeho obraz potom je

R(A) = {Az |2z € R"} CR™;

po anglicky sa zvykne nazyvat range of a matriz A, slovensky termin nie je ustaleny.
Podobne méme R(A”) definovany ako

R(AT) = {ATy|y e R™} CR".

Stipcovy a riadkovy priestor

Pre maticu A,,x, plati

R(A) = priestor generovany stipcami A (stlpcovy priestor).
R(AT) = priestor generovany riadkami A (riadkovy priestor).
b e R(A) <= b= Ax pre nejaké x.

a € R(AT) < a” = yT A pre nejaké y’.

Matice s rovnakymi riadkovymi a stipcovymi podpriestormi

Pre matice A a B rovnakého typu plati:
o R(AT) = R(BT) préave vtedy, ked A "X B.
e R(A) = R(B) préave vtedy, ked A @ B.

Generatory riadkového a stfpcového priestoru

Nech A je matica typu mxn a U je stuprniovitda matica riadkovo ekvivalentna matici A. Nasledujice
mnoziny generuju riadkovy a stipcovy priestor A:

e nenulové riadky U generuji R(AT).

e “pivotové” stlpce A generuji R(A).




Nulovy priestor (Jadro)

e Pre mxn maticu A sa mnozina N (A) = {z | Az = 0} C R™ nazyva nulovy priestor (jadro)
matice A. Inymi slovami, N'(A) je priestorom rieSeni homogénneho systému Az = 0.

e Mnozina N(AT) = {y| ATy = 0} C R™ sa nazyva lavyj nulovyj priestor matice A, ide o
priestor riesenf lavostranného homogénneho systému y7 A = 0.

Generatory nulového priestoru

Na uréenie generujicej mnoziny pre N (A) pre maticu A,,x, s hodnostou h(A4) = r je potrebné

zredukovat maticu A na stupnovity tvar U a rie§it systém Ux = 0 pre zdvislé premenné pouzitim

voInych premennych ako parametrov. Veobecné rieSenie Ax = 0 mé potom tvar
r=xphi+xpho+ -+ 2y hpo.

Mnozina H = {hy, ha,...,hn—r} generuje N(A). Navyse sa dd ukdzat, ze H je jednoznacéna v
tom zmysle, ze nezavisi od konkrétnej stupnovitej matice U.

Trivialny nulovy priestor

Ak A je typu m X n, potom
o N(A) = {0} préave vtedy, ked h(A) = n;
o N(AT) = {0} préve vtedy, ked h(A) = m.

* Lavy nulovy priestor

Ak pre A typu m x n a hodnosti h(A) = r mdme PA = U (Ppnxm je reguldrna a Uy, x, je v
stupnovitom tvare), potom poslednych m — r riadkov P generuje Iavy nulovy priestor. T.j. ak
P= (2 ), kde P, je typu (m — ) x m, potom

N(AT) = R(PY).

Matice s rovnakymi nulovymi priestormi

Pre matice A a B rovnakého typu plati
e N(A) = N(B) prave vtedy, ked A "%’ B.
o N(AT) = N(BT) prave vtedy, ked A < B.

* Styri zakladné podpriestory pre maticu — sihrn

Styri zékladné podpriestory asociované s maticou A si

e stipcovy priestor R(A) = {Az |z e R} CR™.

o riadkovy priestor R(AT) = {ATy|y € R™} C R™.

e nulovy priestor N(A) ={z| Az =0} CR".

e Tlavy nulovy priestor N (AT) = {y| ATy =0} CR™.
Ak P je reguldrna matica, spiﬁajﬁca PA=U, kde U je v stupniovitom tvare a h(A) = r, potom
generujiica mnozina R(A) = “pivotové” stipce A.
generujiica mnozina R(AT) = nenulové riadky U.
generujica mnozina N (A) = vektory h; zo vSeobecného riesenia Ax = 0.
generujiica mnozina N'(AT) = poslednych m — r riadkov P.
AR’ B <= N(4) = N(B) & R(AT) = R(BT).
A% B« R(A) = R(B) <> N(AT) = N(BT).

Ak A a B su rovnakého typu




Linearna nezavislost

Mnozina vektorov S = {vy,vs,...,v,} sa nazyva linedrne nezdvisld, ak je jedinym rieSenfm
homogénnej rovnice
a1V + g + -+ apv, =0

iba trividlne rieSenie a; = as = --- = a, = 0. Pokial existuje nejaké netrividlne rieSenie
(t.j. aspon jedno a; # 0), mnozina S sa nazyva linedrne zdvislou. Inymi slovami, linedrne
nezavislé mnoziny su tie, ktoré neobsahuju ziadne vztahy zavislosti medzi svojimi prvkami a
linearne zavislé si tie mnoziny, v ktorych je aspoii jeden vektor linearnou kombinaciou ostatnych.
Préazdna mnozina sa povazuje za linearne nezavislu.

Linearna nezavislot a matice

Nech A je matica typu m X n.

e Obe nasledujice tvrdenia si ekvivalentné tomu, ze stlpce A si linedrne nezavislé.

> N(A) = {0}.
> h(A) =n.
e Obe nasledujuce tvrdenia su ekvivalentné tomu, ze riadky A su linedrne nezavislé.
> M(AT) = {0}.
> h(A) =m.
e Ak je A stvorcova matica, potom obe nasledujice tvrdenia st ekvivalentné tomu, ze A je
reguldrna.

> Stlpce A tvoria linedrne nezdvisli mnozinu.
> Riadky A tvoria linedrne nezavisli mnozinu.

Najvacsie linedrne nezavislé podmnoziny

Ak h(A;xn) =, potom plati:
e Kazdd maximadlna linearne nezdvisla podmnozina stlpcov A mé prave r prvkov.
o Kazdd maximalna linearne nezavisla podmnozina riadkov A mé prave r prvkov.

e Specidlne, r “pivotovych” stlpcov matice A tvori maximalnu linearne nezavisla
podmnozinu stlpcov matice A.

Zakladné fakty o linearnej nezavislosti

Pre neprdzdnu mnozinu vektorov S = {vy,vs,...,v,} v priestore V platia nasledujice tvrdenia.
e Ak S obsahuje linedrne zavisli podmnozinu, potom je aj S linedrne zavisla.
o Ak je S linedrne nezavisla, potom je aj kazda jej podmnozina linedrne nezavisla.
e Ak je S linedrne nezévisld a v € V, potom je rozsirend mnozina Ses = S U {v} linedrne
nezévisld prave vtedy, ked v ¢ span (S).
Ak S CR™ a ak n > m, potom je S linedrne zavislé.

Baza

Linearne nezavisla generujica mnozina vo vektorovom priestore V' sa nazyva bdza priestoru V.




Charakterizacia bazy

Nech V je podpriestor R™ a B = {b1,bs,...,b,} C V. Nasledujtice tvrdenia si ekvivalentné.
e 3 je bazou V.
e BB je minimélnou generujicou mnozinou priestoru V.
e 3 je maximélnou linedrne nezavislou podmnozinou vo V.

Dimenzia

Dimenzia vektorového priestoru V je definovana ako
dim V' = pocet vektorov v Tubovolnej béze V'
= pocet vektorov v lubovolnej minimélnej generujiicej mnozine priestoru V'

= pocet vektorov v fubovolnej maximdlnej linedrne nezévislej podmnozine V.

Dimenzia podpriestoru

Pre vektorové priestory M a N s M C N plati:
e dim M < dim N.
e Ak dim M = dim N, potom M = N.

Zikladné podpriestory — dimenzie a bazy

Pre m x n redlnu maticu A hodnosti h(A) = r plati:

dimR(A) =r.

dimN(A) =n—r.

dim R(AT) = r.

dim N (AT) =m —r.

Nech P je regularna matica, pre ktoru je PA = U v stupnovitom tvare a H je mnozina rieSeni
hi, z ktorych sa da nakombinovat vseobecné riesenie systému Ax = 0. Potom

“Pivotové” stipce matice A tvoria bazu R(A).

Nenulové riadku U tvoria bazu R(AT).

Mnozina H je bdzou N(A).

Poslednych m — r riadkov matice P tvor{ bazu N (AT).

Pre matice s komplexnymi zlozkami platia predchddzajiice tvrdenia, aj ked sa AT, U a P nahradia
A*, U a P.

Veta o hodnosti a “nullity”???

o dimR(A) + dim N (A) = n pre vietky m X n matice.

Dimenzia stuétu priestorov

Ak X a Y st podpriestory vektorového priestoru V', potom
dim(X +Y)=dimX +dimY — dim(X NY).




* Hodnost sti¢inu

Ak A je matica typu m X n a B je matica typu n X p, potom
h(AB) = h(A) — dim (M (A) NR(B)) .

* Béza prieniku podpriestorov

Ak A je matica typu m xn a B je matica typu n X p, potom baza N (A) NR(B) sa d4 skonstruovat
nasledovne:

Néjst bazu {z1, 29, ...,x,} podpriestoru R(B).

Vytvorit maticu X,,x, = (z1|z2]...|2;).

N4&jst bdzu {vy,vs,...,vs} priestoru N(AX).

B = {Xv,Xvg,...,Xvs} je bdzou N(A) N R(B).

* Ohranicéenia hodnosti siéinu

Ak A je matica typu m X n a B je matica typu n X p, potom
e h(AB) < min{h(A), h(B)},
o h(A)+ h(B) —n < h(AB).

** Qriciny ATA a AAT

Pre A € M,,x»(R) plati:

o h(ATA) = h(A) = h(AAT).

o R(ATA) =R(AT) a R(AAT) = R(A).

o N(ATA) = N(A) a N(AAT) = N(AT).
Pre komplexné matice A € M,,«,(C) sa musi operécia transpozicie (-)7 nahradif hermitovskym
zdruzenim (-)*.

** Normadlne rovnice

e Systému Az = b typu m x n zodpovedd n x n systém normdlnych rovnic AT Ax = ATb.

o Systém AT Az = ATb je vzdy konzistentny, a to aj v pripade, ak Az = b nie je.

e Ak je systém Az = b konzistentny, mnozina jeho rieSeni sa zhoduje s mnozinou rieSen{
systému AT Az = ATb. Vo vseobecnosti, ked je Ax = b nekonzistentny, rieSenia
normalnych rovnic zodpovedaju rieSeniam Ax = b v najmensich Stvorcoch.

o AT Ax = ATh m4 jednoznazné riesenie prave vtedy, ked h(A) = n a vtedy sa toto rieSenie
dé vyjadrit ako o = (AT A) " ATb,

e Ak je Az = b konzistentny a ma jednoznaéné rieSenie, tak to plati aj pre AT Az = ATb a
jednoznaé¢né rieSenie oboch systémov je x = (ATA)_IATb.

Hodnost a najvacsia reguldrna podmatica

Hodnost matice A,,x» sa rovnéd velkosti najvacsej reguldrnej Stvorcovej podmatice matice A.
Inymi slovami, ak h(A) = r, potom existuje aspon jedna reguldrna r x r podmatica matice A a
vsetky Stvorcové podmatice vacsej velkosti si singuldrne.




* Malé perturbacie nezniZujii hodnost

Ak A a E st m x n matice, pricom E m4 zlozky dostatoéne malej velkosti, potom
h(A+ E) > h(A).

Zhrnutie faktov o hodnosti

Pre A € M,,x»(R) platia nasledujiice tvrdenia:

e h(A) = poctu nenulovych riadkov v fubovolnej stupiiovitej matici riadkovo ekvivalentnej A.
e h(A) = poctu pivotov ziskanych po elimindcii A na stupnovity tvar pomocou riadkovych
operacii.

e h(A) = poctu “pivotovych” stlpcov matice A (ako aj poctu “pivotovych” stipcov Tubovolnej
matice, ktord je riadkovo ekvivalentnd A).

e h(A) = poctu linedrne nezévislych stipcov matice A — t.j. velkosti maximélnej linedrne
nezavislej podmnoziny stfpcov A.

e h(A) = poctu linedrne nezavislych riadkov matice A — t.j. velkosti maximélne]j linedrne
nezavislej podmnoziny riadkov A.

h(A) = dimR(A).

h(A) = dim R(AT).

(A) =n—dimN(A).

(4) = m — dim N (AT).

(A) = velkosti najvicsej reguldrnej stvorcovej podmatice A.

Pre A € M,,«»(C) sa moze nahradif transpozicia (-)7 hermitovskym zdruzenfm (-)*.

h
h
h

** Vseobecny problém najmensich Stvorcov

Pre A € Mpuxn(R) a b € R™ oznatme € = e(x) = Az — b. VSeobecny problém najmensich
Stvorcov je najst vektor x, ktory minimalizuje hodnotu

Y el =e"e=(Ax—b)"(Az —b).
=1

LubovoIny vektor, v ktorom sa takéto minimum nadobuda sa nazyva rieSenim Ax = b v naj-
mensich stvorcoch.
e Mnozina rieSeni v najmensich Stvorcoch je rovnakd ako mnozina rieSeni systému
norméalnych rovnic AT Az = ATb.
e Riesenie v najmensich Svorcoch je jednoznacéné prave vtedy, ked h(A) = n a v tom pripade
. . =1
je dané ako z = (ATA) ATb.
e Ak je Az = b konzistentny, potom je mnozina rieSeni Ax = b rovnakd ako mnozina rieseni
v najmensich Stvorcoch.

Linearne transformacie

Ak st U a V vektorové priestory nad polom F.
o linedrna transformdcia z U do V je zobrazenie T' zobrazujice U do V a spiflajflce
Tx+y)=T(x)+T(y) a T(ax) = oT(x)
alebo, ekvivalentne,
T(ax+y) =aT(z)+T(y) pre vietky z,y e U a a € F.

e linedrny operdtor na U je linedrna transformécia z U naspét do U.




Stradnice vzhladom na bazu

Nech B = {uj,us,...,u,} je bdza vektorového priestoru U a v € U. Koeficienty «; vo vyraze
v = u1 + Qolsg + - - - + apu, sa nazyvaji suradnice v vzhladom na bdzu B. Znacime
g
(€5]
[vls =
(7%

Pozor! Na poradi zdlezi. Ak B’ je permutdcia B, potom zlozky [v]p zodpovedaji prislusne
spermutovanym zlozkdm [v]g.

Priestor linearnych transformacii

e Pre dvojicu vektorovych priestorov U a V nad F je mnozina £(U, V') vsetkych linedrnych
transformécii z U do V vektorovym priestorom nad F.

e Nech B = {ui,ug,...,us} a B’ = {v1,v2,...,0y,} si bdzy U, resp. V a Bj; je linedrna
transformécia z U do V definovand ako Bj;(u) = &v; pre [ulg = (£1,&2,...,&)T. T..
treba zobraf j-tu stiradnicu u a prendsobit iiou v;. Potom

> Be = {Bji};_y je baza L(U, V).
> dim £(UV) = (dim U)(dim V).

Vyjadrenie linearneho zobrazenia pomocou matice

Nech B = {uy,ug,...,un} a B’ = {v1,va,...,0,} st bdzy U, resp. V. Matica zobrazenia T
vzhladom na dvojicu bz (B, B’) je m x n matica

Tlee = (1T (@)l |[T ()| .| [T wn)ler).

Inymi slovami, ak T'(uj) = @101 + a2V2 + -+ + QrjUm, potom

Q14 11 G2 ... Olp

Qg Q21 Q2 ... Q2p
(T (uy)ls = : a [T]ss

Qmj Am1 m2 ... Amn

Ak T je linedrny operdtor na U, potom sa pouziva iba jedna béza. Prislusnd (nutne stvorcovii)
maticu zobrazenia T' vzhladom na bazu B teda znac¢ime ako [Tz (namiesto [T]zg).

Linearne zobrazenie ako nasobenie maticou

Nech T € L(U,V) a nech B a B’ st bdzy U, resp. V. Pre kazdé u € U sa dé vyjadrit tcinok T
na u pomocou maticového nasobenia prislusnych siradnic

[T(u)]p = [T]ss [u]s-




Linearne transformacie a maticova algebra

e Ak T,L € L(U,V) a B aB stbézy U, resp. V, potom
> [aT|pp = a[T|sp: pre skaldry «,
> [T ar L]BB’ = [T]BB’ aF [L]BB’-
e AkT e LU, V), Le LV,W) aB, B aB" stbézy U,V, resp. W, potom LT € L(U, W)
a
> [LT)ss" = [Llss[T]55 -
e Ak je operator T € L(U,U) invertibilny v zmysle TT~! = T=1T = I pre nejaky T~ ! €
L(U,U), potom pre kazdi bézu B priestoru U plati
> [Ts = [T]5.

Zmena suradnic
Nech B = {z1,22,...,2,} a B = {y1,92,...,Yn} st dve bézy priestoru V. Nech T je operétor
zmeny bézy — t.j. T(y;) = x; pre vSetky 7 a P je matica prechodu — t.j.
P = [T)s = [Tz = Wss = (lo1ls @l |[wnls )

e [v]p = P[v]p pre vsetky v € V.
e P je regularna.
e P je urcend jednoznacne.

[582]6’

Zmena suradnic a matica linearnej transformacie
Nech A je linedrny operdtor na V a B a B’ st dve bazy priestoru V. Pre matice zobrazenia [A]z
a [A]lg: vzhladom na B, resp. B’ plati
[Als =P '[AlzP, kde P =[lsp
je matica prechodu od bazy B k baze B'. Ekvivalentne,
[Alp = Q' [AsQ, kde Q=[l]zs =P
je matica prechodu od bazy B’ k baze B.

Podobnost

o Matice B, xn a Cpxp sU podobné, ak existuje reguldrna matica @Q a plati B = Q~'CQ.
Podobnost matic B a C' zna¢ime B ~ C.

e Linedrny operdtor f : M,»,(R) — M, x,(R) dany predpisom f(C) = Q~1CQ sa nazyva
podobnostnd transformdcia.

Invariantné podpriestory

e Podpriestor X C V sa pre linedrny operator T' na V nazyva invariantnym podpriestorom
zobrazenia T ak plati T(X) C X.

e V takom pripade sa na T mozno pozerat ako na linedrny operator na X zabudnic na
zvySok priestoru V' a ziziac T' iba na vektory v X. Takyto ziZeny operdtor sa znaci T)x.




Invariantné podpriestory a matica zobrazenia

Nech T je linedrny operator na m-rozmernom priestore V a X, Y, ..., Z si podpriestory V
s dimenziami 7y, r9, ..., 7% a bazami Bx,By,...,Bz. Predpokladajme, ze >, 7, = n a B =
Bx UBy U---UByz je baza V.
e Podpriestor X je invariantny vzhladom na T préve vtedy, ked [T]z md blokovo-
trojuholnikovy tvar

T)p = ( Arixr B ) a v tom pripade A= [T\X]BX :

0 C
e Podpriestory X, Y, ..., Z su vsetky invariantné vzhladom na T préve vtedy, ked [T]s
ma blokovo-diagonalny tvar
AT‘l X7y 0 P 0
0 Brasrs o 0
[T]s = : - : :

0 0 cor Crixre

pricom
A=[Tix]p,» B=[Tvlg, - C=[Tiz]p,

Trojuholnikové a diagonalne blokové tvary

Pre n x n maticu T plati:
e () je regularna matica spiﬁajﬁca
— A xr Brx
Q7'TQ = ( . I
0 Cyxgq

prave vtedy, ked prvych r stfpcov Q@ generuje invariantny podpriestor vzhladom na T'.
e () je reguldrna matica spliajica

Arixr 0 . 0
0 Brysry - 0
Q'TQ = : ) ) . :
0 0 v Crixry

prave vtedy, ked Q = (Q1|Qa]. ..|Qx), kde Q; st typu n x r; a stipce kazdej z Q; generuju
invariantny podpriestor vzhladom na T'.
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