Maticovy pocet — Prehlad III.

Prehlad definicii, tvrdeni a dolezitych faktov z LAG I. a II. v 1. roéniku.

Priebezne si prezrite nasledujice “ramcéeky” — prebrané z kapitol 5. a 6. knihy C. D. Meyera, Matriz
Analysis and Applied Linear Algebra. Neoznacené by mali byt zndme z LAG I, II. Tie, ktoré su oznacené
jednou hviezdickou *, asi v prvom ro¢niku neboli a pravdepodobne sa k nim nedostaneme podrobne ani
na predndske. Tym, ktoré si oznacené dvoma hviezdickami **, sa esSte budeme venovat.

Euklidovska norma

Pre vektor x,x1 sa jeho euklidovskd norma definuje ako
ozl = (T, 22)"? = VaTz pre « € R™,
1/2
o |z|| = (Z?:l |$z|2) /2 _ Vaz*z pre z € C".

Standardny skaldrny sicin

Skalarne vyrazy definované vztahmi

n n
xTyzz:xiyi eR a x*y:ZEiyi eC
i=1 i=1
sa nayvaju Standardny skaldrny sicin vektorov x a y v R™, resp. v C™.

Cauchy—Schwarzova nerovnost

lz*y| < ||z|| ||ly]] pre vSetky x,y € C™.
Rovnost nastéva prave vtedy, ked y = ax pre a = z*y/x*x.

Trojuholnikova nerovnost

lz+yll < |lz|l +llyll  pre vSetky z,y € C".

** p-normy

Pre p > 1 je p-norma vektora z € C™ definovand ako ||z|, = 31, |$i|p)l/p.

** Vseobecné normy na vektorovych priestoroch

Norma na redlnom alebo komplexnom vektorovom priestore V je funkcia || - || zobrazujica V' do
R splnajica:

lel 20 & e =0 =0,

lazx|| = |allz]] pre vSetky skaldry «,

o+ yll < ll2ll + .




** Frobeniova norma pre matice

Frobeniova maticovd norma je pre A € M, «,(C) definovand vztahmi

1AIE = lag® = D 14ul® = D 1A > = Te(A"A).
g J

¥

** Vseobecné normy pre matice

Maticovd norma je funkcia Il - || zobrazujica mnozinu vsetkych komplexnych matic (vSetkych
koneénych typov) do R splnajica:

J41>0 & [JAJ=0A=0.

||l = ||| Al pre vsetky skaldry a.

lIA+ B < ||A]| + |B]| pre matice rovnakého typu.

IAB] < ||A]l | B]l pre vSetky matice kompatibilné vzhladom na nésobenie.

** Indukované maticové normy

Vektorové normy definované na C™ a C™ indukuji normu na priestore matic M,,x,(C) nasle-
dovne:

|Al = ||m||39(1 ||Az|] pre A € M,,,xn(C), x € C™.

Vo vseobecnosti je v definicii takejto operdtorovej normy potrebné pouzit sup || Az||, vdaka lokdlnej
kompaktnosti C™ sa vSak toto suprémum niekde na jednotkovej sfére v C™ nadobuda.
e Indukovana maticova norma je zjavne kompatibilna s vektorovou normou v zmysle:
[[Az[] < || A]l{|]].
1

e Ak je A reguldrna Stvorcovd matica, potom “Hhin |Az|| = AT
z||=1

** Maticova 2-norma

e Pre maticovii normu indukovant euklidovskou vektorovou normou plati

||A||2 = max ||Al‘||2 =V >\max7

l|lzll2=1

kde Amax je najvicsie (redlne) ¢islo A také, ze A*A — AI je singuldrna.
e Ak je A reguldrna (Stvorcova), potom

147, = ——— = ———,
© o min 1Azl Vi

kde Amin je je najmensie (redlne) ¢islo A také, ze A*A — I je singuldrna.
Pozn. V reci vlastnych a singularnych hodndt toto znamend, ze Apax & Amin SU najvacsia a
najmensia vlastna hodnota matice A*A a 01 = (Amax) "/, 0n = (Amin)'/? s najviicsia a najmensia
singuldrna hodnota matice A.




** Vlastnosti 2-normy

Okrem vlastnosti indukovanej normy maticovd 2-norma ma aj nasledujice vlastnosti
o ||Allz = ”nﬁax max |y*Ax|.
x

2=1 [lyll2=1
| All2 = ||A*||2-2
|A*All2 = [|All3-

105 &)l = max {||All2, | Bl|2}-
[U*AV|jz = |All2 ak UU* = T a V*V =1

** Maticovd 1-norma a oco-norma

Maticové normy indukované vektorovou 1-normou a co-normou su:

© |4l = max [|Az] = max 3 fay|
i

llll=

..... 7

= najvacsi sucet absolutnych hodnot po stfpcoch.

¢ [|4loc = max [Azlo = max ) _as]
J

= najvacsi siucet absolutnych hodnot po riadkoch.

** Vseobecny skaldrny sicin

Skaldrny sicin na redlnom (alebo komplexnom) vektorovom priestore V je funkcia, ktord priradf
kazdej usporiadanej dvojici vektorov z, y redlny (alebo komplexny) skaldr (z|y), pricom plati
(x| x) je redlne ¢islo, (z|z) > 0 a (x|z) = 0 prave vtedy, ked x = 0,

(x| ay) = afx|y) pre vSetky skaldry «,

(|y+2z) = (&]y) + (z]2),

(x]y) = (y|z) (v redlnom priestore to znamend (z |y) = (y|x)).

Treba si vSimnut, Ze pre fixné « druhd a tretia vlastnost hovoria, ze (z|-) : y — (z|y) je linedrnou
funkciou v premennej y.

Redlny (alebo komplexny) vektorovy priestor so skaldrnym sti¢inom sa nazyva euklidovskyj priestor
(resp. hermitovsky priestor).

* Vseobecna Cauchy—Schwarzova nerovnost

Ak V je euklidovsky (hermitovsky) priestor a definujeme v fiom || - || = /(- |-), potom
[z |yl < llzlllyll  pre vietky z,y € V.

Rovnost nastdva iba ak y = az, kde a = (z | y)/||=||%.

Norma v priestore so skalarnym siti¢inom

Ak V je euklidovsky (hermitovsky) priestor so skaldrnym sti¢inom (z |y), potom predpis

1= V1)

definuje vektorovi normu na V.




** Rovnobeznikova rovnost

Pre dani normu || - || na vektorovom priestore V' k nej existuje skaldrny sié¢in na V, splitajtci
{-]-)y = |- 1I?>, préve vtedy, ked pre vSetky x,y € V plati rovnobeznikovd rovnost:

lz + ylI* + lle — ylI* = 2 (l=]” + llyll*) -

Kolmost

V priestore V so skaldrnym stc¢inom sa vektory x,y € V nazyvajd navzdjom kolmé (ortogondlne)
ak (r|y) = 0. Znacime = L y.

e V R" so standardnym skaldrnym stéinom mame z 1 y <= z7y = 0.

e V C" so standardnym skalarnym sic¢inom mame z | y <= z*y = 0.

Uhly
V realnom vektorovom priestore V' je whol medzi nenulovymi vektormi xz,y € V dany vzfahom
cos@zM pre 0 € (0, 7).
]yl

Ortonormalne mnoziny

Mnozina vektorov B = {u1, ug, . .., u, } sanazyva ortonormdlna ak ||u;|| = 1 pre vsetky ¢ a u; L u;
pre vSetky i # j. Inymi slovami
1 aki=j
(ui|uz) = { ’

0 ak ¢ # j.

e Kazd4 ortonormélna mnozina je linedrne nezavisla.
e Kazda ortonormalna mnozina pozostavajica z n vektorov v n-rozmernom vektorovom
priestore V tvori ortonormdlnu bdzu priestoru V.

* Fourierov rozvoj

Ak B = {uy,us,...,u,} je ortonormélna béza vektorového priestoru V so skaldrnym si¢inom,
potom sa kazdy vektor xz € V d4a vyjadrit ako

x = (uy|xyus + (ug | x)ug + -+ + (up | ) up.

Takéto vyjadrenie sa (niekedy) nazyva Fourierov rozvoj x. Skaldry & = (u;|z) sd suradnice x
vzhladom na B a nazyvaji sa Fourierove koeficienty. Z geometrického pohladu Fourierov rozvoj
rozklada vektor x na n navzdjom kolmych vektorov (u; | z) u;, z ktorych kazdy reprezentuje kolmu
projekciu z do podpriestoru (priamky) generovaného w;.




** Gram—Schmidtov ortogonalizaény proces

Ak B = {x1,29,...,2,} je bdza vektorového priestoru S so skaldrnym sic¢inom, potom Gram-
Schmidtova postupnost definovand ako
k-1
x T — Y g (U | xg) us
u1:—1 Up = b 22111< il ow) s pre k=2,...,n
Iz Hiﬁk = 2y (Wi | m) us

tvori ortonorméalnu bazu S.
Ak S je n-rozmerny podpriestor priestoru C™, Gram-Schmidtova postupnost sa d4 vyjadrit mati-

covo ako
(I — UkU]:)$k

(I = UpUf)z |
kde Uy = Opmx1 & Up = (ur|ua| . .. [uk—1)mx(k—1) Pre k& > 1.

Up = pre k=1,2,...,n,

** QR rozklad

Kazdad matica A, xn s linedrne nezdvislymi stipcami sa d4 jednoznacne vyjadrit ako siéin A =
QR, kde Q;,x, ma ortonormalne stfpce tvoriace bazu stfpcového priestoru R(A) a R, je hornd
trojuholnikovd matica s kladnymi zlozkami na diagonale.
e QR rozklad presne popisuje Gram-Schmidtovu ortogonaliziciu lebo stipce matice Q =
(q1lg2| - - - |gn) tvoria Gram-Schmidtovu postupnost pre stipce matice 4 = (a1]az] ... |ay)
a R je dana skaldrnymi sucinmi

Vi qiaz giaz ... qian

0 v gaz ... gay
R= 0 0 Vs ... @ian

0 0 0 ...

kde vy = |lay|| a vk = ||lax — Zi:f@i |ak) g:|| pre k > 1.

** Linedrne systémy a QR rozklad

Ak h(Apmxn) = na A = QR je QR rozklad matice A, potom riesenie reguldrneho horného
trojuholnikového systému

Rz =Q"b
zodpovedd klasickému rieseniu Az = b alebo rieSeniu Az = b v najmensich Stvorcoch v zavislosti
od toho, ¢i je Az = b konzistentny.

* Modifikovany Gram—Schmidtov algoritmus

Pre linedrne nezdvisli mnozinu {x1, z3,...,z,} C C™ sa d4 Gram-Schmidtova postupnost alter-

nativne popisat ako

_ Ek o000 EQEl.Ik
||Ek 000 E2E1£Ck” ’

T4éato postupnost sa d& vytvorit nasledujicim algoritmom:

uy, kde By =T a E; =1 —w;_ju;_ prei > 1.

Prek=1: wi < z1/|z1]] a wj4xz; pre j=23,...n
Pre k> 1: wj < Epuj =u; — (uj_quj)up—1  pre j=kk+1,...n
Uk = g/ ||




* Zhrnutie (Gram—Schmidt, najmensie Stvorce, QR rozklad)

Ak sa pouzije Gram-Schmidtova procedira (klasickd alebo modifikovand) na stipce A v
presnej aritmetike, vysledkom je ortonormaélna baza stipcového priestoru R(A).

Pri vypocte QR rozkladu v aritmetike pohyblivej radovej ¢iarky je modifikovany algorit-
mus aspon taky dobry, ale ¢asto lepsi, ako klasicky algoritmus. Modifikovany algoritmus
vS8ak nie je “unconditionally” stabilny — existuju pripady, ked vysledné vektory nebudu
zhruba ortonormaélne.

Pre rieSenie problému najmensich $tvorcov v aritmetike pohyblivej radovej ¢iarky je mod-
ifikovand proceddra numericky stabilnym algoritmom v zmysle, ze vysledok je presnym
rieSenim nejakého blizkeho problému najmensich Stvorcov. Na druhej strane, House-
holderova metéda je podobne stabilna a vyzaduje si o trochu menej aritmetickych operacii.

Unitarne a ortogonalne matice

Unitarna matica je takd komplexnd matica U, x,, ktorej stipce (alebo riadky) tvoria
ortonormélnu bazu priestoru C”.
Ortogondlna matica je takd redlna matica Q,xn, ktorej stfpce (alebo riadky) tvoria
ortonormélnu bazu priestoru R"™.

Charakterizacia unitarnych a ortogonalnych matic

Nasledujice podmienky st ekvivalentné tomu, ze komplexna matica U, x, je unitdrna:
> U ma& ortonormaélne stfpce.
> U ma ortonormalne riadky.
> U™l =U*
> ||[Ux||2 = ||z||2 pre vietky « € C™.
Nasledujice podmienky st ekvivalentné tomu, ze redlna matica Q,x, je ortogonalna:
> ( ma ortonormalne stfpce.
> () mé ortonormélne riadky.
> Q' =Q".
> ||Qz|l2 = ||z||2 pre vetky x € R™.

** Elementarne kolmé projekcie

Pre vektor uw € C™ s normou |ju|| = 1 sa matica tvaru

P=171—uw*

nazyva elementdrny kolmy projektor.

** Geometria elementiarnych projekcii

Pre vektory u,x € C", pricom ||u|| = 1, plati

o (I —uu*)x je kolmé projekcia vektora x do ortogonalneho doplnku u*, t.j. do priestoru
zlozeného zo vSetkych vektorov kolmych na vektor u;

e u*uzx je kolmé projekcia vektora x na jednorozmerny priestor span(u);

e |u*z| predstavuje dizku ortogondlnej projekcie vektora x na jednorozmerny priestor

span(u).




** Elementarne reflexie

Pre nenulovy vektor u,x1 je elementdrna reflexia cez u definovans maticou
uu’*

R=1-2

u*ru
alebo, ekvivalentne,
R=1—2uu” ak lul| = 1.

** Vlastnosti elementarnych reflexii

e Vsetky elementdrne reflexie R st unitdrne, hermitovské a involutérne (R = I). T.j.
R=R"=R"
o Ak x,«1 je vektor, ktorého prva zlozka x; # 0 a ak sa vektor

1 k c 21
u=x =+ plx|e, kde pu= { ak x1 je realna,

x1/|z1| ak z1 nie je redlna
pouzije na vytvorenie elementarnej reflexie R, potom
Re = Fpllz]er.

Inymi slovami, R “zrkadli” vektor x na prvi stradnicovi os.
Vipoctovd poznamka: Aby sa vyhlo chybdm/vynulovaniu pri vypoctoch v aritmetike
pohyblivej rddovej ¢iarky, pre redlne matice sa voli u = x + sign(z1)||x||e1.

* Rotacie v R?

Vektor u € R? sa dé zrotovat proti smeru hodinovych ruéiciek okolo stiradnicovej osi vyndsobenim
prislosnou ortogonalnou maticou Py: u +— Pu.

Rotécia okolo osi x

1 0 0
P,=1| 0 cosf —sinf
0 sinf cosf

Rotacia okolo osi y

cos 0 sind
By = 0 1 0
—sinf 0 cosf

Rotécia okolo osi z

cosf) —sinf 0
P, = sinf cosf O
0 0 1

Pozn. Znamienko minus sa objavuje v maticiach P, a P, nad diagondlou, ale v matici P, pod
nou. To nie je chyba, ale dosledok orientédcie kladnej ¢asti z-ovej osi vzhladom na rovinu yz pre
P, (a podobne pre Py a P,). Pozri str. 328 kvoli obrazkom.




* Rotéacie rovin

Ortogondlne matice tvaru

1

kde ¢ + s? = 1, sa nazyvaji matice rotdcii rovin, lebo zodpovedaji rotacii (i, j)-roviny v R”.
Zlozky c a s st inSpirované funkciami cos a sin, ale pre R™ vyssej dimenzie nemd zmysel, na rozdiel
od R? a R3, hovorit o uhle rovinnej rotacie, kedze jej “os” (fixny podpriestor) ma dimenziu n — 2.

* Rotacie v R"
Kazdy nenulovy vektor x € R™ sa da zrotovat do i-tej suradnicovej osi postupnostou n — 1 rotacii
rovin. Inymi slovami, existuje ortogonalna matica P taka, ze
Pz = ||z|e;,

pricom P ma tvar
P= Pzn oo Pi,i+1Pi,i72 600 Pi1~
Pozn. Takéto rotéacie si zakladom tzv. Givensovej ortogonélnej redukcie.

** Ortogondlna redukcia

e Pre kazdi maticu A € My, «,(C) existuje unitdrna matica Py, ., takd, ze
PA=T

méa horny lichobeznikovy tvar. Ak sa P ziska ako sué¢in elementdarnych reflektorov, tento
proces sa nazyva Householderova redukcia.

e Ak je A stvorcova matica, potom T je horné trojuholnikova stvorcova matica.

e Ak je A redlna, potom sa aj P d& zvolit s redlnymi zlozkami — ide o ortogonalnu maticu.

** QR rozklad (obdlznikové matice)

e Pre kazdid reguldrnu maticu A € M, «,,(R) existuji jednozna¢ne uréend ortogondlna mat-
ica @) a jednoznacne urcend hornd trojuholnikovd matica R s kladnymi zlozkami na di-
agonale také, ze

A=QR.
Stvorcovy QR-rozklad je Specifalnym pripadom obdlznikového @ R-rozkladu pre maticu A
typu m X n s h(A4) = n.




* Suhrn numerickej stability

e Gaussova elimindcia so skdlovanim a ¢iastoénym pivotovanim je teoreticky nestabilné,
ale je “prakticky stabilna” — t.j. az na zriedkavé protipriklady je pri rieSeni praktickych
problémov stabilné.

e Kompletné pivotovanie robi Gaussovu elimindciu nepodmieneéne stabilnou.

e Pre QR rozklad je Gram-Schmidtova procedira (klasickd alebo modifikovand) nesta-
bilna. Modifikovand Gram-Schmidtova procediura vsak je stabilnd pre problém naj-
mensich stvorcov.

e Householderova a Givensova redukcia obe predstavujui nepodmieneéne stabilné algoritmy
pre vypocet QR rozkladu.

* Sidhrn vypoctovej zlozitosti

Priblizny pocet ndsobeni/deleni potrebnych pre redukciu n x n matice na horny trojuholnikovy
tvar je:
e Gaussova elimninécia (Skdlovanie a ¢iastoéné pivotovanie) ~ n3/3.
e Gram-Schmidtova procediira (klasickd alebo modifikovand) ~ n®.
e Householderova redukcia ~ 2n3/3.

e Givensova redukcia ~ 4n?/3.

* Fourierova matica

Matica typu n x n, ktorej zlozka (j, k) je &* =w* pre0< jik<n—-law= e2™/™ sa nazyva

Fourierova matica radu n a ma tvar:

1 1 1 1
1 & & ... gl
F, = 1 52 54 . £n72
i gn;l gn;Q .L é nxn

* Diskrétna Fourierova Transformacia

Pre vektor x,x;1 sa stéin F,x nazyva diskrétna Fourierova transformdcia x a F, 'z sa nazjva
inverznd transformdcia x. k-te zlozky v F,x a F, 'z st dané

n—1 n—1
4 B 1 4
[Frx], = E z; &k a [Fla], = - E x ik,

j=0 j=0




* Veta o konvolicii

Nech a x b oznacuje nésobenie vektorov po zlozkach

ag Bo apfBo
(e%1 B1 a1
axb= . X ) =
Qp—1 anl anflﬁnfl sl
a a, b su rozsirené vektory
Qo Bo
~ On—1 7 /Bn—l
a= a b=
0 0
0 2nx1 O 2nx1

Ak F = F5, je Fourierova matica rddu 2n, potom

Fla®b)=(Fa)x (Fb) a a@b=F"1 [(F@) x (Fzs)} .

* Rozklad Fourierovej matice
Ak n = 2", potom

F D, o F
F, = n/2 n/24'n/2 >Pn,
< Fn/2 _Dn/ZFn/2

kde

£3-1
obsahuje polovicu z n-tych odmocnin z jednotky a P, je “parno-neparna” permutacnd matica
definovana ako
i
Pn = (606264 ...6h_2€1€3€5 ... €n,1).
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* Rychla Fourierova transformaécia

Pre zadany vstupny vektor z s n = 27 zlozkami je diskrétna Fourierova transformaécia F,x
vysledkom nasledujicich iterovanych vypoctov:

Xixn — rev(z) (napisat vstup ako riadok)
Pre 7=0,1,2,3,...,r—1
1
e—m‘/2j
e‘*Qﬂi/ZJ
D +— o—3mi/2! (vlozit polovicu z 2/F1-vych odmocnin z 1)

= (27 7.1)m'/2j

29 x1
XO— (Xuo Xz Xua oo Xiz—isa )gsor s
XWe— (X Xz Xus oo Xior—is1 )gsoor s
XO 4+ Dxx® . .
X — < YO _ D x x(O) N (kde X je definované ako (D x M);; = d;m;;)
j+1x2r—i—

* Poéet nasobeni vo FFT

Ak n je mocninou 2, potom sa pri pouziti FFT na n-zlozkovy vektor vyzaduje maximadlne
(n/2)log, n ndsobeni.

** Komplementarné podpriestory

Podpriestory X, ) priestoru V sa nazyvaju komplementdrne, ak
V=X+Y a me:{@.
V tom pripade sa V nazyva priamy sucet X a ); znacenie ¥V = X @ ).

Pre vektorovy priestor V a jeho podpriestory X, )V s bdzami By a By su nasledujice tvrdenia
ekvivalentné

o V=X )

e Pre kazdé v € V existuje jedind dvojica vektorov z € X a y € ) splnajiuca v = x + y.

e BxNBy =0aBxUDBy je bdza V.

** Projekcie

Nech V = X @ ), teda pre kazdy vektor v € V existuji jednoznacné vektory x € X ay € Y
spiﬁajtice v=x+y.

e Vektor x sa nazyva projekcia v na X v smere (pozdii) podpriestoru ).

e Vektor y sa nazyva projekcia v na ) v smere (pozdfi) podpriestoru X.

11




** Projekéné operatory

Nech X a Y st komplementarne podpriestory priestoru V, t.j. kazdé v € V sa da jednoznacne
rozlozit ako v = x4y pre x € X ay € Y. Jednoznacne dany linedrny operdtor P dany predpisom
Pv = z sa nazyva projektor na X v smere ) a plati pren:

e P2=P (P jeidempotentny).
I — P je komplementarny projektor na ) v smere X.
R(P) ={z|Pzr =2z} (mnozina fixnych bodov P)
R(P)=N({I—-P)=XaR({I-P)=N(P)=).
Ak (V) = R™ alebo C", potom P sa d4 maticovo vyjadrit ako

P=@xiein =) (§ ) cam

a komplementarny projektor @) ako

e=1-P=Om @ =) (g 0 )E@m

kde stipce Xoxr & Yoxn_r tvoria bazy X a ).

** Projekcie a idempotentné zobrazenia

Linearny operator P na vektorovom priestore V je projekény operdtor prave vtedy, ked P? = P.

* Rozklad na stfpcovy a nulovy priestor
Pre kazdi singuldrnu maticu A,,x,, existuje kladné ¢islo k, pre ktoré st priestory R(AF) a N (AF)
navzdjom komplementarne. Teda
R"™ = R(A") @ N (4%).

Najmensie kladné k, pre ktoré mame takyto rozklad sa nazyva index matice A. Pre reguldrne
matice definujeme indez (A) = 0.

* Index matice

Index stvorcovej matice A je najmensie nezdporné ¢islo pre ktoré plati lubovolnd z nasledujicich
podmienok

o h(AF) = h(AF+Y),

3 R(Ak) - (AkH) t.j. moment, ked sa R(AF) prestane zmenSovatv postupnosti
R(A') 2 R(A%) 2 R(Ak) 2 R(A*) 2

o N(A¥) = (A’““) — t.j. moment, ked sa N(AF) prestane zviicSovatv postupnosti
N(AY) CN(A?) C--- CN(AF) C N (AR C

Pre reguldrne matice je mdex(A) = 0. Pre singuldrne matice je index (A) najmensie kladné k pre
ktoré

o R(AF) NN (AF) = {0},

o R = R(AF) @ N(AF).

* Nilpotoentné matice

e N, ., matica sa nazyva nilpotentnd ak N* = 0 pre nejaké kladné celé &islo k.
e k = index(N) je najmensie kladné ¢islo, pre ktoré N* = 0. Niekedy sa zvykne indez (V)
nazyvat aj index nilpotencie.
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* Core—Nilpotent decomposition

Ak je A singuldrna n x n matica s indexom k, pricom h(A*) = r, potom existuje reguldrna matica

Q, pre ktord
—1 _ Cr X7 0

kde C je reguldrna a N nilpotentnd s indexom k. Inymi slovami, A je podobna 2 x 2 blokovo-
diagondlnej matici obsahujicej reguldrne jadro (core) a nilpotentnu cast. Takyto rozklad sa
nazyva core-nilpotent decomposition matice A (neviem, ¢i existuje slovensky termin).

Pozn. Ak je A reguldrna, k = 0 a r = n, teda ¢ast IV sa v rozklade nevyskytuje a staci zvolit
Q =1 a C = A (reguldrne jadro je celd matica). Pre reguldrne matice teda tento rozklad ni¢
nové neprinasa.

Ortogonalny doplnok

Pre podmnozinu M v euklidovskom priestore V je ortogondlny doplnok M=+ mnoziny M defino-
vany ako podpriestor vSetkych vektorov vo V), ktoré st kolmé na kazdy vektor v .M. Teda

ML ={z e V|(m|z) =0 pre vietky m € M}.

Rozklad priestoru

Ak M je podpriestor kone¢no-rozmerného priestoru ¥ so skaldrnym sii¢inom, potom
V=MaeM.
Navyse, ak je A podpriestor, pre ktory V= M &N a M L N (kazdy vektor v M je kolmy na

kady vektor v V), potom
N = M+

Operacia ortogonalneho doplnku

Ak je M podpriestor n-rozmerného priestoru so skaldrnym stucinom, potom plati:
o dimi\/lJ- =n — dim M.
o MLt7 =M.

Veta o ortogonalnom rozklade

Pre kazdu maticu A € M,,x,(R) plati
R(A)T =N(AT)  a  N(A)T =RAT).
K matici A € M, «n(R) teda prislichaji ortogonélne rozklady priestorov R™ a R™
R™ = R(A) @ R(A)* = R(4) e N(AT),

R™ = N(A) d N(4)1 = N(4) @ R(AT).
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** «URV” rozklad

Pre kazdi maticu A € M, «,(R) hodnosti r existuji ortogondlne matice Uy, xm & Vi xrn areguldrna
matica C,, takd, ze

A:URVT:U<CT0” 8>VT.

e Prvych r stipcov matice U tvorf ortonormalnu bazu R(A).

e Poslednych m — r stipcov matice U tvorf ortonormélnu bazu N (AT).

e Prvych r stipcov matice V tvorf ortonormalnu bazu R(AT).

e Poslednych n — r stipcov matice V tvorf ortonormalnu bézu N (A).

Kazdy vyber ortonormélnych baz pre styri zdkladné podpriestory matice A vedie k jej inému U RV
rozkladu. V komplexnom pripade treba nahradit “ortogonédlne” “unitarnym” a transponovanie
()T hermitovskym zdruzenim (-)*.

* Obraz kolmy na jadro

Pre stvorcové n x n matice s hodnostou h(A) = r s nasledujice tvrdenia ekvivalentné

e R(A) L N(A),

o R(A) =R(AT),

o N(A)=N(AT),

e A = U( CBXT 8 >UT, kde U je ortogonilna a C' je regularna. Takéto matice sa
nazyvaju RPN matice — skratka pre “range perpendicular to nulspace”, “obraz kolmy na
jadro”. Niekedy sa nazyvaju aj range-symmetric alebo EP matice. Reguldrne matice
st RPN z trividlneho dovodu — maju trividlny nulovy priestor. Pre komplexné matice
treba nahradit transpoziciu ()7 hermitovskym zdruzenim (-)* a ortogondlnu maticu U
unitarnou.

** Singuldrny rozklad

Pre kazdi maticu A € M, x,(R) hodnosti r existuju ortogondlne matice U xm a Vixn a di-
agondlna matica D, , = diag(o1,09,...,0.) takd, ze

0 0

Redlne cisla o; sa nazyvajd singuldrne hodnoty matice A. Ak r < p = min{m, n}, hovorime, ze A
ma dodatocnych p—r nulovych singularnych hodnét. Takyto rozklad sa nazyva singuldrny rozklad
matice A (singular value decomposition), stfpce matic U a V st Tavé, resp. pravé singuldrne
vektory matice A.

AU(D O)vT, kde o1 >0y>--->0, > 0.

14




** Obraz jednotkovej sféry

Pre regularnu n x n maticu A so singuldrnymi hodnotami oy > g9 > -+ > 0, a SVD rozkladom
A=UDVT s D = diag(o1,09,...,0,) je obraz jednotkovej sféry vzhladom na 2-normu elipsoid,
ktorého k-ta polos je o Uk (0r-ndsobok k-teho stlpca matice U). NavySe, vektor V. reprezentuje
bod na jednotkovej sfére, ktory sa zobrazi na koncovy bod tejto polosi, AV, = o, Usk. Specidlne
o 01 = [[AViall2 = max)g,=1 [|Az|2 = [|A]2,
AVinl2 = ming),=1 [|Az|l2 = 1/ A2,
Miera deformécie (splostenia) jednotkovej sféry transforméciou danou A vieme urcit pomocou
¢isla podmienenosti vzhladom na 2-normu
o ko= D = A4 2 2 1.

On

o o, =|

Treba si vSimnut, ze ko = 1 prave vtedy, ked A je ortogonalna matica a nou dana transformécia
je izometria.

* Vzdialenost od matic nizSej hodnosti

Ak 01 > 09 > .-+ > 0, st nenulové singularne hodnoty matice A,,«,, potom pre kazdé k < r je
vzdialenost A od najblizSej matice hodnosti k prave

— A— Bl».
Okt1 hg;?gkll ll2

** Moore—Penrosove pseudoinverzné matice

Pomocou URV rozkladu sa d4 Mooreova-Penroseova pseudoinverzna matica pre

_ C’I"XT O T . . T _ 071 O T
Amxn =U ( 0 0 ) \%4 vyjadrit ako A, .,, =V 0 0 Uu".

o Ak je systém Az = b konzistentny, © = A'b je jeho rieSenie s minimalnou euklidovskou
Nnormou.

o Ak je systém Az = b nekonzistentny, x = ATb je jeho rieSenfm v najmensich §tvorcoch s
minimélnou euklidovskou normou.

e Pri pouziti SVD-rozkladu s C' = D = diag(oq, 09, ...,0,) mime

c—t 0 < vul " (ul'b)
T T 1% T, 7 .
A _V( . 0>U =Y HE e A=),

i=1 =1

** Kolmé (ortogondlne) projekcie

Pre v € V majme rozklad v = m + n, pricom m € M an € M= .
e Vektor m sa nazyva kolmd (ortogondlna) projekcia v na M.
e Projekény operdtor Py na M v smere M~ sa nazyva ortogondlny projektor na M.
e Py je (jediny) linedrny operator splitajtici Py = m.
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** Konstrukcie matic kolmej projekcie

Nech M je r-rozmerny podpriestor R™ a stfpce My wr, Npyxn—y, tvoria bizy M, resp. ML,
Ortogonélne projektory na M a M= si
o Ppy=M (MTM)™"MT a Ppu=N(NTN)™
e navysSe plati Py = I — Py

1A
A

Ak su stipce matic M a N ortonormdlne, potom
e P,y=MMT a Py.L=NNT.

e Py =U ( IOT 8 > UT | pre ortogondlnu maticu U = (M|N).

** Charakterizacia projekénych matic

Nech P € M,x,(R) je matica projekéného operatora, t.j. P? = P. Nasledujice tvrdenia si
ekvivalentné tomu, ze P je matica kolmej projekcie:

e R(P) L N(P).

e P=PT (tj. P reprezentuje kolmi projekciu +—= PPT = P2 = p = pPT).

e ||P||2 = 1 pre maticovi 2-normu.

>~

** Najblizsi bod podpriestoru

Nech M je podpriestor euklidovského vektorového priestoru V a b je vektor (bod) vo V. Potom
v M existuje jediny najblizsi vektor (bod) p k b a je to prave kolmd projekcia p = Pyb. Teda

in ||b—ml|| = ||b— Pumbd|| = dist (b, M).
min [|b—m|| = [|b— Pamb|| = dist (b, M)

Tato vzdialenost sa nazyva kolmou vzdialenostou medzi b a M.

** RieSenie v najmensich Stvorcoch

Nasledujice styri tvrdenia si ekvivalentné tomu, ze & je rieSenim systému Az = b v najmensich
Stvorcoch:

|AZ — b|| = mingegrn [|[Az — b)|.

o AT Az = ATh (resp. A*Az = A*b ak A € M, xn(C)).

e i€ Afb + N(A) (ATb je riesenim v najmensich §tvorcoch s najmensou 2-normou).

Pozor! Tento popis je vyznamny z pohladu tedrie, ale v aritmetike pohyblivej ¢iarky zvykni byt
vypocty nestabilné (podmienenost: k474 > ka; vipocet AT méoze byt numericky nestabilny).

Definicia determinantu

Pre n x n maticu A = [a;;] je jej determinant dany vyrazom

det(A) = Z o(p)aip,azp, - - - Anp,,

P
kde séitame cez n! permutdcii p = (p1,p2, . - ., Pn) n-prvkovej mnoziny (1,2,...,n); o(p) oznacuje
signatiuru permutdcie p. Treba si vSimnut, Ze vyraz aip, azp, - .. anp, obsahuje prdve po jednej
zlozke z kazdého riadku a stipca matice A. Znacenie: det(A) alebo |A|.
Pozn. Determinant nie je definovany pre matice, ktoré nie su Stvorcové.
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Determinant trojuholnikovej matice

Determinant trojuholnikovej matice je sucin jej diagondlnych zloziek, t.j.

t11 tia ... tin

0 tog ... lop

: . =t11to2 .. . tyn-
0 0 ... twm

Transpozicia nemeni determinant

o det(AT) = det(A) pre vietky n x n matice.

Determinant a riadkové operacie

Nech B je matica, ktoru ziskame z matice A, «, vykonanim jednej z troch elementarnych riad-
kovych operacii:

e Typ I: Vymenit riadky 7 a j.

e Typ II: Vynésobit i-ty riadok nenulovym skalarom c.

e Typ III: Pripocitat a-nasobok riadku ¢ k riadku j.

Hodnota det(B) potom je:

e det(B) = —det(A) pre operdcie Typu I.
e det(B) = adet(A) pre operdcie Typu II.
e det(B) = det(A) pre operécie Typu III.

Determinant a invertibilita

o A,y je reguldrna prave vtedy, ked det(A) # 0 alebo ekvivalentne
e A, xn je singuldrna prave vtedy, ked det(A) = 0.

Hodnost a determinant

e h(A) = velkost najvicsieho nenulového minoru matice A (subdeterminantu k x k pod-

matice).
Saéinové pravidla
o det(AB) = det(A) det(B) pre vietky n x n matice.
o det ( 1(4)1 g ) = det(A) det(B) ak A a D si Stvorcové.

17




Vypocet determinantu
Ak PA,«xn = LU je LU rozklad s pripadnou vymenou riadkov (a pouzitim ¢iastotného pivotovania
pre numericki stabilitu), potom
det(A) = ourrugs . - . Upp.
Cleny w;; st pivoty a o je znamienko (signatira) permutécie, t.j.
1 ak sa spravi pdrny pocet vymen riadkov,
-1 ak sa spravi nepdrny pocet vymen riadkov.

Ak sa pocas elimindcie vyskytne nulovy pivot, ktory sa nedd odstranit (kedze vsetky zlozky
pod nim si nulové), tak je matica A singuldrna a det(A) = 0. Pozri ulohu 6.2.18 pre vypocet
determinantu pomocou ortogonalnej redukcie.

* Derivacia determinantu

Ak st zlozky matice A, x,, = [a;;(t)] diferencovatelné funkcie v premennej ¢, potom

d(det(A
% = det(Dl) F det(Dg) SFoooF det(Dn),
kde D; sa zhoduje s A okrem zloziek v i-tom riadku, ktory je nahradeny riadkom derivéciii, t.j.
Ak ak 1 #k
[Dile = {4 7
dAg./dt ak ©=k.

* Blokové determinanty

Ak A a D st Stvorcové matice, potom

det < A B > ) det(A)det(D —CA™'B)  ak A™! existuje,
C D ) ]det(D)det(A—BD 'C)  ak D! existuje.

Matice D — CA™'B a A — BD~'C sa nazyvaji Schurove doplnky matic A, resp. D.

* Zmena hodnosti 1

Ak A, «n je reguldrna a ca d sin x 1 stipce, potom
o det(I +cd?) =1+dc7,
o det(A+ cd?) = det(A)(1+dT A Le).

Pozri tlohu 6.2.7. pre zovSeobecnenie.

Cramerovo pravidlo

Pre regularny systém A, x,z = b je i-ta zlozka rieSenia
Ti = )
det(A)
kde A; = [Au]..|Asii1|b|Asit1]. .. Aun]. Teda A; sa zhoduje s A okrem i-teho stipca, ktory
nahradime pravou stranou b.
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Kofaktory

Kofaktor (algebraicky doplnok) matice A, prislichajici pozicii (¢, ) je

Aij = (1) My,
kde M;; je (n—1) x (n —1) minor (determinant podmatice) ziskany zmazanim ¢-ho riadku a j-ho
stfpca matice A.

Rozvoj pomocou kofaktorov

o det(A) = apndin + aipAio + - - + ainAin (rozvoj podla riadku ).
o det(A) = ay;A1; + agi Ao + -+ - + ani Ay (rozvoj podla stlpea 7).

Vzorec pre A~! pomocou determinantov

Adjungovand matica adj(A) k matici A, x, ziskame z matice kofaktorov transponovanim, t.j.
[adj(A)],; = Aji. Ak je A reguldrna, potom

A—l _ adJ(A)

~ det(A)
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