Maticovy pocet — Prehlad IV.

Prehlad definicii, tvrdeni a dolezitych faktov z LAG I. a II. v 1. roéniku.

Priebezne si prezrite nasledujice “ramcéeky” — prebrané z kapitol 7. a 8. knihy C. D. Meyera, Matriz
Analysis and Applied Linear Algebra. Neoznacené by mali byt zndme z LAG I, II. Tie, ktoré su oznacené
jednou hviezdickou *, asi v prvom ro¢niku neboli a pravdepodobne sa k nim nedostaneme podrobne ani
na predndske. Tym, ktoré si oznacené dvoma hviezdickami **, sa esSte budeme venovat.

Vlastné hodnoty a vlastné vektory

Pre n x n maticu A sa skaldr A\ a nenulovy vektor x,«1 spiﬁajﬁce Ax = Az nazyvaju vlastnd
hodnota, resp. vlastnyg vektor matice A. Mnozina (réznych) vlastnych hodnoét, oznacend o(A), sa
nazyva spektrum matice A.
e A€ o(A) < A— A je singuldrna <= det(A — \I) = 0.
e {z#0|z e N(A—AI)} je mnozina vSetkych vlastnych vektorov prislichajtcich A.
Priestor N (A — AI) sa nazyva vlastng (pod)priestor matice A.
e Nenulové riadkové vektory y* spliiajice y*(A — AI) = 0 sa nazyvaji lavé vlastné vektory
matice A.

Charakteristicky polyném a charakteristicka rovnica

o Charakteristicky polyndm matice A, xn je x(A) = det(A — AI). Stupen x(X) je n a vedici
clen (—1)"A™.

e Charakteristickd rovnica pre maticu A je x(\) = 0.

e Vlastné hodnoty matice A su rieSeniami charakteristickej rovnice, teda korene charakter-
istického polynému.

e Matica A ma spolu n vlastnych hodnét, niektoré vsak moézu byt komplexné (aj ak su
zlozky A redlne) alebo mézu byt niektoré vlastné hodnoty viacndsobné.

e Ak A obsahuje iba reilne zlozky, potom sa jej komplexné vlastné hodnoty musia
vyskytovat v zdruzenych paroch, t.j. ak A € o(A), aj A € o(A).

** Koeficienty charakteristického polynému

Ak m# charakteristickd rovnica matice A, x, tvar A” + A" P + A" 2 4+ -+ cp_i A+, =0
a ak sp oznacuje k-ty symetricky polynéom vlastnych hodnot Ai, Aa, ..., A, potom

cx = (—1)* Y (vsetky hlavné k x k minory),

s = >_(vSetky hlavné k x k minory),

Tr(A) =M+X+-+ A =—c,

det(A) = )\1)\2 000 )\n = (71)”(2”




** Gersgorinove kruhy

Vsetky vlastné hodnoty matice A € M,,«,(C) sa nachddzaji v mnozine G, — zjednoteni
n Gersgorinovych kruhov danych pomocou

n
|z — ay| <74, kde ri:ZHain prei=1,2,...,n.
j=1

J#i
Inymi slovami, vlastné hodnoty st “uvéznené” v sade kruhov so stredmi a;; s polomermi
danymi sic¢tami absolitnych hodnot zloziek v stipei A,; okrem diagonalnej zlozky a;;.
Navyse, ak zjednotenie U k-tich Gersgorinovych kruhov nemé prienik so zvysnymi n —
k kruhmi, potom sa v k-kruhovom U nachidza prave k vlastnych hodnot matice A,
pocitajic s ndsobnostami.
Kedze o(A) = (A7), séitanie absolitnych hodn6t mimodiagonélnych zloziek po riadkoch
sa d& nahradif sic¢tom po stipcoch, teda vlastné hodnoty sa nachadzaju aj v zjednoteni
kruhov G, danych pomocou

n
|z — ai| < ¢, kde cj:ZHain prej=1,2... n.
i=1
i)
Kombindciou riadkového a stfpcového pristupu dostdvame, ze vlastné hodnoty matice A
sa nachadzaju v prieniku G, N G..

Podobnost

Dve n x n matice A a B sa nazyvaju podobné, ak pre ne existuje reguldrna matica P
spfﬁajﬁca P~1AP = B. St¢in P~Y AP sa nazyva podobnostnou transformdciou matice A.
Fundamentdlny problém: Pre danu Stvorcovi maticu A néjst jej najjednoduchsi tvar
dosiahnutelny pomocou podobnostnych transformé&cii.

Diagonalizovatelnost

e Stvorcova matica A sa nazyva diagonalizovatelnd, ak je A podobné diagonélnej matici.
° Uplna’ sada vlastnijch wvektorov pre A,x, je Tubovolnd sada n linedrne mnezavislych
vlastnych vektorov matice A; takato sada tvori bazu R"™, resp. C™. Nie vSetky mat-
ice maju uplnd sadu vlastnych vektorov; zvyknu sa niekedy nazyvat aj ako defektivne
matice.

Matica A, x, je diagonalizovateInd prave vtedy, ked m4 tplni sadu vlastnych vektorov.
Navyse, P~1AP = diag(\1, A2, ..., \,) prave vtedy, ked stipce P tvoria kompletni sadu
vlastnych vektorov a A; su prislusné vlastné hodnoty, t.j. (A;, Py;) tvoria par vlastnej
hodnoty a vlastného vektora pre maticu A.

Podobnost zachovava vlastné hodnoty

Operacie riadkovej redukcie nezachovavaju vlastné hodnoty. Podobné matice vSak maji rovnaky
charakteristicky polyném, a teda aj rovnaké vlastné hodnoty s nasobnostami. Pozor! Podobné
matice nemusia mat rovnaké vlastné vektory, ich zmena savisi s maticou podobnosti P.

** Schurova veta o triangularizacii

Kazda stvorcova matica je unitarne podobnd hornej trojuholnikovej matici. To znamend, ze
pre kazdi A, ., existuje unitdrna matica U (nie jednoznaénd) a horna trojuholnikovd T' (nie
jednoznacnd) také, ze U* AU = T'. Diagondlne zlozky T st vlastnymi hodnotami A.




Nasobnosti

Pre A € 0(A4) = {1, A2, ..., As} definujme:

o Algebraickd ndsobnost vlastnej hodnoty \ zodpovedd ndsobnosti A ako korena charak-
teristického polynému xa(x). Inymi slovami, alg mult,(\;) = a; prave vtedy, ked
(x — A1) ... (z — As)* = 0 je charakteristickou rovnicou matice A.

o Ak alg mult, (M) = 1, X sa nazyva jednoduchou vlastnou hodnotou matice A.

e Geometrickd ndsobnost vlastnej hodnoty A je dim M(A — AI). Inymi slovami,
geo mult,(A) zodpovedd najvicsiemu poctu linedrne nezavislych vlastnych vektorov
prislichajicich k vlastnej hodnote .

e Vlastné hodnoty, pre ktoré alg mult,(\) = geo mult,()), sa nazyvaju polo-jednoduché
(semisimple) vlastné hodnoty matice A.

Nerovnost nasobnosti

Pre kazdi maticu A € M, x,(C) a pre kazdé \ € o(A) plati:
geo mult4(N) < alg mult 4 (N).

Linearna nezavislost vlastnych vektorov

Nech {1, Ag, ..., Ax} st navzdjom rozne vlastné hodnoty matice A.
o Ak {(A1,21), (A2, x2), ..., (Mg, 2k)} je mnozina parov vlastnd hodnota — vlastny vektor,
potom je S = {z1,xa,...,2x} linedrne nezdvislda mnozina.

e Ak je B; bdzou N (A — \;I), potom je B = B; UBy U ---U By, linedrne nezdvisla mnozina.

Diagonalizovatelnost a ndsobnosti

Matica A typu n x n je diagonalizovateInd prave vtedy, ked
geo mult,(N) = alg mult 4 (N)
pre kazdé A € o(A), teda prave vtedy, ked je kazd4 jej vlastnd hodnota polojednoducha.

Ro6zne vlastné hodnoty

Ak 7ziadna z vlastnych hodndét matice A nie je viacndsobnd, potom je A diagonalizovatelna.
Upozornenie! Opak nemusi platit.

* Spektralna veta pre diagonalizovatelné matice

Matica A, xp so spektrom o(A) = {\1, A2, ..., \x} je diagonalizovatelnd prave vtedy, ak existuji
matice {G1,Ga,...,G}} spliajice
A=XMG1+ XGo+ -+ NGy,

pricom G; maju nasledujice vlastnosti:

e (; je projekénd matica na N (A — \; 1) v smere R(A — \;1).

o G;G; =0prei#j.

e G +Go+ -+ G =1
Takyto rozklad sa nazyva spektralny rozklad matice A a G; sa nazyvaju spektrdlne projektory
prislichajice A.




* Jednoduché vlastné hodnoty a projektory

Ak z a y* si pravé a lavé vlastné vektory prislichajice jednoduchej vlastnej hodnote A € o(A),
potom

xy*

yrx

je projektor na N(A — M) v smere R(A — M), teda G je spektrdlny projektor prislichajici
vlastnej hodnote .

G:

Sihrn diagonalizovatelnosti

Pre n x n maticu A so spektrom o(A) = {A1, A2, ..., Ax} si nasledujice podmienky ekvivalentné:
A je podobné diagonélnej matici, t.j. P~*AP = D.

A mé uplnu sadu linedrne nezavislych vlastnych vektorov.

Kazd4 vlastnd hodnota A; je polojednoduchd, t.j. geo mult,(N\;) = alg mult 4 (N\;).

A= MNG1+ MGy + -+ NGy, kde

> G; je projektor na N'(A — N\;I) v smere R(A — \; 1),
> G;G; =0 pre i # j,
> G1+Gat--+ G =1,
k k
> Gi=[[(A-ND/T]d =N,
j=1 j=1
J#i J#i
> Ak ); je jednoduch4 vlastnd hodnota, ktorej prislichaji pravy a lavy vlastny vektor
x, resp. y*, potom G; = zy*/y*x.
** Funkcie diagonalizovatelnych matic
Nech A = PDP~! je diagonalizovatelnd matica, v ktorej st vlastné hodnoty v D =

diag(M I, Ao, ..., A\]) zliCené pri opakovani. Pre funkciu f(z), ktord je definovand pre kazdé
i € 0(A), definujme

FOOT 0 0
0 O ... 0
fay—propt—p| T T e
0 0 .. fOWI

= f(A)G1+ f(A2)Ga + -+ + (M) G,
kde G; je i-ty spektralny projektor prislichajici vlastnej hodnote \;.

** Nekonecné rady

Ak f(z) = Yo7 gcn(z — 20)"™ konverguje pre |z — 29| < r a ak |[A\; — 20| < 7 pre kazdd vlastnd
hodnotu diagonalizovatelnej matice A, potom

F(A) =" cn(A = zI)"

Navyse sa dd ukazat, ze maticovy rad na pravej strane konverguje prave vtedy, ked |A\; — zo| <7
pre kazdé \;, bez ohladu na to, ¢i je alebo nie je matica A diagonalizovatelna. Preto takyto rad
slizi ako definicia f(A) pre funkcie, ktoré sa daji vyjadrif pomocou Taylorovho radu bez ohfadu
na diagonalizovatelnost matice A.




* Spektralne projektory

Ak je A diagonalizovatelnd a o(A) = {A\1,\a,..., ¢}, potom sa dé spektrélny projektor na
N(A — N\I) v smere R(A — N\ I) vyjadrit ako

k k
Gi=[J(A-xD/JJi =), pre i=1,2,... k.
j=1 j=1

J#i i

Nésledne, ak je f(z) definovand na o(A), potom f(A) = Zle f(\)G; je nejaky polyném v A
stupiia nanajvys k — 1.

** Diferencidlne rovnice
Ak A, xn je diagonalizovatelnd so spektrom o(A) = {A1,A2,..., A}, potom riesenie linedrnej
diferencidlnej rovnice u’ = Au s pociatotnou podmienkou u(0) = ¢ sa dé vyjadrit ako
u(t) = ete = eMtoy + e vy + - - + e ey,

kde v; je vlastny vektor ziskany i-tym spektralnym projektorom G;: v; = Gjc.

* Stabilita

Majme systém u' = Au, u(0) = ¢, kde A je diagonalizovateInd s vlastnymi hodnotami A;.

e Ak Re()\;) < 0 pre kazdé i, potom lim;_, o, e4* = 0 a lim;_, o, u(t) = 0 pre kazdy pociatocny
stav ¢. V takomto pripade sa systém u = Au nazyva stabilng systém a A sa nazyva
stabilndg matica.

e Ak Re()\;) > 0 pre nejaké i, potom zlozky u(t) moézu byt neohrani¢ené pre t — oco. V
takom pripade hovorime o nestabilnom systéme u' = Au, resp. nestabilnej matici A.

e Ak Re(\;) < 0 pre kazdé i, potom zlozky u(t) zostdvaji ohranicené pre vsetky ¢, ale
mozu oscilovat a nemusia konvergovat k ziadnej limite. Takyto systém sa zvykne nazyvat
neutrdlne stabilng (Meyer ho nazyva polo-stabilny).

** Unitarna diagonalizacia

Matica A, x, je unitdrne podobnd diagondlnej matici (t.j. A mé uplni sadu ortonormélnych
vlastnych vektorov) prave vtedy, ked A*A = AA*. Matice Spfﬁajﬁce tito rovnost sa nazyvaju
normdlne.
e Ak U*AU = D, kde U je unitarna a D diagondlna, stipce U tvoria uplnd sadu
ortonormdélnych vlastnych vektorov matice A a diagonélne zlozky matice D su prislusné
vlastné hodnoty.

* Vlastnosti normalnych matic

Ak A je normélna matica so spektrom o(A) = {A\1, A2, ..., \x}, tak
e A je tzv. RPN matica — t.j. R(A) L N(A) (jej obraz je kolmy na nulovy priestor, str.
408)
e Vlastné vektory zodpovedajice roznym vlastnym hodnotdm sd navzdjom kolmé, t.j.

e Vety o spektrélnej projekeii (str. 517, 526) stdle platia, ale spektrélne projektory G; na
N(A — N\I) v smere R(A — \;I) st navySe v tomto pripade ortogondlnymi projektormi,
lebo R(A — NI) L N(A— \I) pre kazdé ;.




** Symetrické a hermitovské matice

Okrem vlastnosti, ktoré maji vsetky normélne matice,
e realne symetrické a hermitovské matice maju redlne vlastné hodnoty,
e A jeredlna symetrickd prave vtedy, ked je ortogonalne podobnd redlnej diagonélnej matici
D —t.j. PTAP = D pre nejaki ortogonélnu maticu P,
e redlne antisymetrické a antihermitovské matice maju rydzo imaginarne vlastné hodnoty.

* Courantova-Fischerova veta

Vlastné hodnoty Ay > Ay > --+ > \,, hermitovskej matice A, xn spiﬁajﬁ

A = max min z*Az a A= min max z*Azx.
dim V=i z€V dim V=n—i+1 x€V
llzll2=1 llzll2=1

Ak ¢ = 1 v mini-maxova formuli alebo ¢ = n v max-minimovej formuli, podpriestor V je celé
C™, ¢ize najvacsia a najmensia vlastnd hodnota predstavuji extremalne hodnoty Rayleighovho
podielu x* Ax/x*x.

** Singuldrne hodnoty a vlastné hodnoty

Pre A € M,;,x»(C) hodnosti r platia nasledujtice tvrdenia:

e Nenulové vlastné hodnoty A*A a AA* sa rovnaju a su kladné.

e Nenulové singuldrne hodnoty matice A st (kladné) odmocniny z nenulovych vlastnych
hodnét matice A*A (a tiez AA*).

e Ak je A normélna s nenulovymi vlastnymi hodnotami {A1, Az, ..., A}, potom nenulové
singuldrne hodnoty A sd {|A1], [Azl,. .., | A}

e Pravé a Iavé singuldrne vektory matice A si Specidlne zvolené vlastné vektory matice
A*A, resp. AA*.

e Kazda uplna sada ortonormélnych vlastnych vektorov v; matice A*A moze sluzit ako
kompletnd sada pravych singuldarnych vektorov matice A, a potom lavé singuldrne vektory
si u; = Av;/||Avi|l2, pre i = 1,2,...,7 a {Upt1,Urs2,...,Un} je nejakd ortonormélna
béza N (A*). Podobne, kazd4 tplnd sada ortonormélnych vektorov AA* moze poslizit
ako sada Tavych singuldrnych vektorov pre A, pricom sa prislusné pravé singuldrne vektory
dodefinuju analogicky.

e Hermitovskd matica B = Orjfim 0 4 > typu (m—+mn) x (m+n) mé nenulové vlastné
nxn
hodnoty {£01, +09,...,+0,}, kde {01, 09, ..., 0.} st nenulové singuldrne hodnoty matice

A.




Kladne definitné matice

Pre redlnu symetrickd maticu A, x, su nasledujice tvrdenia ekvivalentné a kazdé z nich modze
sluzit ako definicia jej kladnej definitnosti.
2T Az > 0 pre kazdy nenulovy x € R™ (toto sa spravidla berie ako definicia).
Vsetky vlastné hodnoty matice A st kladné.
A = BT B pre nejaki reguldrnu maticu By, xy,.
> Aj ked takdto B nie je jednoznacnd, existuje jedind hornd trojuholnikovd matica R s
kladnou diagonalou spiﬁajﬁca A = RTR. Toto je Choleského faktorizicia matice A.
e A mé LU rozklad (alebo LDU), v ktorom su vSetky pivoty kladné.
> LDU rozklad ma tvar A = LDU = LDLT = RTR, kde R = D'/?2L" je Choleského
faktor matice A.
Veduice hlavné minory (determinanty Tavych hornych podmatic) matice A st kladné.
Vsetky hlavné minory matice A su kladné.

Pre hermitovské matice nahradit transpoziciu ()7 hermitovskym zdruzenfm (-)* a R polom C.

Kladne semidefinitné matice

Pre redlnu symetrickd maticu A, x, s hodnostou h(A) = r st nasledujiice tvrdenia ekvivalentné
a kazdé z nich moze slazit ako definicia jej kladnej semi-definitnosti.

e 2T Az > 0 pre kazdy nenulovy x € R™ (toto sa spravidla berie ako definicia).

e Vsetky vlastné hodnoty matice A st nezdporné.

e A = BT B pre nejaki maticu B s h(B) = r.

e Vsetky hlavné minory matice A st nezdporné.

Kvadratické formy

Pre vektor z € R™ a maticu A € M,, ,,(R) sa skaldrna funkcia
f(z)=2TAz = Z Z AT T
i=1 j=1

nazyva kvadratickd forma. Kvadratickd forma sa nazyva kladne definitnd, ak A je kladne definitna
matica. Inymi slovami, f(z) je kladne definitné vtedy, ked f(z) > 0 pre 0 # x € R™.

Sylvestrov zakon zotrvacnosti

Nech A = B oznacuje fakt, ze redlne symetrické matice A a B st kongruentné (t.j. CTAC = B
pre nejaki reguldrnu C'). Sylvestrov zdkon zotrva¢nosti hovori:

A= B préve vtedy, ked A a B maju rovnaku signatiru.




* Jordanov tvar nilpotentnej matice

Kazda nilpotentna matica L, «x, indexu k je podobna blokovo diagonélnej matci

N 0 ... O
0 Ny ... O
plLp=N=| . . | s
0o 0 ... N
ktorej kazdy blok N; je nilpotentnd matica s jednotkami na prvej vedlajsej diagodle a nulami
inde.
e Pocet blokov v N je dany ako t = dim N(L).
e Velkost najvécsieho bloku v N je k x k.
e Pocet blokov velkosti i x i v N je v; = r;_1 — 2r; + 141, kde 7; = h(L?).
e Ak B=38;,_1USk_2U---USy = {b1,bs,...,b:} je bdza priestoru N (L) ziskana z do seba

vnorenych podpriestorov M; = R(L*) N N'(L), potom
> mnozina vektorov J = Jp, U Jp, U - - - U Jp, obsahujica vsetky Jordanove retazce so
zaciatkami v by, b, ..., b; tvori bazu C";
> matica podobnosti P, x, = [J1]J2]...|Jt] je reguldrna matica obsahujiica ako stfpce
Jordanove retazce v poradi, v akom st v Z.

Jednoznaénost Jordanovej Struktiry

Struktira Jordanovho tvaru pre nilpotentd maticu Ly, indexu k je pre maticu L jednoznacne
urcend — teda ak je L podobnd blokovo diagondlnej B = diag(Bj, Ba, ..., B:), kde kazda B; mé
tvar

€; 0
B; = E 0 % pre € #0,
0O 0 ... 0 €
0 0 ... 0 O
potom musi platit ¢ = dim N (L) a pocet blokov velkosti ¢ x 4 mus{ byt r;_1 — 2r; + r;41, kde

Index vlastnej hodnoty

Index vlastnej hodnoty X matice A inM,, x,(C) je definovany ako index matice (A — AI). Inymi
slovami, index(\) je najmensie kladné celé ¢islo k pre ktoré platia nasledujice ekvivalentné tvr-
denia.
e h ((A — )\I)k) =h ((A — )\I)’”l).
R ((A )\I)’“) =R ((A — )\I)’““).
o« N ((4 )\I)’“) =N ((A— AD)F1).
R ((A AL)F) mN((A — A\)F) = {0}.
e C"=R((A=XD*) e N ((A— D).
¢ o(A), definujeme index(u) = 0.




Jordanov tvar

Pre kazdd A € M,x,(C) s réznymi vlastnymi hodnotami o(A4) = {A1,Ag,..., s} existuje
reguldrna matica P taka, ze

) 0 0
priapog=| O T !
0 0 ... JO

e J ma jeden Jordanov segment (Gsek ?) J(\;) pre kazdd vlastni hodnotu \; € o(A).
e Kazdy segment J(\;) je tvoreny t; = dim N (A — \;I) Jordanovymi blokmi:

Ji(\) 0 L. 0 Ajo 1
0 L) ... 0 .
J(N) = : o : , kde J.(\j) = '
. . . . °_ 1
0 0 .o Ju(N) Y

e Najvacsi Jordanov blok v J(A;) ma velkost k; x k;, kde k; = index(\;).
e Pocet i x ¢ Jordanovych blokov v J(A;) je dany ako

vi(A) = ric1(A5) — 2ri(N) + riga(dy),  kde  ri(N) = h ((A—M\I)Y).

e Matica J sa nazyva Jordanov tvar matice A. Struktira tohto tvaru je jednoznaén, teda
pocet Jordanovych segmentov v J, ako aj pocty a velkosti Jordanovych blokov v kazdom
7o segmentov su uréené zlozkami A. Navyse kazdd matica podobnd amtici A m4 rovnaky
Jordanov tvar — t.j. A, B € M, «»(C) st podobné prave vtedy, ked A a B majd rovnakd
Jordanov tvar (Struktdru). Matica podobnosti P obsahujica retazce zovseobecnenych
vlastnych vektorov nie je jednoznacna.

Konstrukcia Jordanovych retazcov

Pre kazdi A € o0(A) oznacme M; = R((A—AX))NN(A - X)) prei =k —1,k—2,...,0, kde
k = index(\).
e Vytvorme bazu B priestoru N (A — AI).
> Zacinajic s Tubovolnou bézou Sk_; priestoru My_1, ju postupne rozsirujme

mnozinami Sg_s, Sg_3, ..., Sp tak, aby
Si_1 bola bazou My_1,
Si_1 USk_o bola bazou M;j,_s,

Sp_1USL_2USL_3 bola bidzou Mj_3,

atd., az pokym nedostaneme bdzu B = Sg_1 USk_o U ---USy = {b1,ba,...,b} pre
Mo =N(A-X).
e Vytvorme Jordanov retazec zacinajuci sa v kazdom z vlastnych vektorov b, € B.

> Pre kazdy vlastny vektor b, € S; riesme (A — M)z, = b, (tento systém je nutne
konzistentny, lebo b* € R((A— \I)?)). Retazec zovieobecnenych vlastnych vektorov
zacinajici v b, bude
Po=[ (A= Az, | (A=A ey | ... | (A= XDz, | o ]nx(H_l) .

> Kazda takato P, zodpovedd jednému Jordanovmu bloku J.(\) v Jordanovom seg-
mente J(\) zodpovedajicemu .

> Prvy stfpec v P, je vlastny vektor a nasledujiice stfpce su zovSeobecnené vlastné
vektory; ich rddy postupne narastaju.

e Ak zo vsetkych takych P, pre dané \; € o(A4) = {A1,As,...,As} vytvorime maticu
P, a ak P = [P1|P,]|...|Ps], potom P je reguldrna matica splitajica P~1AP = J =
diag(J (A1), J(A2), ..., J(As)), t.j. matica P predstavuje maticu podobnosti medzi A a jej
Jordanovym tvarom J.




* Funkcie Jordanovych blokov

Pre k x k Jordanov blok J, s vlastnou hodnotou A a pre funkciu f(z), pre ktord si definované
fN), '), .., f(k_l)(/\), je f(J) definované ako

L ) fy B L)
IV e
f) =f = : SRR (N
1 2!
\ ICVIEY
F)

* Maticové funkcie

Pre A € M, x,(C) so spektrom o(A) = {1, A2,..., As} oznacme k; = index(X;).
e Funkcia f : C — C je definovand (resp. existuje) pre A4, ak f(\;), f/(M\i), ..., fFEF=D(\)
existuju pre kazdé \; € o(A).
e Predpokladajme, ze A = PJP~!, kde J = L je Jordanov tvar a J, reprezen-

tuje rozne Jordanove bloky. Ak f existuje pre A, pbtom hodnota f v A je definovana
ako

fA)=PiP =P | f) P,

* Spektralny rozvoj funkcie f(A)

Pre A € M, (C) so spektrom o(A) = {A1, Ag,..., As} a indexami k; = index ()\;) a pre funkciu
f : C — C, pre ktort existuju derivacie f(\;), f'(\s), ..., fED(\) pre kazdé \; € o(A) je

hodnota f(A) rovna
S k},—].

G (N, ,
=55 08 e,
i=1 j=0 J:

kde spektrdlne projektory G; sp[ﬁajﬁ

e G, je projektor na zovieobecneny vlastny priestor N'((A—\;1)k?) v smere R((A— N\ I)).
Gi+Go+---+Gs=1.
Giszoaki;«éj.
N; = (A= NI)G; = G;(A — X\;I) je nilpotentnd s indexom ;.
Pre diagonalizovateIni A sa tento rozvoj zhoduje s uz skor popisanym predpisom pre
maticovi funkciu diagonalizovatelnej matice.

* Konvergenica k nule

Pre A € M+, (C) je klim AF = 0 préave vtedy, ked p(4) < 1.
—0o0
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* Neumannove rady

Pre A € M, »,»,(C) st nasledujice tvrdenia ekvivalentné.
e Neumannov rad I + A+ A% + ... konverguje.
e p(A) < 1.
e lim AF =0.

k—o0

Za tychto podmienok (I — A)~! existuje a rovnd sa > po AF = (I — A)~L.

* Linearne stacionarne iteracie

Nech Az = b je linearny systém s Tubovolnou $tvorcovou maticou.

Splitting (Stiepenie?) matice A je rozklad A = M — N, pre ktory existuje M 1.
e Potom H = M~ !N sa nazyva iteracnd matica. Tiez zvolme d = M ~1b.
e Pre pociatoény vektor 2(0) je linedrne staciondrne iterovanie reprezentované rekurentnym
predpisom
z(k)=Hx(k—1)+d, pre k=1,2,3,....
Ak p(H) < 1, potom je A reguldrna a

limg_oox(k) =2 = A7 pre kazdy pociatocny vektor z(0).

* Limity mocnin
Pre A € M,,»,,(C) limita klim A existuje prave vtedy, ked
—00

p(4) <1
alebo
p(A) =1, pricom A =1 je jedind vlastnd hodnota leziaca na
jednotkovej kruznici a jej index je 1 (t.j. je polojednoducha)

Ak tdto limita existuje,
klim A* = projektor na N'(I — A) v smere R(I — A).
—00

* Cesarova sumovatelnost

Matica A € M, x,(C) je cesarovsky sumovatelnd prave vtedy, ked p(A) < 1 alebo ak
p(A) =1 a kazda jej vlastnd hodnota leziaca na jednotkovej kruznici je polojednoducha.
Ak existuje, Cesarova limita

T+ A—+--- k—1
lim +A+---+A _a
k—o0 k

predstavuje projektor na N (I — A) v smere R(I — A).

G # 0 prave vtedy, ked 1 € 0(A). V tom pripade je G spektralny projektor pre A = 1.
Ak postupnost {A*}2° ) konverguje ku G, potom je A aj cesarovsky sumovatelnd do G.
Opacné tvrdenie ale neplati — napr. A = —1I.

11




* Projektory

Ak je My, xn = BpxrCrxn lubovolnd faktorizdcia matice M s hodnostou r a ak st priestory R(M)
a N (M) komplementdrne v C", potom projektor na R(M) v smere N (M) je dany predpisom

P=B(CB)™'C,
resp.
P =U (VU)W ak sa pouziva nejaky URV rozklad.
Ak A konverguje alebo je sumovatelnd do G a ak I — A = BC je faktorizacia s plnou hodnostou,
potom
G=1-B(CB)™'C,
resp.
G=1-U,(VU,) Wy, ak sa pouziva nejaky URV rozklad.

Pozn.: Tieto vzorce si zovSeobecnenim podobného vzorca pre maticu ortogonalnej projekcie
P = A(ATA)7'AT na R(A) v smere N (AT) = R(A)*.

Minimélny polyném matice

Existuje jediny monicky polyném nulujici maticu A najnizSieho stupnia. Takyto polyndm,
znaceny m(zx), sa nazyva minimdlny polyném matice A. Cayley-Hamiltonova veta zarucuje, ze
deg(m(z)) < n.

Vlastnosti minimalneho polynému

Nech A € M,,x»(C) so spektrom o(A) = {A1, Aa,..., As}.

e Minimdlny polyném matice A je jediny monicky polyném m(z) najnizSieho stupia
spinajici m(A) = 0.

e m(z) = (z — A\)"(z — A2)k2 ... (z — As)Fe, kde k; = index();).

e m(x) delf kazdy polyném p(x), pre ktory p(A) = 0. Specidlne, m(x) deli charakteristicky
polyném x(x).

o m(z) = x(z) prave vtedy, ked geo mult,(A\;) = 1 pre kazdé );. Ekvivalentne,
alg mult4(X;) = index (\;) pre kazdé j.

e Matica A je diagonalizovatelnd prave vtedy, ked m(z) = (z — A1)(x — A2) ... (x — Xg), t.].
vtedy, ked je m(z) st¢inom navzdjom réznych linedrnych élenov.

* Krylovove postupnosti, podpriestory a matice

Pre A € M,,«»n(C) a 0 # b € C" definujeme:

{b, Ab, A%, ..., AT71b} sa nazyva Krylovova postupnost.
e K; = span{b, 4b,..., AT=1b} je Krylovov podpriestor.

o K, x; = (b|Ab|...|AT71b) sa nazyva Krylovova matica.

* Minimdlny polyném vektora

e Minimdlny polyném vektora b € C™ vzhladom na A € M,,«,,(C) je monicky polyném v(zx)
najnizsieho stupna, pre ktory v(A)b = 0.

o Ak A*b je prvy vektor v Krylovovej postupnosti {b, Ab, A%b, ...}, ktory je linedrnou kom-
bindciou predchadzajicich Krylovovych vektorov, povedzme AF = Zf;é ajAj b, potom
v(z) = 2% — Zf;é ajzd (resp. v(z) =1 pre b = 0) je minimédlny polyném b vzhladom na
A.
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* Minimdlny polyném ako NSN

Nech A € M,xn(C) a B = {b1,bs,...,by} je Iubovolnd bdza C". Ak v;(x) je minimalnym
polynémom b; vzhladom na A, potom minimdalny polyném m(z) matice A je najmensi spolocny
ndsobok polynémov vy (x), va(x), ..., v, (x).

* Pridruzend matica polynému

Pre kazdy monicky polyném p(z) = 2™ + a,_ 12" L + - -+ + ayx + ap je jeho pridruzend matica:

0 0 “e 0 — Q)

1 0 ... 0 —-o
C=11: - " :

0 ... 1 0 —0p—2

0 0 oo 1 —Qp—1

nxn

e Polyném p(z) je sticasne charakteristickym aj minimélnym polynémom matice C.

** Kladnd vlastna hodnota a kladny vlastny vektor

Ak A, xn > 0, potom plati:

e p(A) €ea(A).

e Ak Az = p(A)z, potom A|z| = p(A)|z| a |z| > 0.
Inymi slovami, kladnd matica A mé (redlnu) vlastni hodnotu p(A), ktorej prislicha kladny
vlastny vektor v > 0.

** Index p(A)

Ak A, xn > 0, potom plati:
e p(A) je jedind vlastnd hodnota matice A na jej spektrélnej kruznici.
o index(p(A)) = 1, t.j. p(A) je polo-jednoduchéd vlastnd hodnota — jej geometrickd
nasobnost sa rovnd algebraickej, a teda zodpovedajice Jordanove bloky si velkosti 1 x 1.

** Nasobnost p(A)

Ak A, xn > 0, potom alg mult,(p(A)) = 1. Inymi slovami, spektralny polomer je jednoduchou
vlastnou hodnotou matice A, preto dim N'(A—p(A)I) = geo mult4(p(A)) = alg mult,y(p(A)) = 1.

** Ziadne dalsie kladné vlastné vektory

Pre kladni maticu A, x, > 0 neexistuje iny nezdporny vlastny vektor okrem Perronovho vektora
a jeho kladnych nasobkov

* Collatzova-Wielandtova veta

Perronov koreni matice A, x, > 0 maximalizuje vyraz r = max,cn f(z), kde

f(w)z&nlg@ a N={x|z>0 a x +#0}.
zA0
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** Perronova veta

Ak A, xn > 0ar=p(A), potom plati:
o r>0.
e r€0(A) (r sanazyva Perronov koren).
e alg mult,(p(A)) = 1.
e Existuje vlastny vektor « > 0, pre ktory Az = rz.
e Perronov vektor je jednoznaéne urceny vektor, Spfﬁajﬁci

Ap=rp, p>0, a [p/i=1

Okrem jeho kladnych nésobkov neexistuju ziadne nezaporné vlastné vektory pre maticu
A, bez ohladu na vlastni hodnotu.

e 7 je jeding vlastnd hodnota na spektrdlnej kruznici matice A.

o r =maxzen f(z) (Collatzova-Wielandtova formula),
kde f(z) = mini<i<n VZ]" a N={z|z>0a x#0}

T4

* Nezaporny vlastny par

Pre Anxn > 0s 17 = p(A) platia nasledujiice tvrdenia.
e r € 0(A), (aj moznost r = 0 je pripustnd).
e Az =rz pre nejaké z e N = {z|z >0 az # 0}.

o 7 = maxgen f(z), kde f(z) = minj<icn 22i (t.j. Collatz-Wielandtova formula nadalej
O k3

Zq

plati).

* Reducibilita a grafy

e Matica A, x, sa nazyva reducibilnd, ak existuje permuta¢na matica P, pre ktoru

XY
0 Z

Inak sa A nazyva ireducibilnd.

o PTAP sa nazyva symetrickd permutdcia matice A. Dostaneme ju tak, ze riadky matice
A vymenime rovnako ako jej stfpce.

e GrafG(A) matice A je orientovany graf s n vrcholmi Ny, Na, ..., Ny, v ktorom sa nachédza
orientovand hrana z N; do N; prave vtedy, ked a;; # 0.

e G(PTAP) = G(A) pre lubovolni permutaéni maticu P — Géinok symertickej permutacie
je len precislovanie vrcholov grafu.

e G(A) sa nazyva silno stvisly, ak pre kazdi dvojicu vrcholov (N;, N) existuje postupnost
orientovanych hran vedica z N; do Ny

e Matica A je ireducibilnd préve vtedy, ked je graf G(A) silno stvisly.

PTAP = < ) , kde X a Z su obe Stvorcové.

* Prevod nezdpornosti a regularity na kladnost

Ak je A,xn > 0 ireducibilnd, potom (I + A)"~! > 0.
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* Perron-Frobeniova veta

Ak je Apxn > 0 ireducibilnd, potom plati:

r=p(A) €o(A)ar>0.

alg mult 4 (r) = 1.

Existuje vlastny vektor x > 0, pre ktory Az = rz.
Perronov vektor je jednoznacne urceny vektor, spfﬁajﬁci

Ap=rp, p>0, a |p|=1.

Okrem jeho kladnych ndsobkov neexistuju ziadne nezdporné vlastné vektory pre maticu
A, bez ohladu na vlastni hodnotu.

e Plati Collatzova-Wielandtova formula r = max,cns f(2),
kde f(x) = mini<i<n ['LZ]" a N={z|z>0az#0}

* Primitivne matice

e Nezépornd ireducibilnd matica A, ktord mé jedind vlastni hodnotu r = p(A) na svojej
spektralnej kruznici sa nazyva primitivna.

e Nezédpornd ireducibilng matica A, ktord ma h > 1 vlastnych hodnot na svojej spektralnej
kruznici sa nazyva neprimitivna, ¢islo h sa nazyva index (ne)primitivity.

e Nezdpornd ireducibilng matica A s r = p(A) je primitivna prave vtedy, ked existuje
limy,_so0 (A/7)k. V tom pripade

k T
lim <A> —a=0_>,,
r qp

kde p a ¢ st zodpovedajice Perronove vektory pre A a AT a G je spektralny projektor
na N (A —rl) pozdlz R(A —rI).

* Wielandtova veta

Ak |B| < A, xn, pre A ireducibilni, potom p(B) < p(A). Ak plati rovnost t.j. p = ep(A) €
o(B) pre nejaké ¢, potom
eiel
) ei92
B=¢YDAD™! pre nejaki diagondlnu maticu D= ) ,
¢i0n

a naopak.

* h-te odmocniny z p(A) na spektralnej kruznici

Ak je Apxn > 0 ireducibilnd a ma h vlastnych hodnot {A1, Az, ..., A\n} na spektrdlnej kruznici,

potom platia nasledujiice tvrdenia.
o alg multy(A\y) =1prek=1,2,... h.
e Fézy vlastnych hodndt {A1, A, ..., A\r} zodpovedaji h-tym odmocnindm z jednotky, t.j.
pre 7 = p(A) si dané ako

{r,rw,rw?, ..., rwh1}, kde w = e2m/h,
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* Rotac¢na invariancia

Ak je matica A neprimitivna s h vlastnymi hodnotami na spektralnej kruznici, potom spektrum
o(A) je invariantné vzhladom na rotéciu o uhol 27 /h okolo pociatku. Ziadna rotécia o uhol mensi
ako 27/h nemoéze zachovévat o(A).

* Frobeniov test primitivity

A > 0 je primitivna prave vtedy, ked A™ > 0 pre nejaké m > 0.

* Index neprimitivity

Ak je c(z) = 2™+ cp, 2R + g, R2 4. ¢ 2" ks = 0 charakteristickd rovnica neprimitivnej
matice Ay, xn, v ktorej st vyznacené iba nenulové koeficienty (t.j. cx; #0an > (n—ky) > --- >
(n — k) ), potom je index neprimitivity h najvacsi spolocny delitel ki, ks, . .., ks.

* Frobeniov tvar

Pre kazdu neprimitivnu maticu A s indexom neprimitivity A > 1 existuje permutacnd matica P
taka, ze

0 A 0 ... 0
0 0 Ay ... 0
PTAP = : ST : ,
0 0 ... 0 Apis
Apr 0 L. 0 0

kde nulové bloky na diagonéle s Stvorcové.

* Ireducibilné markovovské retazce

Nech P je matica pravdepodobnosti prechodu pre ireducibilny markovovsky retazec so stavmi
{S1,82,...,8,}, t.j. P je ireducibilnd n x n stochastickd matica. Oznaéme 7! lavostranny
Perronov vektor pre P. Nasledujiice tvrdenia platia pre Tubovolnt po¢iatoént distribticiu p” (0).
e Matica prechodu o k krokov je P*, lebo zlozka (i, ) v P* urcuje prechod zo stavu S; do
stavu S; na k krokov.
e Vektor distribticie po k krokoch je dany ako p? (k) = p” Pk,
e Ak je P primitivna a ak e oznacuje stfpcovy vektor samych jednotiek, potom

lim P* = enT a lim p” (k) = nT.
k—o0 k—o0
e Ak je P neprimitivna, potom
. I+P+...4 P!
lim =em
k—o0
a T T T
1) 4+ - -1
o [PRO+p W+ B =D o
k—o0 k

e Bez ohladu na to, ¢ je P primitivna alebo neprimitivna, j-ta zlozka m; vektora m”

reprezentuje dlhodoby priemer podielu ¢asu, v ktorom sa systém nachddza v stave S;.
7T sa casto nazyva vektor staciondrnej distribicie retazca, lebo to je jediny distribuény

vektor spliajici 77 P = «T.
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* Jednotkové vlastné hodnoty

Jednotkové vlastné hodnoty stochastickej matice su tie, ktoré lezia na jednotkovej kruznici. Pre
kazdu stochasticki maticu P plati

e Kazda jednotkova vlastnd hodnota matice P je polojednoducha.

e Kazd4 jednotkové vlastnd hodnota ma tvar A = e2*™/" pre nejaké k < h < n.

e Specidlne, p(P) =1 je vzdy polojednoduchd vlastnd hodnota matice P.

* Sumovatelnost stochastickych matic

Kazd4 stochastickd matica P je cesarovsky sumovatelnd, t.j.

J+P+4...4 Pkl
klim Rk 2 + existuje pre kazdu stochasticki maticu P
— 00

a hodnota limity je spektrdlny projektor G na N (I — P) pozdlz R(I — P).

* Reducibilné markovovské retazce

Ak stavy v reducibilnom markovovskom retazci boli usporiadané tak, ze matica pravdepodobnosti
prechodu mé kanonicky tvar

P ... Py, P17,~+1 Pim

p— T T\ _ P, Pt ... P
0 T22 Pr+1,r+1

Pmm

a ak 7ro st Tavostranné Perronove vektory pre Pj;, (r+1 < j < m), potom I —T; je regularna a

I+ P+ ...4 Pkl . < 0 (I—T11)1T12E)
= 0 E )

I
kggo k

T
eﬂ-r-&-l
E =

T
m

Navyse, limy_,o P* existuje prave vtedy, ked st vsetky stochastické matice Il il o 0 0 o Poppe

primitivne. V tom pripade
. E 0 (I = T11)71T12E
i = < 0 E '

€T,
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