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Skúška z Maticového počtu I., 15. január 2024

1. Pre maticu

A =


0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0


nájdite jej spektrálny rozklad - t.j. spektrum σ(A) = {λ1, λ2, . . . , λk} a spektrálne projektoryG1, G2, . . . , Gk

tak, aby platila rovnost’ A = λ1G1 + λ2G2 + · · ·+ λkGk.

2. a) Ukážte, že ak Am×n = Qm×nRn×n je QR-rozklad matice A, potom pre Frobeniove normy plat́ı
∥A∥F = ∥R∥F .

b) Ukážte, že Frobeniova maticová norma na Mm×n(C) sṕlňa rovnobežńıkovú identitu, t.j. pre m×n
matice A, B plat́ı

2
(
∥A∥2F + ∥B∥2F

)
= ∥A+B∥2F + ∥A−B∥2F .

3. Nech E je projektor na X1 v smere Y1 a F je projektor na X2 v smere Y2. Ukážte, že E − F je
projektor práve vtedy, ked’EF = FE = F , a v tom pŕıpade R(E−F ) = X1∩Y2 a N (E−F ) = Y1⊕X2.

Návod: P je projektor práve vtedy, ked’ je (I − P ) projektor.

4. Nech A ∈ Mn×n(R) je symetrická kladne definitná matica. Na konci prvého kroku Gaussovej
eliminácie (bez čiastočného pivotovania) dostaneme

A1 =


a11 a12 . . . a1n
0
... Â
0

 .

a) Ukážte, že Â je tiež symetrická kladne definitná matica.
b) Použite čast’ a) na dokázanie existencie LU -, resp. Choleského rozkladu pre l’ubovol’nú symetrickú

kladne definitnú maticu.

5. a) Nájdite pseudoinverz x† pre nenulový st́lpcový (resp. riadkový) vektor x s n zložkami.

b) Pre nenulové (st́lpcové) vektory a, b ∈ Rn nájdite podmienku, aby platilo

(aT b)† = b†
(
aT

)†
.

6. Nech An×n je kladná matica a x jej Perronov vektor. Ukážte, že ak plat́ı mini
∑n

j=1 aij = ρ(A)

alebo maxi
∑n

j=1 aij = ρ(A), potom x1 = x2 = · · · = xn = 1
n (t.j. zložky Perronovho vektora sa rovnajú)

a súčet zložiek v každom riadku matice A je práve ρ(A).


