Maticovy pocet — Uloha ¢. 3

Cvicenia v tyzdni 13. oktébra 2025

Ijlohy (strany a ¢islovanie) si z knihy Carla D. Meyera Matriz Analysis and Applied Linear Algebra.
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1. (3.10.1) Nech A= [ 4 18 26
3 16 30

(a) N4jdite LU faktory matice A.
(b) Pouzite LU faktory pri rieSeni Az; = by a Axs = bs pre

6
bl = 0 a b2 = 6
6 12

(c) Pouzite LU faktory pre uréenie A~1. (Pozri knihu.)

2. (3.10.3) Urcite vsetky hodnoty parametra £, pre ktoré nebude pre maticu A =

O =
— e N
MmO

existovat LU rozklad.

3. (3.10.4) Ak je A reguldrna matica, ktord ma LU rozklad, ukdzte, ze jej (k + 1)-vy pivot pri
standardnej Gaussovej eliminécii pouzivajucej iba operacie typu III bude splnat:

T 4—1
Ph+1 = Qkt1,k+1 — C AL b,

kde A a

(A b
Ap+1 = < cr Ak+1,k+1 >

st hlavné Tavé horné podmatice velkosti k, resp. k+ 1. PouZite tento vypocet na dokaz nenulovosti pivo-
tov matice A, za predpokladu existencie jej LU rozkladu. (Bude asi vhodné ukézat, ze pry1 = tp+1 k41,
kde ug41 k41 je nenulovy diagondlny prvok matice U)

4. (3.10.5) Zddvodnite preco pre maticu A, ktorej zlozky st celoéiselné a vsetky jej pivoty sd rovné
1, je aj A~! celociselnd matica.

Pozn.: Tento fakt sa da vyuzif na konstrukciu ndhodnych celoéiselnych matic s celo¢iselnymi in-
verzami. Najprv sa nahodne vygeneruju celo¢iselné matice L a U s jednotkovymi diagondlami a nasledne
sa vyndsobia na A = LU.
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(a) Za predpokladu, ze A ma LU rozklad, overte, ze splita:

5. (3.10.6) Uvazujme tridiagondlnu maticu T' =

1 0 0 0 m v 0 0
I = 041/’/T1 1 0 0 7 U— 0 T2 72 0 :

0 Ckz/’ﬂ'g 1 0 0 0 ™ V3

0 0 a3/7r3 1 0 0 0 T4

kde m; st generované rekurentnym predpisom
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Pozn. Kedze takyto vztah plati pre tridiagondlne matice Tubovolnej velkosti, ich LU rozklad sa da
spocitat velmi lahko.



(b) Pouzite predosly rekurentny vzorec na ndjdenie LU rozkladu n x n matice

2 -1 0 ... 0 0 0

-1 2 -1 ... 0 0 0

0o -1 2 ... 0 0 0

Tn = : : o : : :
o 0 0 ... 2 -1 0

o o 0 ... -1 2 -1

o 0 0 ... 0 -1 2

(Pozri Priklad 1.4.1 na str. 19)

6. (3.10.7) Matica A, x,, sa nazyva pdsovou maticou (band matrix) ak a;; = 0 pre |[i—j| > w pre nejaké
nezdporné celé ¢islo w, ktoré sa nazyva §irka pdsu (bandwidth). Inymi slovami, nenulové zlozky A sa
nachddzaji na pase vedlajsich diagonal $irky w nad a pod hlavnou diagondlou. Napriklad, tridiagondlne
matice si pasové matice so Sirkou péasu 1, diagonalne matice sii pasove matice so sirkou péasu 0.

Overte, ze ak je A regularna pasova matica so Sirkou pasu w a A ma LU rozklad, potom L zdedi
dolni pédsovi struktiru A a U zdedi hornt pasovi struktiru A — t.j. matica L mé “dolni pésovi sirku”
w a matica U méa “hornd pasovua Sirku” w.
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7. (3.10.9) (a) N4jdite LDU faktory pre maticu A= [ 4 18 26 | (rovnakd ako v tlohe ¢. 1).
3 16 30

(b) Ukézte, ze ak mé& matica LDU rozklad, tak je jednoznaény.
(c) Vysvetlite preco pre symetricki maticu A s LDU rozkladom tento musf mat tvar A = LDL™.



