Maticovy pocet — Uloha ¢. 4

Cvicenia v tyzdni 20. oktébra 2025

Ijlohy (strany a ¢islovanie) si z knihy Carla D. Meyera Matriz Analysis and Applied Linear Algebra.

1. (4.5.13) Vykonajte nasledujice vypocty s maticami:
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(a) Néjdite h(A) a rieste Ax = b v presnej aritmetike.

(b) Najdite h(AT A) a rieste AT Az = ATb presne.

(c) Néjdite h(A) a rieste Az = b v trojcislicovej aritmetike.

(d) Najdite AT A, ATb a riesenie AT Az = ATb v trojcislicovej aritmetike.

2. (4.5.18) Ak A je stvorcova n x n matica, ukazte, ze nasledujiice tvrdenia si ekvivalentné:
(a) N(A) = N (42).

(b) R(A) = R (42).

(¢) R(A)NN(A) = {0}.

3. (4.5.19) Nech A, B sti n x n matice spliiajice A2 = A, B2 = B a AB = BA = 0.
(a) Ukdzte, ze h(A + B) = h(A) + h(B). Ndvod: Pozrite sa na (4)(A+ B) (A|B).
(b) Ukazte, ze h(A) + h(I — A) =n.

4. (4.5.20) Moore—Penroseova pseudoinverzia. Nech pre A € M, «(R) s h(A) = r je A = BC rozklad
matice A na faktory B, x, a Crxn, pricom matica B pozostava z “pivotovych” stlpcov matice A a C' je
tvorend r nenulovymi riadkami redukovaného stupnovitého tvaru F4. Matica AT definovana vztahom

Al =o0T(BTACT) BT

sa nazyva Moore—Penroseovou (pseudo)inverznou maticou k matici A.

(a) Zdovodnite, preco je matica BT ACT regularna.

(b) Overte, ze © = Afb je resenfm systému norméalnych rovnic AT Az = ATb (a tiez Az = b, ak je
tento systém konzistentny).

(c) Ukazte, Ze vieobecné riesenie AT Az = ATb (a tiez Az = B, ak je konzistnentny) sa d4 popisat
ako

= ATb+ (I — ATA)h,
kde h je “voInd premennd” — lubovolny vektor v R™.
(d) Zdovodnite, preco v pripade h(A) = n bude platit AT = (ATA)flAT.

(e) Vysvetlite preco pre A stvorcovii regularnu plati AT = A~1.
verte, ze AT = - spliia Penroseove rovnice:
f) Overte, ze AT = CT(BTACT)~' BT splha P i

AATA = A, (AANT = AAT
ATAAT = AT, (ATA)T = ATA.

Pozn. Penrose povodne definoval AT ako jediné riesenie tychto Styroch maticovych rovnic.

5. (4.6.1) Hookov zdkon hovori, ze vychylka y idedlnej pruziny linedrne zdvisi od sily z, ktorou sa na
nu posobi — t.j. y = kx pre nejakd konstantu k — tuhost pruZiny . Majme strunu s neznamou tuhostou,
zavesme na Tiu postupne rézne zivazia a zmerajme odchylky. Vysledky si zaznamenané v tabulke.
Pouzite metddu najmensich stvorcov na urcenie k.

z(keg) | 5 7 8 10 12

y (cm) [ 11,1 154 17,5 220 26,3
1




6. (4.6.6) Pri stiidiu rakoviny vyskumnik dosiel k hypotéze, ze z kratkodobého hladiska pocet zhubnych
nadorovych buniek y rastie exponencidlne vzhladom na ¢as t. T.j. y = ape®*t. Uréite parametre ag a
a1 metdédou najmensich stvorcov z nasledujicich dét:

t (dni) ‘ 1 2 3 4 5
y (bunky) [ 16 27 45 74 122

Navod: Aka bezna transformécia meni exponencidlnu funkciu na linedrnu?

7. (4.6.7) Pouzitim metédy najmensich Stvorcov néjdite pre nasledujice déta najlepsiu linedrnu
aproximéciu — priamku y = a4+ a najlepsiu kvadraticki aproximéciu — parabolu y = By + B1x+ B222.
Rozhodnite, ktora z tychto dvoch kriviek lepsie pasuje k ddtam porovnanim suctu Stvorcov chyb.

z|5 4 3 2 -1 0 1 2 3 405
y‘? 7 9 12 13 14 14 13 10 8 4

8. (4.6.9) Pre A € M,,x»(R) a b € R™ ukdzte, Ze x5 je rieSenim systému Ax = b v najmensich
Stvorcoch prave vtedy, ked xzo je Castou rieSenia vacsieho systému

(o ) (5)=(0)

Pozn. Nezriedka sa stdva, ze pri probléme najmen$ich Stvorcov je matica A extrémne velkd, ale
pomerne riedka. Pre takéto matice obsahuje predchadzajuci systém spravidla vyrazne menej nenulovych
zloziek ako systém normalnych rovnic, ¢o pomédha prekonat problémy s pamétou, ktorymi velké systémy
normalnych rovnic zvyknt trpiet. Tiez si treba vsimnut, Ze tento systém sa vyhyba explicitnému vypoctu
AT A, &im sa vyhneme nédrastu zlej podmienenosti/zaokriithlovacej chyby.



