Maticovy pocet — Uloha ¢. 5

Cvicenia v tyzdni 27. oktébra 2025

Ijlohy (strany a ¢islovanie) si z knihy Carla D. Meyera Matriz Analysis and Applied Linear Algebra.

1. (4.6.10) V aplikdcidch metédy najmensich Stvorcov sa Casto stane, ze matica dat Ay, x, nema
linedrne nezavislé stipce, t.j. h(A) < n, a nasledne prislugny systém normalnych rovnic AT Az = ATb
nema jednozna¢né rieSenie. To potom znamenad, ze aj nejakd odhadovana veli¢ina y, ktord je linedrnou
funkciou hladanych parametrov z = (ay, ag, ..., a,)T, napr.

y = aity +agta + -+ apty + ¢,

moze nadobtudat pre nekonecne vela rieSeni x nekonecne vela réznych hodnot, ¢o je neziaduce.

V takom pripade mé zmysel obmedzif sa iba na tie n-tice (t1,t2,...,t,), ktoré lezia v riadkovom
priestore matice A.

Ukazte, ze ak
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je Tubovolné riesenie Az = b v najmensich stvorcoch (t.j. AT Ax = ATb), potom je odhad
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jednoznacny v tom, ze nezdvisi od volby konkrétneho rieSenia x v najmensich Stvorcoch.

2. (5.9.7) Predpokladajme, 7e V = X @ Y a P je projektor na X’ v smere ). Ukdzte, ze plati
R(P)=N{I—-P)=X a RI-P)=N(P)=).

3. (5.9.12) Nech P a @ su projekéné operdtory.
(a) Ukdzte, ze R(P) = R(Q) prave vtedy, ked PQ = Q a QP = P.
(b) Ukézte, ze N (P) = N(Q) préave vtedy, ked PQ = P a QP = Q.
(c) Ukézte, ze ak Eq, Es, ..., Ei st projektory s rovnakym obrazom a aq,qg,...,ax si skaldry
splitajtice >_;o; =1, potom je aj >, a;E; projektor.

4. (5.9.17) Majme redlny alebo komplexny vektorovy priestor, E je projektor na X3 v smere Yy a F
je projektor na Xy v smere ). Ukézte, ze E + F' je projektor prave vtedy, ked FF = FE =0, a v tom
pripade R(E+F) :Xl @XQ aN(E+F) :yl ﬂyQ.

5. (5.9.18) Majme redlny alebo komplexny vektorovy priestor, E je projektor na X; v smere J; a F
je projektor na Xy v smere ). Ukéazte, ze E — F' je projektor prave vtedy, ked EF = FE = F, a v tom
pripade R(E—F)=Xi1N)Yy aN(E—F) =), & X>.

Ndvod: P je projektor prave vtedy, ked je (I — P) projektor.

6. (5.9.19) Majme redlny alebo komplexny vektorovy priestor, E je projektor na X; v smere J; a F
je projektor na Xy v smere ). Ukézte, ze ak EF = P = F'E, potom P je projektor na X} N Xy v smere

Vi + V.

7. (5.9.20) Vnitorny pseudoinverz pre Ay, xy je matica X, xm spiﬁajﬁca AXA = A, a vonkajsi pseu-
doinverz pre A je matica X Spiﬁajﬁca XAX = X. Ak je X zaroven vonkajsi aj vnitorny pseudoinverz,
nazyva sa reflexivny pseudoinverz.

(a) Ak Ax = b je konzistentny systém m rovnic o n nezndmych a A~ je lubovolny vnitorny pseu-
doinverz matice A, zdovodnite prec¢o sa d4 mnozina vsetkych rieseni Ax = b vyjadrit ako

Ab+R(I—A"A)={A b+ (I— A A)h|heR"},
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(b) Nech M a L su nejaké komplementdrne priestory k R(A4) a N(A), t.j. C™ = R(A) & M a
C" = L& N(A). Ukdzte, ze existuje jediny reflexivny pseudoinverz X matice A splitajtci R(X)=La
N(X) = M. Ukdite, 7e X = QA™ P, kde A~ je Tubovolny vntitorny pseudoinverz pre A, P je projektor
na R(A) v smere M a @ je projektor na £ v smere N'(A).

8. (5.13.3) Ukdzte, ze pre ortogondlny projektor P plati | Pz| = ||z|| prave vtedy, ked x € R(P).
9. (5.13.4) Vysvetlite preco AT P4y = AT pre A € My, n(R).

10. (5.13.5) Vysvetlite preco Pag = Y i_, u;u] , ak B = {u1,ua,...,u,} je nejakd ortonormalna bdza
podpriestoru M C R".

11.(5.13.13) Nech M a N st podpriestory priestoru V a Pa, Py s prislusné ortogondlne projekéné
operatory.

(a) Ukézte, ze Py Py = 0 prave vtedy, ked M 1L N.

(b) Je pravdou, ze PpiPpn = 0 préave vtedy, ked PyrPpg = 07 Vysvetlite.



