Maticovy pocet — Uloha ¢. 8

Cvicenia v tyzdni 17. novembra 2025

Ijlohy (strany a ¢islovanie) si z knihy Carla D. Meyera Matriz Analysis and Applied Linear Algebra.

1. (5.3.4) Ukéite, ze v redlnom vektorovom priestore so skaldrnym si¢inom a normou || - ||? = (-] )
plati nerovnost
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Ndvod: Uvazujte x — y.

2. (5.3.5) Zovodnite preco pre n X n matice A a B platia nasledujice nerovnosti:
a) | Tr(B)|? < n(Tr(B*B)).
b) Tr(B?) <

_Tr(BTB) pre redlne matice.
<
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pre redlne matice.

3. (5.3.6) Pozrite si dokaz rovnobeznikovej rovnosti na str. 290 a rozsirte ho na komplexné vektorové
priestory.

Ndvod: Ak je v komplexnom vektorovom priestore V' s normou || - || splnend rovnobeznikovd identita,
zvolte

_ e+ yl® =z —yl?
4

(@]y)r
a ukazte, ze
(x]y) = {x|y)r +iliz]|y), (polarizacnd identita)

definuje hermitovsky skalarny sucin na V.

4. (5.3.8) Vysvetlite preco Frobeniova maticovd norma spiﬁa rovnobeznikovi identitu na M,, ., (C).

5. (5.6.7) Predpokladajme, ze R a S si matice elementarnych reflexii.
a) Je (£ 9) elementdrna reflexia?
b) Je (£ 9) elementdrna reflexia?

6. (5.6.9) Nech U,,«, je matica s ortonormélnymi stfpcami a Vixn je matica s ortonormalnymi riad-
kami. Pre TubovoInd maticu A € M,.«x(C) rieste nasledujice tlohy pre maticové 2-normy a Frobeniove
maticové normy:

a) Ndjdite hodnoty [[Ul[2, [V 2, |[U|lF a [[V]r.

b) Ukdzte, ze |[UAV |2 = ||All2. (Ndvod: Zaginte s || U A||2.)

c) Ukézte, ze [UAV||F = || 4| F-

Pozn. Tieto vlastnosti noriem platia aj v Specidlnom pripade, ked st matice U a V unitarne
(8tvorcové). Preto st 2-norma a F-norma tzv. unitdrne invariantné maticové normy.

7. (5.6.14) Nech R = I — 2uu*, kde u € R™ s |ju| = 1. Ukdzte vypoctom, ze ak je z fixnym bodom
reflexie R (t.j. Rz = z), tak 2 musi byt kolmy na w.

8. (5.6.15) Nech pre xz,y € R™ plati ||z]| = ||y||, ale + # y. Vysvetlite ako sa dé skonstruovat
elementarna reflexia R spliiajica Rx = y.

Ndvod: Pozrite si obrazok 5.6.2 na str. 324 a najdite vyjadrenie pre vhodny vektor u definujici reflexiu
R.

9. (5.6.16) Nech x € R", resp. C", spliia ||z|| = 1. Uvazujme jeho delenie

T = ( ? ) , kde # € R" !, resp. C*L.
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a) Ukdzte, ze ak si zlozky z redlne a x; # 1, potom je
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ortogonélna matica.
b) Ukézte, ze ak s zlozky « komplexné, |z1]| # 1 a u =

X1 :
ENE potom je
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unitarna matica.

Pozn. Tieto vysledky umoznuju pomerne jednoduché rozsirenie daného jednotkového vektora x na
ortonormélnu bazu R™, resp. C".

10. (5.7.2) Predpokladajme, ze A € My, x,(R) ma hodnost h(A) = n a P je ortogondlna matica

spliajuca
PA=T = ( R%Xn )

pricom R je horné trojuholnikové matica. Ukéazte, Ze ak PT je rozdelend na bloky
PT:(men‘Y)v
potom stfpce matice X tvoria ortonormélnu bdzu R(A) a A = X R je QR rozklad matice A.

11. (5.7.5) Ukazte, ze ak A = QR je QR-rozkladom matice A typu m x n, potom pre Frobeniovu
normu plati | A||r = || R F-



