Maticovy pocet — Uloha ¢. 9

Cvicenia v tyzdni 24. novembra 2025

Ijlohy (strany a ¢islovanie) si z knihy Carla D. Meyera Matriz Analysis and Applied Linear Algebra.

1. (5.11.7) Predpokladajme, ze A = URVT je URV-rozklad matice A typu m x n hodnosti r. Pred-
pokladajme, Ze U je rozdelend ako U = (U;|Uz), kde U; je typu m x r. Ukaite, ze P = U U{ je matica
projekcie na R(A) v smere N (AT). V tomto pripade ide o kolmu projekciu, lebo stlpcovy priestor je
kolmy na Tavy nulovy. Ako vyzerd matica kolmej projekcie na N'(AT) v smere R(A)?

2. (5.11.14) Nech A je normdlna matica, t.j. ATA = AAT resp. A*A = AA* v komplexnom pripade.

a) Ukdzte, ze R(A — AI) L N(A — XI) pre kazdy skaldr .

b) Nech X a p st skaldry, pre ktoré st matice A — A a A — ul singularne — t.j. vlastné hodnoty matice
A. Ukézte, ze ak X\ # u, potom N'(a — XI) L N(A — uI).

3. (5.12.1) Né4jdite SV D-rozklad pre maticu

c=(73 )

4. (5.12.2) Ak st 09 > 09 > -+ > 0, nenulové singuldrne hodnoty matice A, potom sa d4 ukdzat,
ze funkcia vy, (A) = (07 + 03 + --- 4+ 07)"/? definuje unitdrne invariantni maticovii normu. Vysvetlite
preco su indukovand maticovd 2-norma a Frobeniova maticova norma extrémnymi pripadmi v zmysle
A3 = ot a Al = 0f + 05 + -+ 0.

5. (5.12.3) Kazd4 zo styroch bezne pouzivanych maticovych noriem || - |1, || - ll2, || - loo & || - || F sa
dé ohranicit zhora a zdola konstantnym ndsobkom inej maticovej normy. Teda ||All; < a|lA]|;, kde « je
zlozka na pozicii (i, j) v nasledujicej matici.
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Pre analyzu limitného spravania preto nehréd tlohu ktora z maticovych noriem sa pouzije; ide o ekviva-
lentné maticové normy. Zddvodnite, preco sd cleny pre dvojicu (2, F') a (F,2) v poriadku.

6. (5.12.4) Dokézte, ze ak o1 > g9 > -+ > o, si nenulové singuldrne hodnoty matice A hodnosti r a
IE|l2 < o, potom h(A+ E) > h(A).
Pozn: Toto tvrdenie hovori o tom, pre aké malé perturbéacie sa uz hodnost matice nemoéze znizit.

7. (5.12.5) Obraz jednotkovej sféry. Rozsirenie vysledku zo str. 414 pre singuldrne a obdlznikové
matice je nasledujuce: Ak o1 > 09 > -+ > 0, st nenulové singuldrne hodnoty matice A typu m X n,
potom obraz A(S3) C R™ jednotkovej 2-sféry Sy C R™ je elipsoid (pripadne degenerovany — dimenzie ),
ktorého k-ta poloos je o Uy, = AVig, kde Ui a Vi st prislusné Tavé a pravé singularne vektory matice

A.

8. (5.12.6) Ukdzte, ze ak je o, najmensia nenulova singuldrna hodnota matice A, xy,, potom

or = min [Az]> = 1/]| A2
Z||2=
zeR(AT)

9. (5.12.8) Ukdite, ze pre |e| < o2 ohraniéené najmensou nenulovou singuldrnou hodnotou o, matice
Apxn existuje matica (ATA 4+ el)™! a lime_,o(ATA +el)71AT = A

10. (5.12.15) Predpokladajme, ze A = URVT je URV-rozklad (t.j. moze to byt aj SV D-rozklad)
matice A typu m X n hodnosti r. Predpokladajme, ze U je rozdelend ako U = (U;|Us), kde U; je typu
1



m x r. Ukdzte, ze P = U U{ = AAT je matica projekcie na R(A) v smere N'(AT). V tomto pripade ide
o kolmt projekciu, lebo stlpcovy priestor je kolmy na lavy nulovy. Ako vyzerd matica kolmej projekcie
na N(AT) v smere R(A)?

. (5.12.16) Dokazte platnost nasledujticich vlastnosti pseudoinverzie Af.
f = A~1 pre reguldrnu (3tvorcovi) A.

d) At = {(ATA)lAT ak h(Ay ) =,
AT(AAT)1 ak h(Apxn) =m.
) AT = AT AAT = AATAT pre vietky A € My xn(R).
) At = AT(AAT)T = (AT A)t AT pre vietky A € Myyn(R).
) R(AT) = R(AT) = R(ATA) a N (A1) = A(AT) = A(AA).
) (PAQ)T = QT ATPT ak P a @ st ortogonalne matice, ale vo véeobecnosti (AB) # BT Af.
) (AT AYF = AT(ATE a (AAT)E = (AT)1 AL

12. (5.12.18) Nech matice X,Y € M,,»,(R) spinaji R(X) L R(Y).
a) Dokdzte Pytagorovu vetu pre matice vzhladom na Frobeniovu normu
IX + Y5 = XI5+ Y3
b) N4jdite priklad, v ktorom vzfah z ¢asti a) neplati pre maticovi 2-normu.
c) Ukézte, ze AT je najblizsou aproximéciou inverznej matice k A v tom zmysle, ze A je maticou s
najmensou Frobeniovou normou spomedzi tych, ktoré minimalizuji vzdialenost |1 — AX||F.



