Maticovy pocet — Uloha ¢. 10

Cvicenia v tyzdni 1. decembra 2025

Ijlohy (strany a ¢islovanie) si z knihy Carla D. Meyera Matriz Analysis and Applied Linear Algebra.

1. (7.1.7) Vysvetlite, pre¢o by malo byt na prvy pohlad zjavné, ze nula nie je vlastnou hodnotou
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matice Apyn = | 1 , a teda je A reguldrna.
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2. (7.1.8) Zdovodnite preco si vlastné hodnoty A*A a AA* redlne a nezdporné pre A € My, x,(C).
Ndvod: Uvazujte || Az||2/||x]|3. Kedy st vlastné hodnoty A*A a AA* kladné (ostrd nerovnost)?

3. (7.1.10) a) Ukézte, ze ak (A, z) je par vlastnd hodnota — vlastny vektor pre maticu A, potom
(\F, z) tvori taky par pre A, kde k je Tubovolné kladné celé ¢islo.
b) Ak p(z) = ap + a1z + - - - + axz” je lubovolny polyném, definujme p(A) ako

p(A) = apl + g A+ - + ap A"

Ukézte, ze ak (A, z) je par vlastnd hodnota — vlastny vektor pre maticu A, potom (p(A),z) tvori taky
pér pre p(A).
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4. (7.1.11) Vysvetlite ako z Gersgorinovej vety vyplyva, ze A = (? 20 04> musi mat aspon dve
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realne vlastné hodnoty. Nasledne overte vypoctom.

5. (7.1.12) Zdovodnite, 7ze ak A je nilpotentnd matica (A* = 0 pre nejaké k), tak Tr(A) = 0.
Ndvod: Aké je o(A)?

6. (7.1.17) Nech {A1, Ag, ..., A} st vlastné hodnoty A, «xn a (Ag,c) je jeden z parov vlastnd hodnota
— vlastny vektor.

a) Vysvetlite preco pre A ¢ o(A) plati (A — M) te=c/(A\x — N).

b) Pre Tubovolny vektor d,x; dokazte, Ze vlastné hodnoty matice A + cd” sa zhoduji s vlastnymi
hodnotami matice A, s tym, Ze Ay sa nahradi A\, + d”c.

c) Ako sa d4 vybrat d, aby sa vlastné hodnoty matic A + cd” a A zhodovali, s vynimkou toho, 7ze A
sa nahradi predpisanym ¢islom p?

7. (7.1.18) Nech A je §tvorcovd matica.

a) Zdoévodnite pre¢o maji A a AT rovnaké vlastné hodnoty.

b) Zdévodnite preco A € o(A) = X € o(A*).

Ndvod: Co je xa-(\)?

¢) Vyplyva z predoslych vysledkov, ze A € o(A4) & X € 6(A), ak m4 matica A redlne zlozky?

d) Nenulovy riadkovy vektor y* sa nazyva lavy vlastny vektor matice A, ak existuje skaldr p, pre
ktory y*(A — ul) = 0. Zdovodnite, preco musi byt p aj “pravostrannd” vlastnd hodnota matice A, ak
mé A redlne zlozky.

8. (7.1.19) Uvazujme matice A, xn @ Bpxm-

a) Zdovodnite preco AB a BA maju tie isté charakteristické polynémy, ak m = n. Ndvod: pozri
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b) Vysvetlite, preco musia byt charakteristické polynémy AB a BA rbézne ak m # n, a potom
zdovodnite, preco sa 0(AB) a o(BA) zhoduji s moznou vynimkou nulovej vlastnej hodnoty.

9. (7.1.20) Ak AB = BA, dokdzte, ze A a B maju spolo¢ény vlastny vektor.
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Ndvod: Nech pre A € o(A) tvoria stipce matice X bézu podpriestoru N(A — XI). Ukazte, 7e
(A — X)BX = 0 a zddvodnite, preco musi existovat Stvorcovd matica P splnajica BX = XP. Za-
merajte sa potom na (lubovolny) vlastny vektor a prislusni vlastnd hodnotu matice P.

10. (7.1.21) Pre fixné matice Py xm & Qnxn definujme linedrny operdtor T' na M, «,(C) predpisom
T(A) = PAQ.

a) Ukdazte, ze ak x je pravy vlastny vektor pre P a y* je lavy vlastny vektor pre @, potom zy* je
vlastny vektor pre T'.

b) Vysvetlite preco Tr(T) = Tr(P) Tr(Q).

11. (7.1.23) Newtonove rovnosti Nech A1, ..., \, st korene polynému p(A) = A" +ci A"~ + o A" 72 +
-+ + ¢, a oznaCme T = )\’f + )\’2“ +---+ )\fL. Newtonove rovnosti hovoria, ze ¢y = —(T1¢p—1 + ToCk—2 +
<+ 4 Tp—1c1 + 7% ) /k. Odvodte tieto rovnosti pomocou nasledujicich krokov:

a) Ukazte, ze p'(A) = p(A) Y1 (A = \;) ™! (logaritmickd derivdcia).

b) Pouzite rozvoj geometrického radu pre (A — ;) ™! na dokaz rovnosti
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pre |A|| > max; |\
¢) Porovnajte tieto dva vysledky pre prislusné mocniny .

12 (7.2.21) Predpokladajme, ze (A, z) a (u,y*) sd pravy par vlastnd hodnota/vlastny vektor, resp.
Tavy par vlastnd hodnota/vlastny vektor pre A € M,y (R), t.j. Az = Az a y*A = py*. Vysvetlite preco
y*xr =0 ak \ # p.



