Maticovy pocet — Uloha ¢. 11

Cvicenia v tyzdni 8. decembra 2025

Ijlohy (strany a ¢islovanie) si z knihy Carla D. Meyera Matriz Analysis and Applied Linear Algebra.

1. (7.2.7) Nech {x1,z9,...,2¢} je mnozina linedrne nezavislych vlastnych vektorov matice A, xy

prislichajicich vlastnym hodnotdm {A1,Aa,..., At} a nech X je Tubovolnd n x (n — t) matica tak,
yi

7e Puyxn = (71]...]7|X) je reguldrna. Ukdzte, ze ak P~! m4d tvar P~! = : , kde y¥ su riad-
y*
v

kové vektory a Y™* je typu (n —t) x n, potom {y7,y5,...,y;} si linedrne nezdvislé Iavé vlastné vektory

prisluchajice {1, Aa,..., A} — t.j. yFA = Ny

2. (7.2.15) Ukdzte, ze ak AB = BA, potom sa matice A a B daju sticasne previest na trojuholnikovy
tvar — t.j. U*AU =Ty a U*BU = Ty pre nejaki unitdarnu maticu U.
Ndvod: Pozri 7.1.20 a dokaz Schurovej lemmy.

3. (7.2.16) Ukazte, ze pre diagonalizovatelné matice plati AB = BA préve vtedy, ked sa daji A a B
stcasne diagonalizovat — t.j. P"'AP = D, a P~'BP = D, pre nejakid maticu P.
Ndvod: Ak A a B komutuji, potom komutuji aj P~*AP = (%! 9) a P~'BP = (¥ X).
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4. (7.2.19) Nech Nyxp =
1
0
a) Ukdzte, ze A € o(N + NT) prave vtedy, ked i\ € o(N — NT).
b) Vysvetlite preco N + N7 je regularna prave vtedy, ked je n parne.
¢) N4jdite hodnotu podielu det(N — NT)/det(N + NT) pre parne n.

5. (7.2.20) Toeplitzova matica tvaru

Co Cn—1 Cp—2 ... C1
C1 Co Ch—1 . Co
C = Co C1 Co e C3
Cp—1 Cp—2 Cp-3 ... Co J .
sa nazyva cirkulantnd matica. Ak p(z) = co+crx+...ch12" ' a {17 £,62,. .. ,5"*1} su n-té odmocniny
z jednotky, potom podla 5.8.12 plati
p(1) 0 0
0 p(§) 0
F,CE! = , :
0 0 ... pnh

kde F,, je Fourierova matica radu n. Overte priamym vypoctom vlastnych hodnét a vlastnych vektorov
pre cirkulantni maticu

O = O
_— o = O
o= O
— o=k OoO



6. (7.3.6) Vysvetlite preco plat{ det (e?) = e,

7. (7.3.9) Vysvetlite preco eAt8 = e4eP ak AB = BA. Néjdite priklad, kde sa eA+B, edeB a eBel
navzdjom lisia ak AB # BA.

Ndvod: Cvicenie 7.2.16 pre diagonalizovatelny pripad; vo vSeobecnosti sa pozrite na F'(t) = el
eAe(BY) o F/(1).

A+B)t _

8. (7.3.10) Ukézte, Ze e je ortogonalna matica, ak A je redlna antisymetricka.

9. (7.3.12) Spektrdlny polomer matice A je p(A) = maxy,cq(a) |Ai|. Ukdzte, Ze ak je A diagonalizova-
telnd, potom
p(A) = lim || A™|Y/™ pre kazdd maticovi normu.
n—oo

Tento vysledok plati tiez aj pre nediagonalizovatelné matice, ale dokaz je komplikovanejsi (pozri Priklad
7.10.1, str. 619).

10. (7.4.1) Predpokladajme, ze A, x, je diagonalizovatelnd a P = (x1]xs|...|x,) je matica, ktorej
stlpce tvoria tplnd sadu linedarne nezavislych vektorov zodpovedajicich vlstnym hodnotam, ;. Ukézte,
7e rieSenie systému v’ = Au, u(0) = ¢ sa d4 napisat ako

u(t) = ety + &eay + -+ Guetntay,

kde koeficienty &; ziskame ako rieSenie systému P& = c.

11. (7.5.3) Ukézte, ze A € M,,»,(R) je normédlna a mé redlne vlastné hodnoty prave vtedy, ked je A
symetricka.

12. (7.5.4) Ukdzte, ze vlastné hodnoty redlnej antisymetrickej alebo antihermitovskej matice musia
byt rydzo imagindrne ¢isla (t.j. redlne ndsobky 7).

13. (7.5.10) Ukdzte, ze pre normalnu maticu A je (A, z) par vlastna hodnota — vlastny vektor prdve
vtedy, ked je (A, z) takym pdrom pre maticu A*.



