Maticovy pocet — Uloha ¢. 12

Cvicenia v tyzdni 15. decembra 2025 a na precvicenie latky z poslednej prednasky, resp. pred skiskou

Ijlohy (strany a ¢islovanie) si z knihy Carla D. Meyera Matriz Analysis and Applied Linear Algebra.

1. (7.5.5) Ak chceme rozhodnit, ¢o by mohlo platif pre (normélne) matice, pomdaha uvazovat v
nasledujicich prirovnaniach

Hermitovské matice +— Redlne ¢isla (z = 2).
Anti-hermitovské matice <+— Rydzo imagindrne ¢isla (z = —2).
Unitarne matice +— Body na jednotkovej kruznici (z = e*%).

Napriklad, komplexnd funkcia f(z) = (1 — 2)(1 + 2)~! (linedrna lomend transformdcia) zobrazuje ima-
gindrnu os v komplexnej rovine na body leziace na jednotkovej kruznici, lebo |f(2)|> = 1 pre z = —z.
Preto je opodstatnené vyslovit hypotézu (ako to spravil v r. 1846 A. Cayley), Ze pre antihermitovski
(alebo redlnu anti-symetricki) maticu A bude matica

fA =T -AIT+A) " =T+A)Y-A)

unitdrna (resp. ortogondlna). Dokézte, Ze to je naozaj pravda. Takato maticova funkcia sa nazyva
Cayleyho transformdcia.

2. (7.5.13) a) Vysvetlite preco je kazd4d unitdrna matica unitdrne podobnd diagondlnej matici v tvare
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b) Dokazte, ze kazda redlna ortogondlna matica je ortogondlne podobnd redlnej blokovo diagonélnej
matici v tvare
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cosfy sin by
—sinf; cos6,

cos 0; sin 6,
—sin#; cosB;

3. (8.2.4) Néjdite Perronov koreil a Perronov vektor pre
[ 1-« I5)
A= ( a 1-0 > ’

4. (8.2.6) Dokéazte, ze ak sa sucet zloziek v kazdom riadku (alebo stipci) matice A, xn, > 0 rovna p,
potom p(A) = p.

kdea+B8=1aa,B>0.

5. (8.2.7) Dokézte, ze ak A, x, > 0, potom
min Z a;; < p(A) < max Z a;j.
7 = 1 =
Ndvod: Pozri priklad 7.10.2 na str. 619.
6. (8.2.8) Na ilustriciu toho, ze predpoklad kladnosti v Perronovej vete nemozno zoslabit zostrojte

priklady Stvorcovych matic A, pre ktoré A > 0 ale A ¥ 0 (t.j. A md aspon jednu nulovi zlozku), s
1



r = p(A) € o(A), pricom platia nasledujice tvrdenia. Pre rozne tvrdenia bude pravdepodobne treba
néjst rozne priklady.
a) r moze byt 0.
b) alg mult 4 (r) moze byt vacsia ako 1.
¢) index (r) moze byt vacsi ako 1 (rozmer najvécsieho bloku v Jordanovom tvare pre r € o(A)).
d) N(A — rI) nemusi obsahovat kladny vlastny vektor.
e) r nemusi byt jeding vlastnd hodnota na spektrélnej kruznici.

01 0 0
0 0 1 0
7. (8.3.9) Wielandt skonstruoval maticu W,, = | : = .. . ¢ [, pre ktora 2" ~2"+2 > ¢,
0 0 ... 0 1
11 0 ... O
ale [W;}Z*%* 1] = 0. Overte pre n = 4 a pripadne skuste dokazat pre vseobecné n.
11

8. (8.4.4) Ukdzte, ze lavy Perronov vektor pre ireducibilni stochasticki maticu P,y (n > 1) je dany
ako

1
T
— (P, Ps,...,P)),
™ ZZL:IPZ( 1,42, 3 )
kde P; je i-ty hlavny minor (determinant (n — 1) x (n — 1) podmatice) pre I — P.
Ndvod: Comu sa rovnd adj(A)A pre singuldrnu maticu A?



