Numerickd linedrna algebra II. — Uloha ¢. 7

Termin odovzdania: 6. april 2022

Ijlohy (strany a ¢islovanie) st z knihy Lloyda N. Trefethena a Davida Baua, III Numerical Linear
Algebra.

1. (36.1) V lekcii 27 sa poukdzalo na to, Ze vlastné hodnoty symetrickej matice A € M, ,(R) st
stacionarnymi hodnotami Rayleighovho podielu 7(z) = (z7 Az)/(zTz) pre x € R™. Ukézte, ze Ritzove
hodnoty v n-tom kroku Lanczosovho iterovania zodpovedaju staciondrnym hodnotdm r(x) v rdmci pod-
priestoru KCy,.

2. (36.2) Uvazujme polyném p € P", t.j. p(z) =II}_, (2 — z) pre nejaké z;, € C.

a) Vyjadrite log |p(z)| ako sucet n ¢lenov zodpovedajicich bodom z.

b) Vysvetlite, preco sa d4 ¢len obsahujuci zy, interpretovat ako potencidl zodpovedajuci jednotkovému
zépornému bodovému ndboju umiestnenému v zi, ak sa néboje odpudzuju proporéne vzhladom na
prevratent hodnotu ich vzdialenosti. Preto sa dé log |p(z)| povazovat za potencidl v bode z indukovany
n bodovymi ndbojmi.

¢) Nahradenim ndboja velkosti —1 ndbojom —1/n a zoberic n — oo dostaneme spojiti distribiciu
ndboja p(¢) s integralom —1, pre ktori mozeme oc¢akdvat vzfah s limitnou hustotou korenov polynémov
p € P" pre n — oo. Néjdite integrdl reprezentujici potencidl ¢(z) zodpovedajici distribucii p(¢) a
vysvetlite jeho stvis s |p(z)].

d) Nech S je uzavretd, ohrani¢end podmnozina C neobsahujica izolované body. Povedzme, ze hfaddme
distribiciu p(¢) s nosicom v S, ktord bude minimalizoval max,cg ¢(z). Zddvodnite (nemusi to byt
rigorézne), preco by malo platit ¢(z) = konst. v celom S. Vysvetlite, preco toto znamend, ze “ndboje”
st v ekvilibriu, t.j. neposobi na ne ziadna celkova sila. Inymi slovami, S sa sprava ako dvojrozmerny
vodi¢ v ramci ktorého sa celkovy ndboj velkosti —1 rozdistribuoval volne. Az na aditivnu konstantu,
@(2) je Greenova funkcia pre S.

e) Ako krok k zdévodneniu pravidla zo str. 279 predpokladajme, ze A je redlna symetrickd matica s
husto distribuovanym spektrom v [a,b]U{c}U]d, e] pre a < b < ¢ < d < e. Teda interval [b, d] zodpovedd
oblasti s “prili§ malym ndbojom” v rdmci mnoziny S = [a,e]. Vysvetlite, preco sa dd ocakdvat rychla
konvergencia Ritzovych hodnot k ¢ a odhadnite rychlost konvergencie vzhfadom na potenciél ekvilibria
¢(z) zodpovedajiceho mnozine S’ = [a,b] U [d, €].

3. (36.3) Nech A je 1000 x 1000 symetrickd matica, ktorej zlozky si nulové, okrem a; = /i na
diagonale, a;; = 1 na vedlajsich dvoch diagondlach a a;j = 1 na stych vedlajsich diagondlach, t.j. pre
|i — 7] = 100. Urcite najmensiu vlastni hodnotu matice A pomocou Lanczosovho iterovania s presnostou
na Sest desatinnych miest.

4. (37.1) Standardny rekurentny vztah pre Legendrove polynémy mé tvar

2n—1 n—1
P,(z) = TJ:Pn_l(x) — P, _o(z),

s pociatoénymi hodnotami Py(z) =1 a Py(z) = 1.

a) Overte, Ze takto dostaneme plynémy Ps(z) a Ps(z) ndjdené v kapitole 7, (7.11).

b) Kedze {P,(x)} a {gn+1(2)} st normalizované rozne, rekurencia v tomto priklade sa 1isi od vzorca
(37.5), v ktorom mame koeficienty dané predpisom (37.6). Napiste obe prislusné tridiagondlne matice a
odvodte vztah medzi nimi.

¢) Pouzite ¢ast b) pre ndjdenie vzorca pre g,11(1), alebo, ekvivalentne, pre || P, (z)]|.

5. (37.2) Vyuzijic ortogonalitu polynémov ukézte, ze g,+1(x) mé n navzajom rdznych koretnov, ktoré
sa vietky nachddzajui v otvorenom intervale (—1,1). (Fakt, Ze korene sd rézne vyplyva aj z rieSenia tlohy
25.1, ale tu pouzite priamy argument.)



