Numerickd linedrna algebra II. — Uloha ¢. 1

Termin odovzdania: 22. februar 2023

Ulohy (strany a ¢islovanie) st z knihy Lloyda N. Trefethena a Davida Baua, III Numerical Linear
Algebra.

1. (Pozri Lekcia 15, str. 110) V MATLAB-e alebo OCTAVE naprogramujte funkciu, ktord vypocita pre
zadant 2 x 2 maticu [ 4] jej vlastné hodnoty ako korene charakteristick¢ho polynému x(z) = 2% — (a+

, -4 _ —14 145,01x10~'% —501x10~ 14+5%x107° —5x1071°
—be). Na prikladoch | 1+2x10 5x10 , : . .
d)x+(ad bc) a prikladoc —5x107* 145%x107* |’ | —5,01x107* 145,01x10" & 510715 1+5%x1071°

ndjdite presné vlastné hodnoty a pozorujte, aki (ne)presnost vieme dosiahnuf pouzitim procediry EIG,
rieSenim kvadratickej rovnice pomocou procediry ROOTS, ¢i priamym dosadenim do vzorca pre korene
kvadratickej rovnice.

2. (25.1.) (a) Nech A € M,, ., (C) je tridiagonalna a hermitovskd s nenulovymi zlozkami na vedIajsich
diagonalach. Ukazte, ze vlastné hodnoty matice A si navzdjom rozne.

(Ndvod: Ukézte, ze pre kazdé A € C ma matica A — AI hodnost aspoin m — 1.)

(b) Predpokladajme, Zze A je v hornom Hessenbergovom tvare, pricom vietky zlozky na dolnej vedlaj3e;
diagonale st nenulové. Najdite priklad matice, ktorda bude mat viacnasobni vlastni hodnotu.

3. (25.3.) Predpokladajme, ze mdme 3 x 3 maticu, pre ktort chceme vynulovat niektoré jej zlozky
lavym a/alebo pravym ndsobenim unitdrnymi maticami @;, ako si Householderove reflektory alebo
Givensove rotacie. Uvazujme nasledujuce tri maticové struktuiry:

x x 0 x x 0 x x 0
()| 0 x x|, (b)| x 0 x|, ()] 0 0 x
0 0 x 0 x X 0 0 x

Pre kazdu rozhodnite, ktora z nasledujucich situdcii nastdva a zdévodnite.
(1) D4 sa dosiahnut postupnostou lavych ndsobeni maticami Q;;
(ii) Neplati (i), ale d4 sa dosiahnut postupnostou favych a pravych ndsobeni maticami Q;;
(iii) Ned4 sa dosiahnut ziadnou postupnostou pravych a lavych ndsobeni maticami @);.

4. (26.1.) Veta 26.1 a jej obdoby v nasledujucich kapitoldch hovori, ze dokdzeme numericky vypocitat
priblizné vlastné hodnoty {5\]} matice A, ktoré su presnymi vlastnymi hodnotami matice A + A s
I0A]/I|All = O(€émachine). Znamena to, ze su blizko presnym vlastnym hodnotdm {\;} matice A?
Takouto otazkou sa zaoberd tedéria perturbécii vlastnych hodnot.

Pri jej skiimani mo6zeme postupovat geometricky nasledovne. Pre A € M, ,,(C) so spektrom A(A) C
C a € > 0 definujme e-pseudospektrum A.(A) matice A vzladom na 2-normu ako mnozinu &isel z € C
spfﬁajﬁcich Tubovolnt z podmienok:

(i) z je vlastnou hodnotou matice A + JA pre nejaki maticu §A4 s ||§4|2 < ¢;

(i) Existuje vektor u € C™ spliiajici ||(A — zI)ulls < € a |luls = 1;

(iil) om(zI — A) < ¢

(i) (=1 — A) 1 > .

Matica (2I — A)~! v (iv) sa nazyva rezolventa matice A v bode z. Ak z je vlastnou hodnotou matice
A pouzivame konvenciu, ze ||(z] — A)71||z = co. V (iii), o,, oznacuje najmensiu singuldrnu hodnotu.

Ukézte, ze podmienky (i)—(iv) st ekvivalentné.

5. (26.3.) Jednym z najzndmejsich vysledkov v tedrii perturbécii vlastnych hodnot je Bauer-Fikeho
veta. Predpokladajme, ze A € M,, ,,(C) je diagonalizovatelnd ako A = VAV ™! a 64 € M, 1, (C) je
Tubovolnd. Potom kazdé z vlastnych hodnot matice A + 0A lezi v aspon jednom z kruhov so stredom vo
vlastnej hodnote matice A a polomerom x(V)||0A||2, kde & je &slo podmienenosti vzhladom na 2-normu.
(Porovnaj s Prikladom 24.2 — Gersgorinovou vetou).

(a) Dokézte Bauer-Fikeho vetu pomocou ekvivalencii podmienok (i) a (iii) z Prikladu 26.1.
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(b) Predpokladajme, ze A je normdlna. Ukdazte, ze pre kazdd vlastni hodnotu S\j matice A + JA
existuje vlastnd hodnota A; matice A spliajica

Aj = Al < [[5A].



