
Numerická lineárna algebra II. – Úloha č. 1

Termı́n odovzdania: 22. február 2023

Úlohy (strany a č́ıslovanie) sú z knihy Lloyda N. Trefethena a Davida Baua, III Numerical Linear
Algebra.

1. (Pozri Lekcia 15, str. 110) V Matlab-e alebo Octave naprogramujte funkciu, ktorá vypoč́ıta pre
zadanú 2× 2 maticu

[
a b
c d

]
jej vlastné hodnoty ako korene charakteristického polynómu χ(x) = x2− (a+

d)x+(ad−bc). Na pŕıkladoch
[
1+5×10−14 −5×10−14

−5×10−14 1+5×10−14

]
,
[
1+5,01×10−14 −5,01×10−14

−5,01×10−14 1+5,01×10−14

]
a
[
1+5×10−15 −5×10−15

−5×10−15 1+5×10−15

]
nájdite presné vlastné hodnoty a pozorujte, akú (ne)presnost’ vieme dosiahnut’ použit́ım procedúry eig,
riešeńım kvadratickej rovnice pomocou procedúry roots, či priamym dosadeńım do vzorca pre korene
kvadratickej rovnice.

2. (25.1.) (a) Nech A ∈ Mm,m(C) je tridiagonálna a hermitovská s nenulovými zložkami na vedl’aǰśıch
diagonálach. Ukážte, že vlastné hodnoty matice A sú navzájom rôzne.

(Návod: Ukážte, že pre každé λ ∈ C má matica A− λI hodnost’ aspoň m− 1.)
(b) Predpokladajme, že A je v hornom Hessenbergovom tvare, pričom všetky zložky na dolnej vedl’aǰsej

diagonále sú nenulové. Nájdite pŕıklad matice, ktorá bude mat’ viacnásobnú vlastnú hodnotu.

3. (25.3.) Predpokladajme, že máme 3 × 3 maticu, pre ktorú chceme vynulovat’ niektoré jej zložky
l’avým a/alebo pravým násobeńım unitárnymi maticami Qj , ako sú Householderove reflektory alebo
Givensove rotácie. Uvažujme nasledujúce tri maticové štruktúry:

(a)

 × × 0
0 × ×
0 0 ×

 , (b)

 × × 0
× 0 ×
0 × ×

 , (c)

 × × 0
0 0 ×
0 0 ×

 .

Pre každú rozhodnite, ktorá z nasledujúcich situácíı nastáva a zdôvodnite.
(i) Dá sa dosiahnut’ postupnost’ou l’avých násobeńı maticami Qj ;
(ii) Neplat́ı (i), ale dá sa dosiahnut’ postupnost’ou l’avých a pravých násobeńı maticami Qj ;
(iii) Nedá sa dosiahnut’ žiadnou postupnost’ou pravých a l’avých násobeńı maticami Qj .

4. (26.1.) Veta 26.1 a jej obdoby v nasledujúcich kapitolách hovoŕı, že dokážeme numericky vypoč́ıtat’

približné vlastné hodnoty {λ̃j} matice A, ktoré sú presnými vlastnými hodnotami matice A + δA s
∥δA∥/∥A∥ = O(ϵmachine). Znamená to, že sú bĺızko presným vlastným hodnotám {λj} matice A?
Takouto otázkou sa zaoberá teória perturbácíı vlastných hodnôt.

Pri jej skúmańı môžeme postupovat’ geometricky nasledovne. Pre A ∈ Mm,m(C) so spektrom Λ(A) ⊆
C a ϵ > 0 definujme ϵ-pseudospektrum Λϵ(A) matice A vzl’adom na 2-normu ako množinu č́ısel z ∈ C
sṕlňajúcich l’ubovol’nú z podmienok:

(i) z je vlastnou hodnotou matice A+ δA pre nejakú maticu δA s ∥δA∥2 ≤ ϵ;

(ii) Existuje vektor u ∈ Cm sṕlňajúci ∥(A− zI)u∥2 ≤ ϵ a ∥u∥2 = 1;
(iii) σm(zI −A) ≤ ϵ;
(iv) ∥(zI −A)−1∥2 ≥ ϵ−1.
Matica (zI −A)−1 v (iv) sa nazýva rezolventa matice A v bode z. Ak z je vlastnou hodnotou matice

A použ́ıvame konvenciu, že ∥(zI −A)−1∥2 = ∞. V (iii), σm označuje najmenšiu singulárnu hodnotu.
Ukážte, že podmienky (i)–(iv) sú ekvivalentné.

5. (26.3.) Jedným z najznámeǰśıch výsledkov v teórii perturbácíı vlastných hodnôt je Bauer-Fikeho
veta. Predpokladajme, že A ∈ Mm,m(C) je diagonalizovatel’ná ako A = V ΛV −1 a δA ∈ Mm,m(C) je
l’ubovol’ná. Potom každá z vlastných hodnôt matice A+ δA lež́ı v aspoň jednom z kruhov so stredom vo
vlastnej hodnote matice A a polomerom κ(V )∥δA∥2, kde κ je č́ıslo podmienenosti vzhl’adom na 2-normu.
(Porovnaj s Pŕıkladom 24.2 – Geršgorinovou vetou).

(a) Dokážte Bauer-Fikeho vetu pomocou ekvivalencíı podmienok (i) a (iii) z Pŕıkladu 26.1.
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(b) Predpokladajme, že A je normálna. Ukážte, že pre každú vlastnú hodnotu λ̃j matice A + δA

existuje vlastná hodnota λj matice A sṕlňajúca

|λ̃j − λj | ≤ ∥δA∥2.
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