Numerickd linedrna algebra II. — Uloha ¢. 9

Termin odovzdania: —

Ulohy (strany a ¢islovanie) st z knihy Lloyda N. Trefethena a Davida Baua, III Numerical Linear
Algebra.

1. (39.1) Uvazujme tlohu Az = b pre m x m maticu z (39.5).

a) Ukézte, ze jej singuldrne hodnoty sd 1, z ¢oho vyplyva, ze algoritmus CGN skonverguje v jednom
kroku.

b) Ukazte, ze jej vlastné hodnoty si m-té odmocniny z jednotky, a kvoli tomu algoritmus GMRES
pre vSeobecné b potrebuje m krokov na dokonvergovanie.

¢) Takdto matica A je prilis Struktirovand — na to, aby sme porozumeli spravaniu konvergencie ne-
treba poznat jej vlastné ani singuldrne hodnoty. Konkrétne, vysvetlite na priklade preco bude GMRES
algoritmus potrebovat m krokov pre skonvergovanie pre pravu stranu b = (1,0,0,...,0).

2. (39.2) Ako protiklad k cviceniu 39.1, zostrojte maticu TubovoIného rozmeru m so skoro opa¢nymi
vlastnostami: GMRES skonverguje v dvoch krokoch, ale CGN si bude vyzadovat plnych m krokov.

3. (39.5) Ktory z algoritmov CG, GMRES, CGN alebo BCG by ste ocakévali ako najefektivnejsi pre
rieSenie m x m ulohy Az = b? Dévody?

a) A je hustd nehermitovska matica s m = 10%, ktorej vietky vlastné hodnoty, s vynimkou troch, st
priblizne rovné —1.

b) Rovnako ako v a), ale tentoraz sa vsetky vlastné hodnoty, s vynikou troch, nachddzaji zhruba
rovnomerne v oblasti —10 < Real(A\) < 10, —1 < Imag(\) < 1.

c) A je riedka nehermitovskd matica s m = 10%, iba s 10" nenulovymi zlozkami a vlastnymi hodnotami
ako v a).

d) A je riedka hermitovskd matica s m = 10°, ktorej vlastné hodnoty sa nachddzaji v celom intervale
[1,100].

e) Rovnako ako v d), ale tentoraz mé A este navyse dve osamotené vlastné hodnoty 0.01 a 10 000.

f) Rovnako ako v e) s dodatoénymi odlahlymi hodnotami —1, —10 a —100.

g) A je riedka normalna matica s m = 10°, ktorej komplexné vlastné hodnoty sa nachddzaji zhruba
rovnomerne v medzikruzi 1 < |A] < 2.

4. (40.1) Majme A = M — N, kde M je reguldrna matica. Predpokladajme, Ze ||[I — M~1N|j; <1/2
a M sa pouzije ako predpodmienkovacia matica ako v (40.2).

a) Ukézte, ze ak na takto predpodmienkovant tlohu pouzijeme GMRES iterovanie, norma rezidudlu
zarucene klesne po dvadsiatich krokoch aspon o Sest radov.

b) Kolko krokov CGN je potrebnych pre zaruceny pokles rovnakej tirovne?



