Numerickd linedrna algebra II. — Uloha ¢. 10

Termin odovzdania: —

Ulohy (strany a ¢islovanie) st z knihy Lloyda N. Trefethena a Davida Baua, III Numerical Linear
Algebra, resp. ¢lanku Randomized Numerical Linear Algebra: Foundations & Algorithms od P-G. Mar-
tinssona a J. A. Troppa.

1. (Vyberovy odhad stopy I):

Pre maticu A z 36.3 (DU ¢. 7) a matice B, z prikladu 38.1 (DU ¢. 8) pre 7 = 0.01,0.05,0.1, 0.2 n4jdite
ich stopy. N4jdite aj ich Frobeniove normy. Pouzite algoritmus 1 (str. 12 v Martinsson-Trop) pre odhad
stopy. Néjdite hodnotu estiméatora X}, a rozptylu vzorky Sj pre vietkych pit matic a k = 10,20, 50.
Ndhodny testovaci vektor w najprv berte z rozdelenia NORMAL(O, I) a potom z UNIF{+1}". Porovnajte

najdeny rozptyl vzorky Sy s teoretickymi (ne)rovnostami pre Var[X}] uvedenymi v prikladoch 4.1 a 4.2.

2. Optimdlne meracie systémy (Optimal measurement systems):

Ukézte, ze ak U = {uy,us, ..., Uy} je optimalny meraci systém (t.j. spliia rovnost 4.5), tak ndhodnd
premennd X = w*(Aw), pre ndhodny testovaci vektor w = /nu, kde u vyberdme rovnomerne z U, bude
naozaj estimator stopy A s varianciou urc¢enou rovnostou 4.7.

3. Rowvnothle priamky (equiangular lines):
a) Dopliite naért dokazu, ze maximalny pocet rovnothlych priamok v C™ je n?:
e majme rovnouhle vektory z1, ..., xp s normou 1 v C",
o [(xi,x;)| = a <= Tr((w])(x;2})) = a® = hermitovské projekéné matice x;x} st pre i =
1,..., D linedrne nezavislé v n?-rozmernom realnom VP hermitovskych matic typu n x n.
(Pre detaily pozri napr. https://symomega.files.wordpress.com/2009/11/perth.pdf)
b) ukédzte, ze systém n? rovnouhlych priamok v C" (priklad 4.7.2 (1) v Martinsson-Tropp) je op-
timalnym meracim systémom (Def 4.7.1) a naozaj Spiﬁa rovnosti 4.5, 4.6 a 4.7.

4. (Vyberovy odhad stopy II — Stochastickd Lanczosova kvadratira):

a) Pre maticu A z 36.3 (DU ¢&. 7) néjdite jej stopu a Frobeniovu normu. Njdite aj inverznt maticu
A~! a jej stopu, podobne aj pre maticu A%. Pouzite algoritmy 5 a 6 (str. 22-24 v Martinsson-Trop)
pre odhady tr(A), tr(A™1), tr(A?), tr(A®) a det A (cez > log()\;)) pre potty iterdcii ¢ = 10,20, 30, resp.
pocty restartov (a velkosti priemerov) k =1,2,5 a 10.

b) Kedze matica A nie je kladne definitnd (najmensia vlastnd hodnota je cca. —0.300962), nemozeme
ocakéavat ze SLQ algoritmus zbehne dobre pre funkcie 1/z a log(x). Skuste to isté s maticou A+ 1, ktord
uz bude kladne definitnd. Porovnajte s a).

¢) Spravte to isté s maticami B, z prikladu 38.1 (DU ¢. 8) pre 7 = 0.01,0.05,0.1,0.2. Pre 7 = 0.2
opit matica nebude kladne definitnd a SLQ algoritmus by mal znova prestat fungovat pre odhad tr(A~1)
a det(A).

d) Porovnajte kvalitu odhadov stop, resp. Frobeniovej normy cez tr(A?) = ||A||%, s prikladom é&. 1.


https://symomega.files.wordpress.com/2009/11/perth.pdf

