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Uvod

Prvodisla sa v matematike vyskytovali uz od staroveku. Maju klucovy vyznam v tedrii
Cisel, ktord sa dodnes venuje otazkam suvisiacim napriklad s rozloZzenim prvocisel,
algoritmami na hladanie prvociselného rozkladu a na testovanie prvoéiselnosti. Tieto
testy nasli svoje uplatnenie aj v praxi. V niektorych kryptosystémoch, ako napriklad
RSA, sa na vytvorenie kliéa pouzivaju velké prvocisla. A prave pri hladani velkych
prvodisel sa mozu uplatnit rozne algoritmy na testovanie prvociselnosti.

V tejto préci sa budeme zaoberat AKS-algoritmom. AKS-algoritmus je prvy znamy
bezpodmienecne deterministicky polynomialny algoritmus na testovanie prvociselnosti.
V prvej kapitole uvedieme rozne testy pouzivané na testovanie prvociselnosti a porov-
name ich s AKS-algoritmom. Uz skér boli zndme niektoré algoritmy, ktoré mali poly-
nomiélnu alebo ,takmer“ polynomialnu zlozitost. Islo v8ak bud o pravdepodobnostné
algoritmy (t.j. algoritmus mohol niekedy odpovedat chybne, hoci s malou pravde-
podobnostou) alebo odvodenie polynomiélne ¢asovej zloZitosti zéviselo napriklad na
rozsirenej Riemannovej hypotéze (v pripade Rabin-Millerovho testu).

A7z v roku 2002 objavili indicki matematici M. Agrawal, N. Kayal a N. Saxena de-
terministicky algoritmus, ktorého ¢asové zlozitost sa dé ohraniéit polynémom bez toho,
ze by sme museli prijat aktkolvek dodatoént hypotézu. Ich pévodny dokaz pouzival
pomerne hlboké vysledky z analytickej tedrie ¢isel, neskor sa v8ak podarilo zdovodnit
jeho spravnost a polynomidlnu zloZitost aj pomerne elementarnymi prostriedkami.

Pokiisime sa o teoretické odvodenie spravnosti a zlozitosti AKS-algoritmu, pri¢om
sa budeme snazit pouzif ¢o najelementarnej$i matematicky aparat. Tento algoritmus
budeme aj implementovat - konkrétne jednu z jeho viacerych verzii, ktoré sa vyskytli
v literatuare.

Ako zékladn literattiru popisujicu AKS-algoritmus pouzijeme v prvom rade ¢la-
nok [2], z ktorého tento algoritmus pochédza, ale takisto aj ¢lanok [31] a posledni
kapitolu z knihy [30], ktora sa tieZ zaobera tymto algoritmom.

Prva kapitola stru¢ne popisuje najznamejsie algoritmy pouzivané na testovanie pr-
vociselnosti. V druhej kapitole tejto prace zhrnieme potrebné poznatky z algebry, tedrie
¢isel a zlozitosti algoritmov pouzivanych v tedrii éisel. Citatel, ktory tieto poznatky
ovldda, moze tto kapitolu vynechat a pokracovat priamo odvodenim spravnosti a ¢a-
sovej zlozitosti AKS-algoritmu, ktoré je obsahom tretej a Stvrtej kapitoly. VyuZzijeme
sme hlavne ¢lanok [31], v ktorom st uvedené potrebné tvrdenia zo vSetkych troch spo-
minanych oblasti. Niektoré pomocné poznatky z algebry mozno najst aj v udebnici [21].
Vybornym zdrojom pre vlastnosti prvoéisel a niektoré odhady st knihy [18], [23] ako aj
kurz [19] a diplomova praca [32]. Tedriou ¢isel z algoritmického hladiska sa zaoberaju
napriklad knihy [14], [22] a [30]. St¢astou préace je aj implementacia AKS-algoritmu.
Niektorym detailom implementacie sme sa venovali v zavere prace.



Kapitola 1

Prehlad algoritmov
pouzivanych na testovanie
prvociselnosti

Cielom tejto kapitoly je struéne popisat starSie algoritmy na zistovanie prvociselnosti
a zistif aké vyhody a nedostatky mé v porovnani s nimi AKS-algoritmus.

1.1 Testy prvociselnosti

1.1.1 Lucas-Lehmerov test

Lucas-Lehmerov test patri medzi tzv. n + 1 testy - modze sa pouzit, ak pozname kano-
nicky rozklad ¢isla n+ 1. Cislo n+1 m4 velmi jednoduchy kanonicky rozklad napriklad
ak n = 2™ — 1 - takéto c¢isla nazyvame Mersennove cisla. V pripade, Ze ide o prvocislo,
tak hovorime o Mersennovych prvocislach. Dodnes otvorenym problémom v tedrii ¢isel
je otézka, ¢i existuje nekoneéne vela Mersennovych prvodéisel.

Prave pomocou tohto testu sa podarilo ndjst vicSinu z dnes znamych najvicsich
prvocisel. Tento test vyuziva tzv. Lucasove postupnosti, pre ktoré platia rekurzivne
vztahy umoznujici ich rychly vypodet.

Pre Mersennove prvodisla mozno konkrétne pouzit postupnost dant vztahmi vg = 4
a vg11 = vi —2. Plati, Ze M, = 2P —1 je prvocislo prave vtedy, ked v,_2 = 0 (mod M,).

Lucas-Lehmerov test sa prvykrat objavil v ¢lanku [24].

1.1.2 Rabin-Millerov test

Rabin-Millerov test je velmi rychly pravdepodobnostny algoritmus na zistovanie prvo-
Ciselnosti. Ak tento algoritmus zisti, ze dané ¢islo je zloZené, Cislo je skutoc¢ne zloZené
a algoritmus nadm poskytne aj tzv. ,svedka“ - t.j. ¢islo, pomocou ktorého mozeme
lahko overit, Ze povodny vstup je skutocne zloZené ¢islo. Ak algoritmus ako odpoved
vrati, ze n je prvocislo, nemusi to byt vZdy pravda. Ale za cenu zvysenia poctu iteracii
algoritmu mézeme dosiahnut ubovolne malt pravdepodobnost, Ze nastane chyba.
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D4 sa ukézat, ze ak n je prvoéislo a n—1 = 2°d, tak plati pre kazdé a = 1,...,n—1

a® =1 (mod n) alebo a®"t = —1 (mod n) pre niektoré r =0,...,s — 1. (1.1)
To znamena, ze ak pre nejaké a zistime, Ze niektora z kongruencii neplati, toto ¢islo a
mozeme nazvat ,svedkom* - pomocou neho mozeme totiz lahko overit, Ze n je zlozené.

Samozrejme overenie rovnosti (1.1) pre kazdé prirodzené ¢islo a mensie ako n by
viedlo k exponencidlnemu algoritmu. Podarilo sa vSak ukézaf, Ze pravdepodobnost
toho, ze pre dané zlozené ¢islo n a nahodne vybrané ¢islo a tato rovnost plati je
menej nez i. Viacnasobnym opakovanim testu moézeme teda znizit pravdepodobnost
chyby na Iubovolne mali - aj ked nikdy nemozeme s tplnou istotou tvrdit, ze tento
algoritmus vrétil prvocislo. Autorom tohto pravdepodobnostného testu je Rabin [28],
ktory zmodifikoval Millerov vysledok z [25].

Millerovi sa podarilo ukazat, ze ak plati rozsirend Riemannova hypotéza (ERH),
tak staci overovat rovnost (1.1) pre a < 2log?n - za predpokladu ERH teda takto
dostaneme polynomidlny deterministicky algoritmus pre zistovanie prvodiselnosti.

1.1.3 ECPP

Casto pouzivanym algoritmom je aj testovanie prvoéiselnosti pomocou eliptickych kri-

viek (Elliptic Curves Primality Proving). Pouzivanie eliptickych kriviek na testovanie

prvodiselnosti zaviedli S. Goldwasser, J. Killian a A. O. L. Atkin ([3], [4], [17]).
Elipticka krivka rodu 1 je krivka dana rovnicou

vy =23+ az +0,

pricom 4a® + 27b% # 0. Na bodoch tejto krivky s racionilnymi stradnicami mozno
zaviest operdciu s¢itovania tak, Ze dostaneme grupu. Ak namiesto séitovania pouZzijeme
s¢itovanie modulo p, dostaneme grupu E(a,b)/p.

Tato grupa moze byt pouzitd podobnym spdsobom ako grupa pozostdvajica z
prvkov Z,,, ktoré si nestudelitelné s n, v testoch zaloZenych na malej Fermatovej vete.
Mala Fermatova veta vlastne hovori, ze tato grupa ma n — 1 prvkov. V pripade ECPP
algoritmu sa vyuZije odhad na poéet prvkov grupy F(a,b)/p

p+1—2p<|E(a,b)/p| <p+1+2\p.

Tento test dosahuje ocakévany ¢as O(Ig*™° n) a je polynomialny na skoro viet-
kych vstupoch. ECPP dokazuje prvoéiselnost, ¢ize ked zastavi a odpovie, Ze vstup je
prvodislo, skuto¢ne ide o prvodislo.

1.1.4 APR a APRCL

Test, ktory vytvorili v roku 1979 L. M. Adleman, C. Pomerance a R. S. Rumely [1] a
neskor bol zmodifikovany na efektivnejsiu verziu H. Cohenom a A. K. Lenstrom [13]
je vhodné spomenuf hlavne z toho dovodu, Ze sa odhadom na ¢asovi zlozitost najviac
blizi k polynomialnemu algoritmu. Tento test ma zlozitost O((lgn)c'8!818™). Dalo by
sa povedat, Ze je to ,skoro linedrna“ zlozitost, pretoZe exponent je extrémne pomaly
rastica funkcia.
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1.2 Porovnanie s AKS-algoritmom

Ako uZ bolo spomenuté, AKS-algoritmus mé polynomidlnu zlozitost pre Iubovolny
vstup. To sa nepodarilo ukézat o Ziadnom z algoritmov vymenovanych v predoslej ¢asti.
Rabin-Millerov test mé polynomialnu zlozitost za predpokladu ERH, ECPP dosahuje
aj pre ostatné vstupy) a APR, resp. APRCL-test je ,takmer polynomidlny“. AKS-
algoritmus je prvy test prvociselnosti, o ktorom bolo bez akychkolvek dodato¢nych
hypotéz dokazané, ze je polynomialny.

V porovnani s doteraz spomenutymi testami je velkou vyhodou AKS-algoritmu aj
ovela jednoduchsi matematicky aparat, ktory je pouzity. Spravnost a ¢asovi zlozitost
AKS-algoritmu je mozné - ako neskor uvidime - odvodit pouzitim pomerne elemen-
tarnych poznatkov z algebry a tedrie cisel. Ide vlastne o isté zovSeobecnenie malej
Fermatovej vety. Testy, ktoré sme uviedli v predchadzajtcej ¢asti, vyuzivaju ovela zlo-
zitejsi aparat. V pripade Lucas-Lehmerovho testu ide o niektoré vlastnosti Jacobiho
symbolov. Dokaz spravnosti APR-testu a APRCL-testu sa opiera hlavne o zédkony re-
ciprocity a aritmetické vlastnosti tzv. Jacobiho stim. Obidva tieto algoritmy teda vyza-
dujt ovela hlbsie poznatky z tedrie ¢isel nez st potrebné na zvladnutie AKS-algoritmu.
ECPP zasa pouziva vysledky komplexnej analyzy.

Zlozitost tychto algoritmov mozno porovnat aj na zéklade velmi jednoduchého kri-
téria - porovnanim dlzok ¢lankov, v ktorych st uverejnené. Kym ¢lanok [2], v ktorom je
odvodeny AKS-algoritmus, ma 9 stran, dlzka ¢lankov popisujtcich ostatné spominané
algoritmy sa pohybuje vacsinou okolo 30 stran.

Teraz strucne popiseme jednotlivé kroky v AKS-algoritme (hoci tento popis AKS-
algoritmu uvedieme este raz, ked budeme dokazovat jeho spravnost a ¢asovi zlozitost).

1. Ak n = a® pre nejaké prirodzené ¢isla a,b > 1, tak vratime FALSE.

2. Hladdme najmensie prvodéislo r také, ze plati bud (n,r) > 1 alebo (n,r) =1 a
multiplikativny rad d ¢sla n modulo r je viac nez 41g® n.

3. Ak r = n, tak vratime TRUE.

4. Ak (n,r) > 1 tak vratime FALSE.

5. Postupne pre a od 1 po £ = [24/rlgn]| 4+ 1 testujeme rovnost
(r—a)"=2" —a mod (2" —1)

v Zn|z]. Akondhle ndjdeme najmensie a, pre ktoré tdto rovnost neplati, vratime
FALSE.

6. Ak rovnost plati pre v8etky a = 1,..., ¢, tak vratime TRUE.

AKS-algoritmus mé (aspoii v stc¢asnej podobe) skor teoreticky neZ prakticky vy-
znam. Spominané pravdepodobnostné algoritmy st totiz ovela efektivnejsie a pravde-
podobnost chyby je velmi malé. Daju sa pouzit aj v situdciach, kde vadi mald pravde-
podobnost chyby. Existuju totiz algoritmy, ktoré vygeneruju tzv. ,svedka®, pomocou
ktorého je mozné ovela rychlejsie overit, Ze povodne zadany vstup je prvodislo.

Napriek tomu je snaha vylepSovat AKS-algoritmus z hladiska Gasovej zloZitosti,
pripadne ho pouzivat v kombinécii s inymi metédami alebo pouzit ideu AKS-algoritmu
na vytvorenie pravdepodobnych testov (pozri napriklad [10], [11], [20], [33]).



Kapitola 2

Pomocné tvrdenia

V tejto kapitole uvedieme niektoré pojmy a tvrdenia z algebry, tedrie ¢isel a niektoré
odhady zlozitosti ¢iselnych algoritmov, ktoré buda neskér potrebné pri teoretickom
odvodeni AKS-algoritmu a odhade jeho zlozitosti.

2.1 Teoria ¢isel

Oznadenie lgn budeme pouzivat pre dvojkovy logaritmus éisla n. Prirodzeny logarit-
mus ¢isla n budeme znagcit Inn.

Budeme pouzivat obvyklé oznadenie pre popis asymptotickej velkosti funkcii. Bu-
deme uvazovat funkcie, ktorych definiénym oborom st prirodzené ¢isla alebo kladné
redlne ¢isla. Symbol O(g(x)) oznacuje mnozinu vSetkych funkcii f(x) takych, Ze exis-
tuja M > 0 a xg, pre ktoré z > zg = f(x) < Mg(z). Mnozina o(g(x)) obsahuje prave

funkcie s vlastnostou lim g E;g = 0. Ako O (g(z)) budeme znacit mnozinu vsetkych
Tr—00

funkcii patriacich do O(g(x)p(lg g(x))), kde p je lubovolny polyném. Namiesto oznace-
nia f(z) € O(g(x)) pouzivame zapis f(x) = O(g(z)), podobne pre o(g(z)), O (g(x)).

2.1.1 Mala Fermatova veta

Mala Fermatova veta (ktord je $pecidlnym pripadom Eulerovej vety) bola vyuzita vo
viacerych algoritmoch na testovanie prvociselnosti, hoci neposkytuje uplnt charakte-
rizéciu prvocisel. Aj v AKS-algoritme sa vyuZziva isté zovSeobecnenie tejto vety, preto
uvedieme najprv jej dokaz.

Lema 2.1.1. Nech p je prvocislo a nech 1 < i <p— 1. Potom

(f) = 0 (mod p).
Dokaz. 7 kombinatorického vyznamu éisla (f ) (pocet i-prvkovych podmnozin lubovol-

nej p-prvkovej mnoziny) vyplyva, Ze je to celé ¢islo. Mame vyjadrenie

(-t
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Prvodislo p deli ¢itatel tohto zlomku, ale nedeli jeho menovatel, lebo vSetky &isla v
menovateli si mensie ako p. Z toho vyplyva, Ze p | (f ) O

Lema 2.1.2. Nech p je prvocislo. Potom
a? = a (mod p) (2.1)
pre kaZdé celé cislo a.

Dékaz. Pre kazdé prvocislo p mame (—a)? = —a? (mod p), ¢ize staci overit platnost
kongruencie pre a > 0. Uvedend kongruencia zrejme plati pre a = 0, a = 1. Pre ostatné
a ju mozeme dokdzat indukciou vzhladom na a.

Predpokladajme, Ze a > 0 a plati a? = a (mod p). Z binomickej vety mame (a +

p .
1)P = Z%) (’Z.’)a’. Pouzitim lemy 2.1.1 dostaneme
iz

(a+1)P=d”+1=a+1(mod p).
O

Veta 2.1.3 (Mala Fermatova veta). Nech p je prvocislo a nech a je celé éislo take,
Ze pta. Potom
a?~' =1 (mod p) (2.2)

Dokaz. Tvrdenie malej Fermatovej vety vyplyva z predchadzajtcej lemy a z toho, ze
(a,p) = 1. 0

Poznamenajme, Ze obratenie malej Fermatovej vety neplati. Existuje nekonecne
vela zlozenych &isel, ktoré tiez spliaju kongruenciu (2.1) pre kazdé a. Tieto é&isla sa
nazyvaju absolitne pseudoprvoéisla alebo Carmichaelove éisla (pozri [5], [14], [18],
[27]). Najmensie Carmichaelove ¢islo je 561 = 3 - 11 - 17.

Lema 2.1.4. Nechn >2 ad >k > 1 si celé ¢isla. Potom (n* —1) | (n? — 1) prdve
vtedy, ked k | d.

Dokacz. Nech d = mk +r, 0 < r < k. Potom dostaneme nd—1=nmktr _1 =
n"(n™* — 1) 4+ n" — 1. Zrejme n® — 1 | n™* — 1 (lebo n™* —1 = p*™ —1 = (n* —
1)(nkmf1 + -+ nk 4+ 1)), éize n* — 1| n" — 1. Pretoze r < k, dostali sme, Ze mensie
n"—1=0,r=0. Potomd=mkak|d

Opac¢na implikacia je zrejma. O

2.1.2 Cebysevove nerovnosti

V tejto ¢asti bude platit dohoda, Ze vzdy ked vytvarame sumu alebo sii¢in a séitujeme
alebo nasobime vietky p z daného rozsahu, tak p predstavuje iba prvoéisla. (Cize ide
o sumu alebo si¢in len pre prvodéisla patriace do tohto rozsahu.)

Pre lubovolné realne ¢islo x definujeme prvocdiselni funkciu w(x) ako pocet prvoci-
sel, ktoré st mensie alebo rovné z. Funkcia 7 teda popisuje rozlozenie prvocisel medzi
prirodzenymi ¢islami.
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Jednym z najhlbsich vysledkov tedrie Cisel je prvociselnd veta, ktord vlastne dava
odhad pre rad funkcie 7 (x). Této veta hovori, Ze
lim *®)

T— 00

=1

x )
Inz

tj. m(x) ~ o

Nam bude stacit Cebysevova veta, ktorej platnost Tahko vyplyva z platnosti prvo-
Ciselnej vety. Cebysevova veta hovori, Ze existuju také redlne kladné konstanty ci, ca,
ze pre vsetky x > 2 plati

T (2) < T
cgo— <7z Co—.
Yz = = “ng

Zvysok tejto Casti je venovany hlavne dokazu Cebysevovej vety.

Lema 2.1.5. Pre kaZdé redlne cislo x > 2 plati

[Ir <4

p<w
pricom uvedeny sucin berieme cez vsetky prvocisla p nepresahujice x.

Dokaz. Najprv si vS§imnime, ze sta¢i dokazovaf lemu pre prirodzené &isla n > 2. Ak
totiz lema plati pre kazdé prirodzené cislo, tak pre redlne ¢islo x > 2 dostaneme
[Ip= II p<alsl <4=

p<z p<|z]

Pre prirodzené ¢isla dokdzeme tvrdenie lemy dokaZeme matematickou indukciou,
pri¢om budeme rozliSovat dva pripady - ked n je parne a ked n je neparne. Pren = 1,2
tvrdenie plati. Predpokladajme teraz, Ze plati pre vSetky ¢isla mensie ako n.

Ak n = 2k pre nejaké prirodzené c¢islo k > 1, tak n nie je prvodislo, Cize plati

I[Ip= II p<4? 1 <42k
p<2k p<2k—1

Ak n =2k + 1, tak plati
II »=1Ir II p<4" I »
p<2k+1 p<k k<p<2k+1 k<p<2k+1
Kombinac¢né ¢islo

<2k+1) (2k+1)-(2k)---(k+2)

k+1 12k
je delitelné kazdym prvocislom p, pre ktoré k+1 < p < 2k+ 1. (Takéto prvodcisla delia
Citatel ale nedelia menovatel uvedeného zlomku.) Preto plati II »< (2::11).
k<p<2k+1

Tento binomicky koeficient mozeme lahko odhadntt na zédklade nerovnosti
2k+1 2k+1 2k +1
22k+1 =92
“\k+1) Tk k+1)

W1\ or
< o2k _ 4k
11 p‘(k+1)<

z ktorej dostaneme

k<p<2k+1
Celkovo teda dostavame, ze [[ p < 4F+1l.4F = 42k+1 O
p<2k+1
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Veta 2.1.6. Pre kaZdé dostatocéne velké ¢islo n plati

on
< —.
m(n) < lgn
Dékaz. V dokaze odhadneme zhora aj zdola vyraz > lgp.
p<n
Slgp= > lgp= > lgvn=(n(n) —7(vn))lgvn

p<n Vn<p<n Vvn<p<n

Z lemy 2.1.5 dostaneme

lgp=lg| [[r] <2n.

p<n p<n
Spojenim tychto dvoch nerovnosti dostaneme m(n) < é—”n + m(y/n) < % + v/n.
Pre dostato¢ne velké n plati \/n < lgLn’ z ¢oho vyplyva

O

Pre TubovoIné kladné ¢islo n oznac¢me d, = [1,2,...,n] najmensi spoloény nasobok
prvych n prirodzenych ¢isel. Nasledujtci dokaz dolného odhadu pre m(n) je z ¢lanku
[29].

Lema 2.1.7. Pre kaZdé kladné cislo n plati d,, > 2" 2.

Dékaz. Oznacme I := fol z™(1 — z)"dz. Pre kazdé x € (0,1) plati 0 < z(1 —z) =

3 —(z—3)*< 1,z &ho vyplyva 0 < I < g

1
Sti¢asne plati I = fol > et () ak (-1 rde = 3 () (-1)™k fol amthdy =
k=0

m
—k 1
2 D)

Po tprave na spoloéného menovatel dostaneme zlomok, ktorého menovatel je naj-
viac dom+1, pretoze dop,41 je najmensi spoloény nasobok vsetkych zlomkov, ktoré
vystupuju v sicte. Mozeme teda uvedeny integral vyjadrit v tvare I = d2::+1’ kde
A > 0 je prirodzené ¢islo. Potom plati pre n = 2m + 1

dp = dgmy1 > 4™ =271
Ak n je parne, tak plati d,, > d,,_; = 2" 2. O

Veta 2.1.8. Pre kaZdé kladné cislo n plati

n—2

> .
m(n) 2 lgn



2 POMOCNE TVRDENIA 9

Doékaz. Ak pq,...,pg st vSetky prvocisla, ktoré s mensie alebo rovné n. Kazdé ¢islo
m =1,...,n ma rozklad tvaru
k
_ Sm;
m=][p"
i=1

kde s,,, > 0 pre vsetky ¢« = 1,...,k. Potom najmensi spolo¢ny néasobok d, Ccisel
1,2,...,n ma tvar

k
max{s1,,..-,8n; }
dp = Hpi .
i=1

max{sy,. o} < n pre kazdé i = 1,...,k. Z toho vyplyva, ze d(n) <
lg d(n) —2
Ign 2 ?gn ' [

Zrejme plati p

n* = n™(™ . Z toho dostaneme podla lemy 2.1.7 7(n) =

7

Dalsou dblezitou funkciou v tedrii éisel je Cebysevova funkcia 9(x), ktoré je defi-

novana ako
Hx) = Z Inp.
p<z
Podla dohody na zaciatku tejto ¢asti uvedenti sumu berieme len cez prvocdisla z daného
rozsahu.
Nasledujtca veta zachytava vztah medzi funkciami 7 (x) a ¥(x).

Veta 2.1.9. 9(z)
x
m(@) ~ Inx
Dokaz. Zrejme 9(z) = > lgp < > lgx = n(x)lgx. Z toho dostaneme, ze
p<z p<z
@)y
m(x)lnx —

Majme teraz £ > 2 a 0 < € < 1. Potom plati
I(z) > Z Inp > (1 —¢)lnz(r(zx) —7(z'7%)) > (1 — &) Inz(r(z) — z*7°).
rzl-e<p<z
Z toho dostaneme

Ak urobime limitu pre z idice do nekone¢na, tak mame

@)y

nsoo Inamw(z) = <

Pretoze € modzeme zvolit Tubovolne malé, plati potom

lim —&)
n—oo Inzm(x)
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Dosledok 2.1.10. Existuju také redlne konstanty A, B > 0, Ze pre vsetky x > 2 plati

Az < 9(x) = Zlnp < Bz.

p<z

2.2 Konecné polia

Lema 2.2.1. Nech G je konecnd grupa, 1 € G je jej neutrdlny prvok a |G| = n. Potom
a™ =1 pre kazdy prvok a € G.

Lemu 2.2.1 mdZeme pouZit na iny dokaz malej Fermatovej vety. Staci si uvedomit,
ze Zy je pole, a teda Z, \ {0} s nasobenim je (p — 1)-prvkova grupa.

Ak A je okruh, tak okruh A[z] polynémov nad A v neuréitej x obsahuje polyndmy
s koeficientami z A, priCom s¢itovanie a nasobenie sa definuje prirodzenym spdsobom.

Okruh A[z] je obor integrity prave vtedy, ked A je obor integrity. Ak F' je pole, tak
v Flz] mozeme delit so zvyskom (je to tzv. euklidovsky okruh), ¢ize F[z] je potom aj
okruh hlavnych idealov.

Nech F je pole a F[z] je okruh polynémov nad polom F'. Polyném f(x) je iredu-
cibilng (nerozlozitelnyg) v okruhu F[z], ak neexistuju polynémy g(z) a h(z), také, ze
f(z) = g(z).h(z) a ziadny z polyndémov g(z), h(x) nie je stuptia 0 (t.j. nie je konstantny
polyném).

Ak p je prvodislo, tak okruh Z, so séitovanim a nasobenim modulo p tvori pole.
Ak h(z) je ireducibilny polyndm stupiia d, tak aj F' = Z,[z]/(h(z)) je pole. Pole F' ma
p?-prvkov a obsahuje prave polynémy nad Z,[z] stupiia mensieho ako d. Nasobenie
v F je definované modulo h(x). (Presnejsie povedané, triedy rozkladu okruhu Z,[z]
podla hlavného idedlu generovaného polynémom h(z) médzeme stotoznit s polynémami
stupria mensieho ako d - reprezentantmi jednotlivych tried.)

Pre polynémy nad polom F plati veta o rozklade na ireducibilné polynémy:

Veta 2.2.2 ([21, Veta 5.4.1]). Ak f(x) = an2"™ + ap_12" 1 + ... + a9 € F[z]
je polynom stupria n nad polom F, tak ezistuji normované ireducibilné polyndmy
p1(x),...,pm(x) nad polom F také, Ze plati

f(l’) = anpl(x) .- 'pm(m)'
Tento rozklad je urceny jednoznacne az na poradie cinitelov.

Prvok ¢ € F nazyvame koreriom polynému f(z) = a,z™ +an_12" *+...+ag nad
polom, ak plati f(c) = anc™ +an_1¢"" 1 +...+ag = 0. Prvok c je korefiom f(x) prave
vtedy, ked polyném z — ¢ deli polyném f(z) v Flz]. Ak (x — ¢)* | f(x), pricom k je
najvicsie takéto prirodzené ¢islo, tak hovorime, Ze ¢ je k-ndsobngm koreriom polynému
7(@)

Ako dosledok predchadzajicej vety dostdvame (pozri vetu 5.5.1 v [21] a za flou
nasledujuci dosledok):

Veta 2.2.3. Ak f(1) = apz™ + an_12" 1 + ... + ag je polyndm stupria n nad polom

F a Fy je nadpole pola F, tak f(x) md najviac n koreriov v poli Fy vratane ndsobnosti
(t.3. kaZdy koreri zapocitame tolkokrdt, kolko je jeho ndsobnost).

10



2 POMOCNE TVRDENIA 11

Veta 2.2.4. Multiplikativna grupa F* = (F'\ {0}, ) lubovolného konecného pola F je
cyklickd.

Dokaz. Nech ¢ oznacuje podet prvkov pola F, pocet prvkov multiplikativnej grupy
F* je potom g — 1. Nech ¢ — 1 mé kanonicky rozklad pi* ...p:r. Najprv ukdzeme, zZe
pre kazdé i = 1,...,r existuje v F prvok b; rddu p;*. Generdtor grupy F* bude stéin
tychto prvkov b :=b;1 ...b,.

1
Polyném 2% mav F podla vety 2.2.3 najviac % koreriov. Teda existuje a; € F'

g—1 s;
také, ze ;" # 1. Polozme b; := agq_l)/pi . Multiplikativny rad prvku b; je p;*, pretoze
s; s;—1 g—1

bio=1,ale b’ =a" #1.

Polozme teraz b := by ...b.. Oznacme multiplikativny rad b ako e. Tvrdime, Ze
e = q — 1. Zrejme e | ¢ — 1. Predpokladajme, Ze by pre niektoré ¢ = 1,...,r platilo
p;' 1 e. Potom e | qp;l =: f. Pre j # i zrejme plati b; = 1, z ¢oho dostaneme
bl = b{ b= b{ # 1, ale stiGasne plati e | f a b¢ = 1, ¢o je spor. O

Lema 2.2.5. Nech p je prvocisio a f(z) je polynom nad polom Z,. Potom v Zp[z]
plati rovnost

f(@") = (f ()"

Dokaz. Budeme postupovat indukciou vzhladom na stupeni n polynému f(z). Ak n =
0, tak tvrdenie vyplyva z lemy 2.1.2.

Predpokladajme, Zze n < 1 a uvedené tvrdenie plati pre vSetky polynémy stupna
mensieho ako n. Potom f(x) = az™ + g(z), kde a € Z, a g(z) je polyném stupia
n — 1. Pouzitim binomickej vety dostaneme podobne ako v dokaze lemy 2.1.2; Ze
(f(x))P = (g9(x))? + aPxP™. Vyuzitim toho, Ze a? = a(mod p) a (g(x))? = g(zP)
(indukény predpoklad) dostavame

(f(2))" = g(a”) + a(z")" = f(a").
O

Veta 2.2.6. Nech p a r st dve navzdjom rozne prvocisla a s je multiplikativny rdd
p modulo r. (Teda s je najmensie také prirodzené cislo, Ze p° = 1 (mod r).) KaZdy
ireducibilng polynom h(zx) v Z,[x], ktory deli “;r:ll md stupen s. Navyse plati, Ze rdad
proku x v multiplikativnej grupe F* pola F = Z,[x]/(h(z)) sa rovnd r.

z'—1

Dokaz. Nech h(z) je ireducibilny polyném v Z,[x], ktory deli = a nech k je stupen
h(z). Ukdzeme, ze k | s a s | k. KedZe k aj s st prirodzené &isla, vyplyva z toho uz
k=s.

Kedze h(z) je ireducibilny polyném, Z,[z] je p*-prvkové pole. Nech g(r) je genera-
tor multiplikativnej grupy pola Z,[z]/(h(x)). (Podla vety 2.2.4 je tato grupa cyklicka,
¢ize mé generator.) Lema 2.2.5 hovori, ze (g(x))? = g(aP) v Z,[z]. Viacnasobnym

pouZitim tejto rovnosti dostaneme postupne (g(z))?" = g(z*"), (g(z))*" = g(z*") az

(9(2))”" = g(a”") (2.3)

v Zy|x]. Z kongruencie p* = 1 (mod r) vyplyva, Ze existuje prirodzené ¢islo m také, ze
p® = 1+ mr. Nech f(x) je polyném v Zy[z], pre ktory f(z)h(z) = 2" — 1. Potom v

11



12 2.3 Zlozitost algoritmov

Z,[z] plati rovnost

s

¥ =zz™ =1+ f(x)h(z))™ =2z mod h(x).
Spolu s rovnostou (2.3) mame potom
(9(x))" = g(x) mod h(z).

Kedze g(x) patri do multiplikativnej grupy pola Z,[x]/(h(z)), ma inverzny prvok vzhla-
dom na nésobenie. Ked predoslt rovnost vynisobime tymto prvkom, dostaneme

(g(x))P" "' =1 mod h(z).

Rad polynému g(z) v (Zy[z]/(h(z)))* je p* — 1, preto (p* — 1) | (p* — 1). Podla lemy
2.1.4 teda plati k | s.

Kedze h(z) deli 2" — 1 v Zp[z], mdme 2" = 1 mod h(z). SGcasne z # 1 mod h(x).
(Formalnym derivovanim z" — 1 zistime, Ze 1 nie je viacnisobny koreii 2" — 1, preto
nemodze byt korefiom polynému ’;—:117 a teda ani korefiom jeho delitela h(z).) Z toho,
Ze r je prvocislo, uz potom vyplyva, Ze rad polynému x v Z,[x]/(h(z)) sa rovna r.

Stiasne vieme, ze multiplikativna grupa pola Z,[z]/(h(z)) ma p* — 1 prvkov, a
teda rdd Tubovolného prvku deli p* — 1. Dostavame, r | (p* — 1), ¢ize p* = 1 (mod r).
Pretoze multiplikativny rdd p modulo 7 je s, vyplyva z poslednej kongruencie s | k. [

2.3 Zlozitost algoritmov

Cielom tejto kapitoly je uviest zlozitost niektorych algoritmov, ktoré vyuzijeme ako po-
mocné pri implementovani AKS-algoritmu. Kedze chceme, aby nas vyklad bol elemen-
tarny, uvedieme pre zékladné operacie s velkymi celymi éislami a s polynémami, ktoré
maju celodiselné koeficienty najprv jednoduché algoritmy, ktorych zloZitost moZno
lahko dokdzaf. Stcasne vSak uvedieme aj odhady na zloZitost ovela rychlejsich spo-
sobov na implementéciu tychto operacii pomocou rychlej Fourierovej transformacie
(FFT). V dalsom budeme pre kazdy algoritmus uvadzat dva odhady - v zavislosti od
toho, ¢i pouzijeme rychlejsie alebo pomalSie nasobenie a delenie velkych &isel resp.
polynémov.

2.3.1 Celodiselna a modularna aritmetika

Lema 2.3.1. Ak a,b su prirodzené cisla take, Ze plati 1 < a < b <mn, kden € N, tak
ezistuju algoritmy na vypocet ich sicinu ab v case O(lg2 n) a ich celociselného podielu
|2] a 2vy$ku b mod a v ¢ase O(Ign).

Dokaz lemy 2.3.1 len naznacime. V pripade nasobenia velkych celjch ¢isel, ktoré
st reprezentované ako postupnost cifier mozeme pouzit algoritmus, ktory bezne pouzi-
vame pri nasobeni ¢isel ,na papieri“. Takto vlastne vypocitame siciny jedného z Cisel
s ciframi druhého ¢isla a tieto medzivysledky - pricom st patri¢ne posunuté - potom
séitujeme. Pre plny popis algoritmu by eSte bolo treba uviest ako sa spracuje prenos,
ktory vznik pri séitovani cifier na tomto mieste. Je vSak zrejmé, Ze zloZitost algoritmu
je dané rozmermi ,Gtvaru®, ktorého cifry s¢itujeme, ¢o je v nasom pripade O(lg? n).

12
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Pri vypocte celociselného podielu a zvysku predpokladajme, Ze ¢islo je reprezento-
vané v binarnej stistave. Porovnanim dlzok binarnych zapisov ¢isel a a b (a pripadnym
posunom o 1 cifru) modzeme ndjst prva cifru celoéiselného podielu (resp. najblizsi
mozny néasobok ¢isla b mocninou dvojky, ktory je mensi alebo rovny a). Oznacme
tento nasobok ¢islom m. V jednotlivych krokoch vzdy zmensujeme tento nasobok na
polovicu a v pripade, Zze je mensi ako obsah premennej a, premennii a zmensime o
m a vieme, %e v binarnom rozvoji podielu bude na prislusnom mieste jednotka. Ked
dospejeme do situécie, ze a je mensie ako b, tak v premennej a je cislo |7 |. Zrejme
cely tento proces trva O(lgn).

Bez dokazu budeme pouzivat lemu 2.3.2, ktord hovori, ze zédkladné operacie, kon-
krétne ndsobenie a delenie so zvySkom moZno spocitat v ¢ase O (lgn). Analogické
tvrdenia pre polynémy st sformulované v leme 2.3.6. Ide vlastne o tie isté odhady, ked
si uvedomime, ze na zapis polynému stupna d potrebujeme d-krat viac bitov. Tieto
vysledky mozno néjst napriklad v [9], [14], [22].

Lema 2.3.2. Ak a,b su prirodzené ¢isla také, Ze plati 1 < a <b<mn, kden € N, tak
existuju algoritmy na vypocet ich sucinu ab, ich celociselného podielu ng a zvysku b
mod a v dase O (Ign).

Lema 2.3.3. Nech a > 2 ab > 1 st celé cisla. Potom ezistuje algoritmus, ktory
pocita mocninu n = a® v éase O(1g>n) (pomocou FFT) resp. v case O(lgblg?n) (pri

pomalsom ndsobeni).

b

Dokaz. Mocninu a® mozeme ratat nasledujicim algoritmom:

int Pow(int a, int b) {
int x,y,z;

x=a; y=b; z=1;
while (y!=0) {
if (y%2) {//y je nepdrne
Y——; Z=Z%X;
} else {//y je pdrne
Y=y /2; X=X*X;
}
}
}

Spréavnost algoritmu vyplyva z toho, Ze vZdy po skonéeni while cyklu plati invariant
zx¥ = ab.

Pocet opakovani while cyklu, ktoré je potrebné urobit je O(Igb). Cislo ¢ = |lgb]
je najmensie celé ¢islo, pre ktoré plati b < 2t Viimnime si, Ze ¢isla, ktoré naso-
bime v jednotlivych iterdciach maji velkost nanajvys a, a2, ..., a2’ ,a®". Podla lemy
2.3.2 teda jednotlivé iteracie buda trvaf najviac (1 + 2+ --- 4+ 2°71 +29)0(Ig%a) =
0(2¢1g? a) = O(blg?a). Z toho dostaneme odhad pre celkovii Gasovii zlozitost algo-
ritmu O(b%1g? a) = O(Ig” n).

Ak pouZijeme pomalSie nasobenie, tak dostaneme zloZitost pre jednu iterdciu (1 +
22 4. +2290(Ig") = O(h*1g* a) = O(Igblg* n). O

13




14 2.3 Zlozitost algoritmov

Lema 2.3.4. Necha >2,b>1 ar > 2 su celé c¢isla. Potom existuje algoritmus, ktory
rdta hodnotu a® mod r v case O (Ign + lgblgr) (pri FFT) resp. O(lgn + lgblg®r)
(pomalsie ndsobenie), kde n = max{a,r}.

Dokaz. Pouzijeme tplne rovnaky algoritmus ako v predchadzajtcej leme s tym roz-
dielom, ze z inicializujeme ako ¢ mod r a v kazdom kroku pocitame v zavislosti od
parity y bud nové = ako 22 mod r alebo z ako zz mod r.

Inicializacia podla lemy 2.3.2 trvd O (lgn), samotny vypocet prebieha v O(lgb)
iteraciach z ktorych kazda trva O (1gr).

Pri pomalSom nésobeni trva z lemy 2.3.1 dostaneme inicializaciu v ¢ase O(lgn) a
trvanie jednej iteracie O(lg?r). O

2.3.2 Pocitanie s polynomami

Algoritmy pouzité v leme 2.3.5 st vlastne bezné algoritmy, ktoré obvykle pouzivame
pri pocitani s polynémami. Algoritmy v leme 2.3.6 st analogické k algoritmom pre
pocitanie s celymi éislami, ktoré st uvedené v leme 2.3.2. Opit plati dohoda, Ze budeme
uvadzat Gasovu zlozitost pri pouziti rychlejsieho aj pomalSieho nésobenia.

Lema 2.3.5. Scitanie, ndasobenie a delenie dvoch polynomov stupria d s koeficientami
velkosti najviac e mozno vykonat v éase O(d?1g?e).

Lema 2.3.6. Scitanie, ndsobenie a delenie dvoch polyndmov stupria d s koeficientamsi
velkosti najviac e mozno vykonat v éase O (dlge).

Lema 2.3.7. Nech n,r,a € N, 2 < r <nal < a < n. Vietkych r koeficientov
polyndmu (z — a)” mod (z" — 1) v Zy[z] mozno vyrdtat v éase O (rlg®n) (FFT),
resp. O(r?1g®n) (pomalsie ndsobenie).

Dokaz. Pouzijeme podobny algoritmus ako v leme 2.3.3. Uvedieme symbolicky zapis
algoritmu. Predpokladame, ze vSetky operacie s koeficientami uvedenych polynémov
sa robia v Z,, t.j. modulo n.

polynom Koef(int n) {
int y;
polynom f g h;

f(x)=1; g(x)=x—a; y=n;
while (y!=0) {
if (y%2) {//y je nepdrne
y——; h(x)=f(x)*g(x);
g(x) = h(z) mod (2" —1);
} else {//y je pdrne
y=y/2; h(x)=g(x)*g(x);
f(x) = h(z) mod (z" —1);
}
}

return(f(x));

14




2 POMOCNE TVRDENIA 15

Zdovodnenie spravnosti je presne také isté ako v leme 2.3.3 - plati invariant f(z)g(z)¥ =
(x —a)™ mod (z" — 1) v Zyp]x].

KedZe stupeni pouzitych polynémov nepresiahne 2r a vSetky ich koeficienty maju
velkost menej nez n, ¢asova zlozitost jednej iterdcie bude podla lemy 2.3.6 O (rlgn).
(To, Ze namiesto obvyklého nésobenia a sé¢itovania sa pri operdciach s polynémami
bude pouzivat modularna aritmetika ¢asovi zlozitost nezhorsi.) Pri pomalSom néso-
beni (2.3.5) mame asovi zlozitost pre jednu iterdciu O(r? 1g? n).

Pocet iteracii je O(Ign), dostdavame teda zlozitost O (r1g? n), resp. O(r21g®n). O

Inou alternativou ako realizovat vypocty s polynémami je pouzit velké celé ¢isla.
Polyném moézeme chapat ako zdpis ¢isla v pozi¢nej ststave, pricom ,,cifry* mozu byt
Tubovolne velké (presnejsie povedané lubovolné prvky pola, ktorého koeficienty vy-
stupuju v polyndéme). T.j. rozdiel v algoritmoch na séitovanie, nisobenie a delenie
oproti celym ¢islam a moduldrnej aritmetike je ten, Ze nikdy nedochadza k prenosu do
vysSieho radu (pozri [22]).

2.3.3 Prvodéisla

Nasledujtci algoritmus zistuje ¢i n je prvocislo. Ide o najjednoduchsi algoritmus na
zistovanie prvoéiselnosti: n jednoducho delime ¢&islami mensimi nez je |/n]. Pretoze
jediné parne prvodislo je 2 staci testovat delitelnost dvojkou a neparnymi ¢islami.

bool Is_Prime (int n) {
int p,s;

if (n<2) return(FALSE);
if (n==2)

return (TRUE);
if (n%2==0)

return (FALSE); //pdrne d&islo
p=3; s=pxp; //invariant: s=p
while (s<=n) {

if (n%p==0)

return (FALSE);

s+=4xp+4;

p+=2;
}
return (TRUE);

2

Lema 2.3.8. Algoritmus Is Prime rozhodne ¢& n je prvocdislo v éase O (y/nlgn)
(FFT), resp. O(\/nlg*n) (pomalsie ndsobenie).

Dokaz. Spréavnost algoritmu Is_Prime vyplyva z toho, Ze kazdé zloZené ¢islo je delitelné
nejakym &slom p < |/n]. To znamend, Ze p splita nerovnost p?> < n. Pocas celého
vypoctu plati invariant s = p? a pred kazdym opakovanim while cyklu testujeme, &i

2
p°=s<n.

Pocet opakovani while cyklu je O(y/n) a kazdé opakovanie trvd O (lgn), resp.
O(1g? n). O

15




16 2.3 Zlozitost algoritmov

V [22] mozno néjst niektoré vylepSenia algoritmov Is_Prime(), ktoré sice nezlep-
Sia asymptoticky odhad zlozitosti algoritmov, v praxi vSak niekolkondsobne urychlia
vypocet. Ide napriklad o pouzitie tabulky malych prvoéisel (mensich ako 100), vyne-
chanie delenia vsetkych nésobkov 3 (pripadne 5,7,...) podobne ako sme tu vynechali
delenie parnymi ¢islami.

2.3.4 Testovanie, ¢i n je mocninou celého ¢isla

Lema 2.3.9. Nech n > 2 je celé cislo. Potom ezistuje algoritmus, ktory v case
O(1g® nlglgn) (resp. O(lg* nlglgn) pri pouziti pomalSieho ndsobenia) rozhodne, i
existuji celé ¢isla a > 2 a b > 2 také, Ze n = a’.

Doékaz. Ak n = ab, tak zrejme plati 2° < n a b < |lgn]. Staéi teda vyskasat moznych
kandidatov na ¢islo b od 2 po |lgn|.

Ak uz mame vybraného konkrétneho kandidata b, tak chceme zistit, ¢i existuje a
také, 7e n = a®. Ozna¢me c := |lgn|, zrejme plati 2¢ < n < 2¢*1. Z rovnosti n = a’
vyplyva 2% < a < 2% a 2lf) <a< 2[5,

Hodnota a lezi teda v intervale u := 2l5] az v := 2[F ] a mozeme ju najst
bindrnym prehladavanim.

1. Ak u > v, tak n nie je mocninou ¢isla a,

2. w= LquUJa

3. z=wb,
4. (a) ak z =n, tak n = w® a nasli zistili sme, ze ¢islo n je tvaru a®,
(b) ak z < n, tak priradime u = w+ 1 a pokrac¢ujeme v bindrnom prehladavani
(plati w41 < a < v),
(c) ak z > n, tak priradime v = w a pokrac¢ujeme v bindrnom prehladdvani
(plati u < a < w).
Spravnost algoritmu vypljva z toho, Ze ak n = a’, tak v priebehu testovania

kandidata b stale plati invariant v < a < v.
Najprv odhadnime ¢asovi zlozitost pre testovanie jedného konkrétneho kandidata

b. Pocet opakovani binarneho vyhladavania je O(§) = O(lgT"). V priebehu binarneho

vyhladavania potrebujeme vyratat hodnotu w®. Kedze plati w? < oSt le < getlen <
2218m — (O(n?), tak vypocet hodnoty w® trva podla lemy 2.3.3 nanajvys O(lg”n).
Celkova zlozitost Casti algoritmu, v ktorej testujeme b ako kandidéta na exponent je
teda O(%).

Pretoze postupne skiSame hodnoty b od 2 po |lgn], dostdvame celkovi zlozZitost

lign)
0( 3 Igb”> = 0(lg* nlglgn).

e=1

Pri pouziti pomalsieho nasobenia dostaneme trvanie jednej iteracie O(%) =
O(#), z ¢oho dostaneme celkovi zlozitost O(lg* nlglgn) O

Poznamenajme, 7e v ¢ldnku [8] je uvedeny algoritmus na testovanie, ¢i n je mocnina
prirodzeného &sla v ase O(Ig' ™ n) pre lubovolné ¢ > 0. Pre nase tcely vSak staci
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2 POMOCNE TVRDENIA 17

aj algoritmus, ktory sme uviedli, pretoZe celkova ¢asova zlozitost AKS-algoritmu je
vyssia, neZ zlozitost kroku, v ktorom sa pouZije tento test.

2.3.5 Prehlad zloZitosti algoritmov

Algoritmus Vstup Obvyklé Nasobenie
nasobenie pomocou FFT
nésobenie celych ¢isel a,b<n O(lg” n) O (1gn)
delenie celych ¢isel a,b<n O(lgn) O (lgn)
mocnina n = a® a,b O(lgblg® n) O(lg” n)
nasobenie a delenie stf(z),stg(x) <d, O(d?1g%e) O (dlge)
polynémov koeficienty velkosti e
(x —a)™ mod (z" —1) a,r,mn O(r?1g° n) O (rlg*n)
V Ly ]
Eratostenovo sito n O(y/nlg”n) O (y/nlg’n)
netriviadlna mocnina n O(lg* niglgn) | O(g®nlglgn)

17




Kapitola 3
Spravnost AKS-algoritmu

Obsahom tejto Casti je odvodenie vety, ktora zarucuje spravnost AKS-algoritmu. Pod-
robny popis AKS-algoritmu spolu s odhadom jeho zlozitosti uvedieme v dalsej kapitole.

3.1 Polynomicka identita na testovanie prvociselnosti

Zakladom AKS-algoritmu je pouzitie identity dokézanej v nasledujicej vete. Veta 3.1.1
je zovSeobecnim malej Fermatovej vety.

Veta 3.1.1. Nechn > 2 aa > 0 su celé c¢isla.

(i) Ak n je prvocislo, tak v okruhu Z,[x] plati rovnost
(z+a)" =2" +a.
(i) Ak (a,m) =1 an nie je prvocislo tak
(z+a)" #2" +a.
v okruhu polynomov Zy[z].

Dékaz. (i) Z binomickej vety dostaneme

(x+a)" =

3
/\3\
N———"

HN.
S
i

1
i=0

Ak n je prvoéislo, tak podla lemy 2.1.1 (7) = 0(mod n) pre i = 1,...,n — 1 a podla
lemy 2.1.2 a™ = a (mod n). Preto v Z,[x] plati

(r4+a)"=2"4+a" =2"+a.

(i) Nech (a,n) = 1 a ¢ je niektory prvocinitel ¢isla n. Ako k oznac¢ime mocninu
prvoéisla ¢ v kanonickom rozklade ¢isla n (teda k je také &islo, ze ¢* | n, ale ¢"~1 { n).
Potom dostaneme, ze

)

(n)zn(n—1)~-~(n—q4—1) cgh L

q q!

18



3 SPRAVNOST AKS-ALGORITMU 19

kde ¢ je prirodzené &islo také, ze (¢,c¢) = 1. Vyplyva to z toho, ze spomedzi ¢&isel
v Citateli sa g vyskytuje iba v rozklade ¢isla n v k-te] mocnine, a v menovateli sa
vyskytuje tiez prave raz, ale v prvej mocnine. Dostavame teda ¢* (Z) a gl (Z)
Z predpokladu (a,n) = 1 vyplyva, Ze séasne plati (¢*,a?) = 1, a teda ¢* { (Z)aq.
Potom takisto n ¢ (Z) a’. Teda g-ty koeficient v binomickom rozvoji (x + a)™ v okruhu
Z,, je nenulovy a polyndmy (z 4+ a)™ a =™ + a” sa nerovnaju v Z,|x]. O

3.2 Identita pouzita v AKS-algoritme

Vyhoda vety 3.1.1 oproti malej Fermatovej vete je v tom, Ze na rozdiel od nej ndm
poskytuje kritérium na zistenie, ¢i n je alebo nie je prvocislo. Ak by sme vSak na overe-
nie, ¢i n je prvocislo tuto vetu, ziskali by sme algoritmus, ktory bezi v exponencidlnom
Case, pretoZze by sme museli vyratat n koeficientov polynému (z — a)™. Autorom AKS-
algoritmu sa podarilo ndjst vylepSenie tejto vety. Jeho dokaz bude obsahom tejto Gasti.
Vyhoda tejto vety oproti vete 3.1.1 spociva v tom, Ze pocet koeficientov polynému,
ktoré treba vyrataf, je polynomialny vzhladom na dizku vstupu.

Veta 3.2.1. Nech n > 2 je prirodzené cislo, p a r st prvocisla, p deli n a ¢ =
[2v/rlgn]| + 1. Multiplikativny rdd d &sla n modulo v oznaéme d. Nech platia nasle-
dujice predpoklady:

(1) (r,n) =1,
(i) p>r,
(i) d > 41g*n,
(iv) pre kazdé a také, Ze 1 < a < ¢ plati v Zy,[x]

(r—a)" = (2" —a) mod (2" —1).

Potom n je mocnina prvocisla p.

Dokaz tejto vety bude rozdeleny do viacerych liem. Vo zvysku tejto kapitoly budeme
stale predpokladat, Ze st splnené podmienky (i) az (iv) z vety 3.2.1.

Budeme hovorit, Ze polyném f(x) € Z,[z] mé vlastnost (V) vzhladom k prirodze-
nému ¢islu m, ak plati

[f(@)]™ = f(@™) mod (2" —1) V)

v Zplx].

Predpoklad (iv) ndm teda vlastne hovori, ze polynémy z—a, kde a = 1,. .., ¢, majt
vlastnost (V) vzhladom k ¢islu n. (PretoZe p | n, ak uvedené identity platia v Z, [z], tak
platia aj v Zy[z]. Nemusi byt na prvy pohlad jasné, Ze vSetky polynémy vystupujice
v (iv) st prvkami Z,[z]. Staéi si viak uvedomit, Ze platia nerovnosti r > d > 41g®n,
Vr > 2lgn, r = \/ry/r > 2y/rlgn. Z tejto nerovnosti dostaneme - vdaka tomu, ze r
je celé &islo - p > r > |24/rlgn]| + 1 = {.) Pretoze p je prvoéislo, tak podla vety 3.1.1
mé Iubovolny polyném prvého stupiia zo Z,[z] vlastnost (V) vzhladom k éislu p.

19



20 3.2 Identita pouzita v AKS-algoritme

Lema 3.2.2. Ak polynom f(x) md vlastnost (V) sicasne vzhladom k m aj vzhladom
km’, tak md vlastnost (V) aj vzhladom k cislu mm/'.

Dékaz. Predpokladajme, Ze v Z,[x] platia rovnosti
[f(@)]™ = f(@™) mod (z" —1), (3.1)
@)™ = f(™) mod (" —1). (3.2)

Ak do (3.2) dosadime =™ za x, dostaneme

[f@™)]™ = f(@™™) mod (& - 1), (3.3)
[f@™)™ = f@™™) mod (2" —1). (3.4)
Z rovnosti (3.1) a (3.4) uz vyplyva platnost lemy. O

Lema 3.2.3. Ak polynomy f(x) a g(x) magd vlastnost (V) vzhladom k &islu m, tak
aj polynom f(x).g(x) md vlastnost (V) vzhladom k m.

Dékaz. Jednoduchym vypoctom overime, ze v Zj,[z] plati

[f(@)g(@)]™ = [f(@)]"[g(x)]" = f(z™)g(z™) mod (z" —1).
O

Daésledok 3.2.4. Ak f(x) € Z,[x] je lubovolng polynom tvaru f(z) = Hﬁzl(:c—a)a“,

kde ag > 0, a = 0,...,¢, si prirodzené cisla, tak f(x) md vlastnost (V) vzhladom
ku kaZdému cislu tvaru m = n'p’?, kde i,j st prirodzené cisla.

Lema 3.2.5. Ak n nie je mocnina prvodisla p a prirodzené ¢islo w moZno zapisat

ol s . .. v . , . . P .
v tvare n'p’, tak su cisla i a j jednoznacne urcené. T.j. z rovnosti n'p’ = n' p’
vyplgva i =1 a j =7

Dokaz. Nech k je najvicsie prirodzené ¢islo, pre ktoré p* | n (t.j. p**1 { n). Potom
n = ap® pre nejaké prirodzené ¢islo a # 1, pricom plati (o, p) = 1. Z rovnosti n'p’ =
ni/pj/ dostaneme

aipik+j _ az"pi’kﬂ"_
Pretoze (a,p) = 1, z vyplyva z toho, e i = i’. Potom aj p**+i = pi'*J' 4 &oho
dostaneme ik +j =1k +j aj=7. O

Ako t budeme v dalSom oznacovat pocet prvkov mnoziny
I = {n'p’ mod r;i,j € N}.

Pretoze I obsahuje vietky prvky tvaru n‘mod r, plati t > d. (Cislo t je viicSie nez
multiplikativny rdd prvku n modulo r.) Samozrejme, kedZze I obsahuje len zvysky
po deleni ¢islom r, musi stc¢asne platit ¢ < r. Dokonca plati ¢ < r, pretoze (n,r) =
(p,7) =1 a r je prvodislo, ¢ize I neobsahuje nulu.

Lema 3.2.6. PoloZme .

E:={n'p’ :0<i,j<[Vi]}
Ak n nie je mocnina prvocisla, tak mnoZina E obsahuje viac ne# t prokov. Specidlne,
E obsahuje dve cisla s rovnakym zvyskom po delent r.
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3 SPRAVNOST AKS-ALGORITMU 21

Dokaz. Zrejme plati 1 + |v/t] > /¢, umocnenim tejto nerovnosti dostaneme (1 +
|Vt])? > t. Podla lemy 3.2.5 pre kazdu dvojicu ¢isel i,j € {0,1,...,|vt]} dostaneme
dva rdzne prvky mnoziny E. Teda mame |E| > (1 + [v1])? > t. O

Dokaz vety 3.2.1. Ak n je mocnina prvocisla, tak veta 3.2.1 plati. Predpokladajme
teda, Ze m nie je mocnina prvocisla. Potom podla lemy 3.2.6 existuju ¢isla 4, 7,7, 5’
také, ze 0 < 4,1, 4,7 < |Vt], i # i alebo j # j" a plati

nipl = n'p’’ (mod 7).

Nech m = nip/ a m’ = n'pi’. Bez ujmy na vseobecnosti mdzeme predpokladat, Ze
m’ > m. Nech k je nezdporné celé ¢islo také, ze m’ = m + kr. Podla désledku 3.2.4
mame

(x—a)™ = (2™ —a)= (2™ —a) mod (z" — 1)

v Zy|x] pre vietky a =1,...,£. Pretoze " =1 mod (z" — 1) v Z,[x], plati v Z,[z] aj

/

(r—a)™ =(@™ —a) mod (z" —1).
Dalej podla désledku 3.2.4
(™ —a)=(x—a)™ mod (z" —1).

Teda v Z,[x] plati
(z—a)™ =(z—a)” mod (z" — 1)
pre kazdé a = 1,... /.
Ukézeme, ze m = m'. Z toho podla lemy 3.2.5 vyplyva, ze : = i’ a j = j', ¢o je
spor.
Zostava teda uz len dokazat, ze m = m’. Ozna¢me k := min{¢, ¢}. Nech h(x) je

ireducibilny polyném v Z,[z], ktory deli ”;T__ll. V Z,[z] plati

’

(x—a)™ =(z—a)™ mod h(x) (3.5)

pre kazdé a =1, ..., k. Definujme podmnozinu Z,[x]/(h(z))

k k
S = {H(m—a)% toq €{0,1} prekazdé a=1,....k a Zaa<k}.
a=1

a=1

Uvazujme polyném z™ — z™ v okruhu (Z,[z]/(h(z)))[z]. (Prvky tohto okruhu su
polynémy v neurcitej z, ktorych koeficientami st polynémy zo Z,[x]/(h(z)).) Podla
désledku 3.2.4 je kazdy prvok z S korefiom G(z). Neskor ukdzeme, Ze S mé aspor
2k=1 _ 1 prvkov. Zrejme m aj m’ je mensie nanajvys rovné nlViplvil < inmﬁ.
(Prvocislo p je vlastnym delitelom n, preto p < 5. Stcasne t > d > 41g%n > 4, a teda
|Vt] > 2.) Potom plati

inQ\/Z _ %22\/21@1 < 9l2vrign—2] < gl2vrign]-1 _ 9t-2 <9ol-1_1.
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22 3.2 Identita pouzita v AKS-algoritme

Stéasne plati t > d > 41g*n, Vt > 21gn, t = Vtv/t > 2y/tlgn. Ked umocnime 2 na
lavi a pravi stranu predchadzajicej nerovnosti, ziskame odhady

n2vt < ot inz‘ﬁ <2t72 < 9t-1 1,
Celkove teda dostavame

m,m’ < nlViplVil < in”f < gmin{t-=1-1} 1 _ gk=1

Z toho vypljva, Ze stupeii polynému G/(z) je mensi nez 2¥ — 1. Teda ak m # m/, pocet
nastat, lebo Z,[z]/(h(z)) je pole.

Treba teda este dokéazat, ze |S| > 2¥~1 —1. Platip > r > ¢, a teda p > k+1. Z toho
vyplyva, Ze polynémy x —a, 1 < a < k st navzijom roézne prvky Z,[z| a kazdy z nich
je zrejme ireducibilny. Pretoze rozklad kazdého polynému na ireducibilné polynémy
v Z,[x] je podla vety 2.2.2 jednoznaény, aj vietky polyndmy tvaru

k
H (x —a)®e,

kde a, € {0,1} pre kazdé a = 1,...,k a Zszl g < k s navzdjom rdézne polynémy
v Zplx] a je ich 2% — 1. V pripade, ze h(z) = = — a pre niektoré a uvazujme len tie
polynémy, ktoré neobsahuju ¢len x — a. Tak§chto polynémov bude 2¥~1 — 1. Staéi
ukézaft, Ze tieto polynémy st rozne aj v Zy[z]/(h(z)).

Stupen kazdého z tychto polynémov je najviac k — 1. Podla dosledku 3.2.4 kazdy
polyném z S mé vlastnost (V) vzhladom ku kazdému &islu tvaru s = np/. Ak pre

g1(x), g2(x) € S plati g1(x) = ga(x) v Zp[x]/(h(z)), Cize
g1(z) = g2(x) mod h(x),

tak aj gj(z) = g5(z) mod h(zx) pre vietky s tvaru n'p/. Potom aj g1(z°) = ga(x®)
mod h(z). Uvazujme polyném f(z) = g1(z) — g2(x) z F := Zp[z]/(h(zx)). Prvky z
F stotoziiujeme s polynémami stupiia najviac ¢ (reprezentantmi jednotlivych tried) a
konstantné polynémy mozeme stotoznit s prislusnymi konstantami. To znamend, ze F'
je rozsirenim pola Z,, a teda f mozeme chapat ako polyném nad polom F.

KedZze podla vety 2.2.6 rad x v multiplikativnej grupe F* pola F sa rovna r, tak
2 = z* plati v tomto poli prave vtedy, ked s = s’ (mod r). Teda ked za s dosadzujeme
postupne vsetky ¢isla tvaru n'p’, dostaneme t roznych prvkov z° € F. Pre kazdy z
tychto prvkov plati f(z®) = g1(x®) — g2(2®) = 0, ¢iZe f je nenulovy polyném stupia
mensieho ako ¢, ktory méa ¢ koreriov, ¢o je spor podla vety 2.2.3. O
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Kapitola 4
Popis AKS-algoritmu

V tejto kapitole popiseme AKS-algoritmus. Ukéazeme, ze z vety 3.2.1 vyplyva jeho
spravnost a odhadneme jeho ¢asovi zloZitost.

4.1 Popis algoritmu

AKS-algoritmus, ktory rozhodne, ¢ dané éislo n je prvocislo, moéZzeme neformélne
popisat pomocou nasledujtcich krokov:

1. Ak n = a® pre nejaké prirodzené &isla a,b > 1, tak vratime FALSE.

2. Hladame najmensie prvocislo r také, ze plati bud (n,r) > 1 alebo (n,r) =1 a
multiplikativny rad d &sla n modulo r je viac nez 41g® n.

3. Ak r = n, tak vratime TRUE.

4. Ak (n,r) > 1 tak vratime FALSE.

5. Postupne pre a od 1 po £ = [24/7lgn]| + 1 testujeme rovnost
(r—a)"=2"—a mod (2" —1)

v Znp[z]. Akondhle ndjdeme najmensie a, pre ktoré tato rovnost neplati, vratime
FALSE.

6. Ak rovnost plati pre vSetky a = 1,...,¢, tak vradtime TRUE.

V kroku 1 méZeme pouzif funkciu Is_Perfect _Power (), ktora je popisand v leme
2.3.9.

V kroku 2 vlastne postupne prechddzame ¢isla mensie ako n, ale budeme testovat
iba tie z nich, ktoré st prvoc¢isla. Na testovanie prvociselnosti staci pouzif niektory
jednoduchy algoritmus - napriklad Eratostenovo sito popisané v leme 2.3.8. Odhad
pre multiplikativny rad ¢isla n modulo r overime jednoducho umocnenim.

Krok 5 je popisany v leme 2.3.7.
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24 4.2 Casova zlozitost algoritmu

Poznamenajme, Ze sa v literatire vyskytli aj dalsie varianty AKS-algoritmu. Na-
priklad v kroku 2 sa nehladaju len prvocisla, ale lubovolné ¢isla r s uvedenymi vlast-
nostami. Dal$ia modifikacia bol algoritmus, v ktorom sa navyse kladli iné podmienky
- dolny odhad na najvacsi prvoéiselny faktor ¢ ¢islar —1an" @ Z 1 (mod r).

Dalej sa budeme venovat ¢asovej zlozitosti a spravnosti uvedeného algoritmu. Pri
zisteni ¢asovej zlozitosti bude najdolezitejsie dokdzat existenciu prvodisla r, ktoré ma
poZadované vlastnosti a odhadnit jeho velkost.

Existencia r sa bude vyuzivat aj v dokaze spravnosti algoritmu. Na dokaz spravnosti
vlastne len treba overit, Ze prvodislo r, ktoré nadjdeme v algoritme a vhodny prvocinitel
p ¢isla n splhaja predpoklady vety 3.2.1.

4.2 Casova zlozitost algoritmu

Lema 4.2.1. Pre prirodzené ¢isla n > 1, m > 1 najmensie prvocislo v také, Ze r | n
alebo multiplikativny rdd d ¢isla n modulo r je vicsi neZ m md velkost O(m?1gn).

Dékaz. Prvoéislo r budeme nazjvat ,dobrym“, ak spliia podmienky uvedené v leme,
inak ho budeme volat ,z16“ prvoéislo. Ak 7 je zlé, tak bud r { n alebo r | (n? — 1) pre
nejaké 1 < d < m. Teda pre kazdé zlé prvocislo plati

m
Hn—l

Ak vSetky prvocisla aZ po ¢islo = su zlé, potom aj suc¢in vSetkych tychto prvocisel deli

m
IT (n% — 1) a dostavame
d=1

Hp<anl gﬁ P
p<x d=1 d=1

Zlogaritmovanim tejto nerovnosti dostaneme

Zlnp < Zdlnn = m7+1)1nn.

p<z

Ale podla désledku 2.1.10 plati > Inp > Ax pre nejaké redlne &islo A > 0, z ¢oho
p<z

dostaneme, ze
m(m+1)
—5—lnn

x < — = O(m?1gn).

Zv1ast odvodime Gasovu zlozitost pre najpodstatnejsie kroky algoritmu:

Lema 4.2.2. Ak r je ¢islo, ktoré ndjdeme v kroku 2 AKS-algoritmu, tak krok 2 trvd
nanajuys O (rlg®n).
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4 POPIS AKS-ALGORITMU 25

Dokaz. Test v kroku 2 bude treba robit iba pre r ¢isel. Overenie, ¢i n a r st nestude-
litelné znamend overit, ¢i r deli n. Celoéiselné delenie trvd O (lgn) (pozri lemu 2.3.2
a 2.3.1). Na overenie, ¢i multiplikativny rad ¢isla n modulo r je viac nez 41g® n potre-
bujeme najviac 41g% n nésobeni v Z,. V§poéty v Z, mozeme realizovat pomocou celo-
¢iselného nésobenia, podla liem 2.3.1 a 2.3.2 vratene incializacie na hodnotu n mod r
trva tento krok najviac O™ (Ign + g nlgr) pri pouziti FFT, resp. O(lgn + lg® nlg®r)
pri pomalSom nasobeni. Celkovo dostéavame pre krok 2 zlozitost O™ (r1g? n). O

Lema 4.2.3. Ak r je cislo, ktoré ndjdeme v kroku 2 AKS-algoritmu, tak krok 5 trvd
nanajuys O (r%1g® n) (FFT), resp. O(r>®1g*n) (pomalsie ndsobenie).

Dékaz. V kroku 5 potrebujeme overit £ = |21/rlgn]|+1 rovnosti. Vypocet koeficientov
polynému (z — a)® mod (z" — 1) v Z,[] trva podla lemy 2.3.7 O (r1g®n).

Na zéklade rovnosti 2" = 1 mod (2" —1) sa lahko overi, ze ak n = ur+v,0 < v < r,
tak 2" —a = (2")*z" —a = 2¥ —a mod (2" —1), preto na vypocet lavej strany rovnosti
sta¢l vypocitat v = n mod r, ¢o trva podla lemy 2.3.2 O (Ilgn).

Teda overenie kazdej rovnosti trva O™ (rlg?n) a celkova zloZitost kroku 5 je teda
O (r*21g% n).

Pri pouziti pomalsieho nésobenia potrva overenie jednej rovnosti O(r21g®n), ¢o
vedie k celkovej zlozitosti O(r%51g* n). O

Veta 4.2.4. AKS-algoritmus md casovi zlozitost O™ (1'% n) (FFT) resp. O(1g*%° n)
(pomalsie ndsobenie).

Dékaz Krok 1 mé podla lemy 2.3.9 ¢asovi zlozitost O™ (1g® n).
Podla lemy 4.2.1 &slo r najdené v kroku 2 bude maf velkost najviac O(lg® n). Krok
2 trva podla lemy 4.2.2 O™ (rlg* n) = O7(1g” n). Casova zlozitost je podmienend hlavne
krokom 5, ktory podla lemy 4.2.3 trva O (> 1g® n) = O (1g'*° n).
V pripade pomalsieho nasobenia dostaneme zlozitost O(r2®lg*n) = O(1g'%® n).
O

4.3 Spravnost AKS-algoritmu

Veta 4.3.1. AKS-algoritmus vrdti hodnotu TRUE prdve vtedy, ked jeho vstup n je
prvocislo.

Dokaz. Ak n je prvodislo, tak algoritmus nemoze vratit FALSE v krokoch 1, 4 a podla
vety 3.1.1 ani v kroku 5. Teda vrati TRUE v kroku 3 alebo 6.

Predpokladajme, Ze n je zlozené ¢islo. Ak n je netrividlnou mocninou iného priro-
dzeného d¢isla, tak algoritmus vrati FALSE v kroku 1. Ak nevrati FALSE v kroku 1 ani v
kroku 4, tak sme nasli v kroku 2 prvoéislo r také, Ze plati (r,n) = 1 a multiplikativny
rad d ésla n modulo 7 je viac nez 41g® n. Stcasne pre fubovolny prvocinitel p &sla n
plati p > r, inak by sme vyskusali prvoéislo p uz v kroku 2 a vratili FALSE. Potom
AKS-algoritmus vrati FALSE v kroku 5. Ak by totiz platili vSetky rovnosti, ktoré v
tomto kroku testujeme, tak st splnené vSetky predpoklady vety 3.2.1 a z nej dosta-
neme, ze n je mocnina prvocisla. To je vSak spor, lebo takyto pripad sme vyluéili uz
v kroku 1. [
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4.4 VylepSenie odhadu na dasovil zloZitost

Zatial sme pouzivali len pomerne elementarne vysledky tedrie ¢isel. PouZitim odhadov
dokézanych v analytickej tedrii ¢isel mozno vylepsit odhad na prvodéislo r, ktoré ziskame
v AKS-algoritme. Ide konkrétne o nasledujicu vetu, ktort mozno najst napriklad v
¢lankoch [7] a [15].

Veta 4.4.1. Oznacéme ako 7' (n) podcet prvoéisel p takych, Ze p < x a p—1 md prvo-
cinitel vicési alebo rovny pg. Potom existuje konstanta ¢ > 0 takd, Ze

!
>
() 2 lgx

pre vietky dostatocéne velké redine éisla x.
Pomocou tejto vety mozno ziskat odhad r = O(lg3 n), z ktorého potom vyplyva:
Veta 4.4.2. Casovd zloZitost AKS-algoritmu je O™ (1g™").

Poznamenajme, Ze st zname aj dalSie vylepSenia odhadov na casova zlozitost.
Napriklad v ¢lanku [11] je uvedend modifikicia AKS-algoritmu, ktord pre pomerne
velki triedu &sel mé asovii zlozitost O™ (1g* n).

Viaceré vylepSenia cCasovej zlozitosti sa opieraji o niektora teoreticko-c¢iselnti hy-
potézu, na zdklade ktorej sa d4 vylepsit odhad na ¢islo r, ktoré ndjdeme v kroku 2
AKS-algoritmu.

Hypotéza 4.4.3 (Artin). Pre kaZdé ¢&islo n, ktoré nie je druhou mocninou prirodze-
ného &isla, nech B(m) je podet prvocisel r < m takych, Ze multiplikativny rdad d éisla
n modulo r je r — 1. Potom plati B(m) ~ A(n)7% a A(n) > 0.35.

Inm
Je zname, ze Artinova hypotéza plati za predpokladu zovseobecnenej Riemannovej

hypotézy.

Hypotéza 4.4.4 (Sophie-Germain). Ak S(m) je pocet prvocisel r < m takijch, Ze
aj 2r + 1 je prvoéislo, tak S(m) ~ i%$7 Cy je priblizne 0.66.

Ak je plati niektord z predchddzajtcich 2 hypotéz, tak potom mozno ukdzat, ze
r = O(Ig®n), ¢o vedie k asovej zlozitosti O™ (1g° n).

Nasledujtuca hypotéza je uvedend v [12] a je tam overend pre vSetky r < 100 a
n <1010

Hypotéza 4.4.5 (Bhattacharjee, Prandey). Ak r je prvocdislo, r  n a v Zy[z]
plati (x —1)" = 2™ — 1 mod (2" — 1), tak bud n je prvocislo alebo n®> =1 (mod r).

Ak plati tato hypotéza, tak mozno velmi jednoducho implementovat algoritmus na
testovanie prvociselnosti tak, ze bezi dokonca v ¢ase O(1g® n).

Lema 4.4.6. Ak plati hypotéza 4.4.5, tak algoritmus Primes _BP zisti ¢i n je prvodislo
v case O~ (1g* n) (pri pouziti FFT) resp. O(1g° n) (pomocou pomalsieho ndsobenia).
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bool Primes BP(int n) {

int r,k;
r=2;
do {
r++;
k=n%r ;
if (ke=0) {//r|n
if (r=m)
return(true)
else

return(false);

}
} while ((kxk)%r==1);

if ((z—1)"=2"-1 mod (" —1) v Z,[z])
return(true);

else
return(false );

4.5 Implementacia AKS-algoritmu

Na implementaciu sme pouzili kniznicu NTL [26], ktorej autorom je V. Shoup. Této
kniZnica obsahuje triedy urcené na pracu s velkymi ¢islami a polynémami a na podi-
tanie v Z,, Zy[z] a Zy[z]/(h(x)), kde h(z) je lubovolny pevne zvoleny polyném. To
znamend, ze pomocou tejto kniznice sme mohli jednoducho naprogramovat krok 5
AKS-algoritmu. PretoZze polyndm, s ktorym pracujeme, mé Specidlny tvar =" — 1, z
hladiska efektivity programu bolo vyhodnejsie vytvorit vlastné funkcie na pocitanie
modulo z" — 1 neZ pouzivat funkcie z kniZznice NTL, ktoré st urdené pre vypocty s
Tubovolnym polynémom.

Test v kroku 1 sme naprogramovali tak, ako je popisany v leme 2.3.9. V kroku
2 sme pouzili funkciu Is Prime z lemy 2.3.8. Samozrejme namiesto int sme pouzili
objekty triedy ZZ, ktora je v kniznici NTL pouzitd na reprezentaciu velkych ¢isel.

Kniznica NTL mé obmedzenie, Ze stupei polynému je typu long, t.j. najviac 263 —1.
Teda tto kniznicu mozeme pouzit na test v kroku 5 len ak r nepresahuje tto hodnotu.
7 praktického hladiska to vSak nie je obmedzujice, pretoze r < [161g®n] (pozri [2,
Lemma 4.3]). Potom méame pre lgn < 2'* nerovnosti [lg° n] < 2%, » < [161g°(n)] <
203 &ize modzeme bezpeéne poditat pre ¢isla, ktoré maji menej ako 2048 ¢islic v binarne;j
ststave. Za predpokladu platnosti hypotézy 4.4.4 plati dokonca r < |4 1g? n|, ¢ize ak
plati tadto hypotéza, mozeme test pouzivaf pre ¢isla do s |lgn| < 230 ¢ize s 230
bindrnymi ciframi.
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4.6 Testovanie implementacie

Pri testovani nasej implementacie AKS-algoritmu sme zistili, Ze test bezi ovela rych-
lejsie pre zlozené ¢isla ako pre prvoéisla. Casovo najnaro¢nejsim krokom je overovanie
kongruencii - teda ¢as behu algoritmu zavisi od velkosti éisla r, ¢iZe nerastie tiplne
striktne, ale niekedy aj pre velké n mozeme mat ,Sfastie a algoritmus zbehne po-
merne rychlo.

Testy sme spustali na pocitaci Pentium4 s frekvenciou 2GHz, 512 MB RAM. Na-
sledujuca tabulka zobrazuje ¢asy dosiahnuté pre vstupy tvaru 2" + k, kde n je neparne
¢islo a 2™ + k je najblizsie prvocislo, ktoré nasleduje po tomto ¢isle. Porovnavali sme
efektivitu nasej implementacie z imlementaciou z [16] vyuZzivajicou kniznicu NTL a
z implementaciou z [6] v C++. (Na [16] mozno tiez najst implementacie vyuzivajice
iné kniznice a v praci [6] bola vytvorend aj implementécia v Jave.) Tieto implemen-
tacie pracuji so vstupom ako s celym éislom typu long, preto sme mohli testovat len
obmedzeny pocet hodnot. Obe implementacie sme upravili tak, aby format vstupu a
vystupu rovnaky ako pri nasej implementacii. VSetky implementéacie dosahovali vy-
razne horsie ¢asy nez najjednoduchsi algoritmus Is Prime, ¢o svedéi o tom, ze tato
podoba algoritmu nie je vhodna pre praktické tcely. Cas uvadzame vo formate ho-
diny:mintty:sekundy.

n=|lgp| | Primes | Gallot | Aoyama | Is_Prime
3 0 0 0 0
5 0 0 0 0
7 0 0 0 0
9 2 5 1 0
11 8 11 17 0
13 27 44 5:22 0
15 1:01 1:20 30:40 0
17 3:52 6:17 - 0
19 6:20 9:21 - 0
21 10:16 13:48 - 0
23 26:02 37:45 - 0.01
25 36:29 51:22 - 0.01
27 49:20 1:06:37 - 0.01
29 1:06:13 | 1:26:04 - 0.01
31 1:55:06 | 2:28:34 - 0.03
33 3:23:00 - - 0.07
35 5:28:51 - - 0.13

Algoritmus Primes_BP zaloZeny na hypotéze 4.4.5 dosahoval velmi rychle casy. V
nasledujtcej tabulke je jeho porovnanie s vysledkami Rabin-Millerovho testu pre Mer-
sennove prvoéisla p = 2 — 1 s exponentom pod 10000. (Pouzili sme implementaciu
tohto testu, ktora je sucastou kniznice NTL.)

Na zdklade tejto tabulky mozno usudif, Zze ak by sa podarilo dokdzat hypotézu
4.4.5 alebo nejakym inym spdsobom vyrazne znizit poc¢et kongruencii, ktoré sa overuji
pri testovani prvociselnosti, dostali by sme pomerne efektivny algoritmus, stale vSak
dosahuje vyrazne horsie vysledky nez Rabin-Millerov test.
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