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Hlavnym cielom préce je odvodif zédkladné vlastnosti Fibonac-
ciho a Lucasovych ¢isel. V tych pripadoch, kde je to mozné, sme
sa pokusili ndjst odvodenie pomocou maticovej rovnice popi-
sujiicej tieto ¢iselné postupnosti. Dalej sme sa venovali kombi-
natorickej interpretacii tychto postupnosti, ktora nam poskytla
pomerne prirodzené ddkazy ich vlastnosti. V zavere prace sme
sa zamerali na zovSeobecnenia Fibonacciho ¢isel a ukéazali sme,
ze mnohé zaujimavé vlastnosti Fibonacciho postupnosti st tiez
vlastnostami celej mnoziny rekurencii druhého radu.
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Predhovor

Téma tejto prace pritahuje pozornost mnohych matematikov predovsetkym vdaka
tomu, Ze je jednoducho sformulovateln a pritom sa s 1ou spaja mnoho prob-
lémov. Fascinujice st hlavne niektoré vlastnosti Fibonacciho ¢isel, ako aj ich
savis so zlatym rezom, ¢i vyskyt v prirode. V roku 1963 bola dokonca v Kalifor-
nii na University of Santa Clara zalozena spoloénost The Fibonacci Association,
ktora podporuje vyskum Fibonacciho ¢isel a publikuje medzinarodny matema-
ticky Gasopis Fibonacci Quarterly.

V tejto praci sme sa zamerali na odvodzovanie identit, ktoré Fibonacciho
a Lucasove ¢isla spliiaji, pricom tam, kde to bolo mozné, sme vychadzali z
maticového vyjadrenia tychto postupnosti. To ndm totiz umoznuje mnohé iden-
tity objavit, ked na maticu, ktora tieto postupnosti popisuje, aplikujeme zname
interpretdciu. Citatel sa moze stretntf s takymto pristupom v knihe [8], z ktorej
sme Cerpali aj my, alebo v knihe [4]. Vyhodou tohto pristupu je, Ze jeho pocho-
penie nevyzaduje $pecidlne vedomosti z matematiky a dé sa pekne ilustrovat.

V zévere prace sa venujeme zovSeobecneniam Fibonacciho c¢isel. Ukézali sme,
Ze vicsina znadmych vlastnosti Fibonacciho ¢isel sa dé zovSeobecnit pre rekuren-
cie druhého radu. RieSenia tychto rekurencii hladdme ako linedrnu kombindciu
geometrickych postupnosti. Tento sposob riesenia rekurencii je mozny vSeobecne
pre homogénne linearne rekurencie, o ¢om sa ¢itatel moze dozvediet viac v knihe
[7]. V nej sa tiez uvddza maticovy pristup k linedrnym rekurencidm.

Problematike Fibonacciho ¢isel sa tieZz venuje kniha [6] ako aj kapitola 4
z knihy [5] a zov8eobecnenym Fibonacciho ¢islam ¢lanok [3]. V tejto praci boli
pouzité aj internetové zdroje [I] a [2].



Kapitola 1

Uvod

1.1 Definicia

Fibonacciho ¢islami nazyvame &isla F,,, n € Ny, ktoré tvoria postupnost dant
rekurenciou

Fn+2 == Fn+1 + Fn (11)

so zaciatocnymi hodnotami Fy =0, F; = 1.
Lucasovymi ¢éslami nazjvame é&sla L, ktoré spliiaji rovnaka rekurenciu
ako Fibonacciho ¢isla, ale za¢iatoéné hodnoty st Lo =2, L1 = 1.

1.2 Historia

Fibonacciho ¢islami sa uz davno predtym, ako dostali svoje meno, zaoberali
indicki matematici, v stuvislosti s prozédiou v jazyku Sanskrit. Na Zapade sa
im dostalo pozornosti az v roku 1228 v druhom vydani knihy Liber Abaci od
Leonarda z Pisy, talianskeho matematika prezyvaného Fibonacci (t.j. syn Bonac-
ciov). V knihe uviedol problém rastu populédcie krélikov za trochu idealizovanych
predpokladov:

- v prvy mesiac médme jeden par novonarodenych kralikov

- novonarodené pary st schopné mat potomstvo od druhého mesiaca zivota

- kazdy mesiac kazdy par schopny reprodukcie privedie na svet jeden novy
par

- kraliky neumieraju.

Oznacme F,, pocet parov kralikov v n-tom mesiaci. Potom plati

F, = F,_1 + F,_o, pricom Fy = 0 a F; = 1. (V n-tom mesiaci st schopné
reprodukcie len tie pary, ktoré boli nazive v (n — 2)-hom mesiaci, teda k F,,_
parom pribudne F,,_s novych.)
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Niekolko prvych ¢élenov Fibonacciho postupnosti:
0,1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987,...
Tieto ¢isla nazval Fibonacciho ¢islami francizsky matematik Edouard Lucas
(1842-1891).

1.3 Zlaty rez

Anticky ucenec Euklides (okolo r. 300 p. n. 1.) sa zaoberal tlohou, ako rozdelit
usecku na dve Casti tak, aby pomer celej tsecky k vicsSej ¢asti sa rovnal pomeru
vicSej Casti k mensej, ¢ize pre usecku dlzky a hladal rieSenie rovnice

a x

- = (1.2)

T a—x

Hladany pomer ¢ bol nazvany zlatym rezom a budeme ho tu oznacovat pis-
menom « (Casto sa v literatire oznacuje pismenom ¢, ako navrhol matematik
Mark Barr). Lahko ukézeme, Ze o je koretiom rovnice ¢ — q — 1 = 0.

2

a7 , teda a(a—x)=2a".
r a—z

(i) - (65) - (20 () e

145 _ 1-5 i
5~ a 8= -2, priom

Potom

Kvadraticka rovnica ¢2 — ¢ — 1 = 0 mé korene o =
Euklidovej tlohe vyhovuje iba kladny koren .

Necakanou skutoc¢nostou je, Ze toto ¢islo mozno vyjadrit aj ako limitu po-
dielov Fibonacciho ¢isel, konkrétne

F,
o= lim — (1.3)
n—oo n
Rovnaké tvrdenie plati pre Lucasove ¢isla, teda
L
a= lim =2 (1.4)
n—oo

n

Doékaz tychto tvrdeni uvedieme neskor.

1.4 Vyskyt v prirode

Stubor stvorcov, ktorych velkosti stran st Fibonacciho éisla, nazyvame Fibonac-
ciho Stvoruholniky (obr. [L.1)).

Spiralu tvorent §tvrtinami kruznic a zakreslenti do Fibonacciho $tvoruhol-
nikov sposobom znézornenym na obr[I.2] nazjvame zlatd spirdla. V prirode ju
mozeme najst v usporiadani semien kvitnicich rastlin, v tvare ulit mikkysSov,
¢i v tvare galaxii ...
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13

21

101

Obr. 1.1: Fibonacciho $tvoruholniky

/

/

Obr. 1.2: Zlata Spiréla
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Velké mnozstvo kvetin mé pocet okvetnych listkov zodpovedajuci prave Fi-
bonacciho ¢islam. Jeden okvetny listok mé napriklad korntutovka, 2 okvetné
listky mé prysStec, 3 maji kosatce i lalie, 5 maju divoké ruze ¢i karafidty, 8
ako astry a cakanky, 34 okvetnych listkov maji margaréty, a rastliny z ¢elade
hviezdicovitych mavaja 55 alebo 89 okvetnych listkov.

Vela rastlin mé semend usporiadané Spirdlovite v terci, pri¢om c¢ast semien
je v Spirdlach v smere hodinovych ruciéiek a cast ich je v Spirdlach vintcich sa
opa¢nym smerom. Vzdy plati, ze pocty Spiral v tjchto dvoch smeroch sa rovnaja
dvom susednym Fibonacciho ¢islam. U slnecnice je to vacsinou 21 a 34.

Spiraly v smere a proti smeru hodinovych ruéi¢iek mozeme vidiet i na Sigkach
ihli¢natych stromov. Poéty $pirdl sa opéit rovnaju susednym Fibonacciho ¢islam.



Kapitola 2

Priame a maticové
vyjadrenie, kombinatoricka
interpretacia

2.1 Binetov vzorec

Veta 2.1.1. Pre Fibonacciho ¢isla F,, plati vzorec

1 ((1+v5) [1-vB\"
) e

Dokaz. Lahko sa overi, Ze veta plati pre n = 0,1, a potom sa uz veta dokaze
jednoducho indukciou. Ukézme v8ak, ako sa da tento vzorec odvodit. Ked si
v§imneme, Ze pomery Ff’il susednych Fibonacciho éisel s vynimkou niekolkych
prvych hodnot sa rovnaja priblizne 1,618, mozeme predpokladat, Ze Fibonac-
ciho postupnost sa sprava ako geometrickd postupnost. Hladajme teda taku

geometricki postupnost G, = ¢¢”, (¢, q # 0), ktora spliia rekurenciu

Gn+1 =Gp+Gro1.

Potom

cqn+1 _ an +an—1’

z ¢oho dostavame kvadratickd rovnicu
¢ —q-1=0

s korenmi

o=l +2\/5 ~ 1,618034
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1-+/5
f=—

Ziskali sme dve geometrické postupnosti G, = ¢ a G, = cgy, ani jedna
z nich vSak nespliia Gp = Fy = 0 a G; = F; = 1. Vieme, Ze ak postupnosti
A,,, B, spliiaja rekurenciu , tak aj ich linearna kombinacia tito rekurenciu
splita. Preto hladajme vyjadrenie Fibonacciho postupnosti v tvare F}, = kiq} +
kagy . Zo zaciato¢nych podmienok pre F, mame ststavu dvoch rovnic s dvomi
neznamymi

~ —0,618034

0=~k + ko
1 5 1-+5
g [ VB ey V5
2 2
ktorej rieSenim su ¢isla k1 = %, ko = f%. Dostali sme vzorec z vety, tzv.

Binetov vzorec:

() -(57))

Pre Lucasove ¢isla dostaneme rovnakym postupom, dosadiac za zaciatocné
hodnoty Ly =2 a L = 1, vzorec

1+v5\" (1-v5\"
()

Fn: Ln:an+ﬁn

O

Skratene:

at+p8=1
af = -1

Teraz mozeme ukazaft, ze plati (1.3) a (1.4)).

F 11 CknJrl _ /BnJrl an+1 _ (1 _ a)n+1
lim —= = lim = lim =
n—oo n n—oo a — ﬁ" n—oo a — (1 — Oé)"
a—(1=a)(l=2\"
= lim ( A o ) =
a

n—oo 1 (1=2)

[

kedze ‘1_a| < 1 a teda lim,,_, o (1770‘)” =0.

«
Pre vypocet tej istej limity s Lucasovymi ¢islami pouZijeme analogicky postup.
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2.2 Maticové vyjadrenie

Rekurentny vztfah medzi Fibonacciho ¢islami vyjadruje maticova rovnost
F,\ (0 1\ (F,
() =G ) (5 &

n __ Fn—l Fn
A = ( i F+> (2.4

z ktorej priamo vyplyva

0 1
1 1)
Pouzitim Jordanovho tvaru matice A teraz ukaZeme novy dokaz Binetovho
Ve, = 126
2 2

kde A =

vzorca. Vlastné ¢isla matice A si \; =

1 1
vlastné vektory su v; = (1+\/5> a vy = <1\/5) . Plati A = PJ"P~, kde
2 2

a prislichajtce

J je Jordanova matica, ktorda ma na diagondle vlastné Cisla matice A a P je
matica zlozena z prislichajucich vlastnych vektorov.

1 1 1 A -1
pP= pPl= 2
(Al /\2) ’ Ao — A1 (—)\1 1 >

) 1 (1+2¢5)" 0 _1-v6 1
A= <1+2\/5 1_2\/5) 0 (1_\/5)” ( lf\\/g ng)
2
Po roznasobeni matic dostavame

R (G5 I 5 N

(%) - (=5))

2 2

1 ((1+\/5>n _ (17\/5)71) 1 ((1+\/5>n+1 _ (1%)”“)
NV 2 2 VG 2 2

Maticové vyjadrenie F,, tiez ukazuje, ze Fibonacciho postupnost je v istom

zmysle podobnd geometrickej postupnosti. Dalo by sa povedat, Ze ide o akusi
,maticovii geometrickl postupnost” s kvocientom A.

2.3 Kombinatoricka interpretacia Fibonacciho ¢i-
sel

Oznacme f,, pocet vSetkych postupnosti jednotiek a dvojok, ktoré v sucte davaja
n. Napr. f4 = 5, kedZe 4 vieme dostat nasledujicimi 5 spdsobmi:

1+14+1+1,1+1+4214+2+1,24+14+1,2+2.
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Pre f, plati znama rekurencia Fibonacciho ¢isel

fn = fnfl +fn72~

Presvedéime sa o tom tak, Ze budeme uvazovat prvy ¢len postupnosti. Ak nim je
1, zvySok postupnosti méa sudet n — 1, teda existuje f,_1 sposobov, ako doplnit
postupnost. Ak je na zaciatku 2, postupnost vieme doplnit f,,_o sposobmi. Z
toho méme f,, = f,,_1+ fn_2. Teraz si ukdZeme trochu vizuédlnejsiu reprezenta-
ciu f,,. Nech stvorce predstavuju jednotky a namiesto dvojok uvazujme domina.
Potom f;, je pocet spdsobov, ako pokryt plochu n x 1 stvorcovych poli¢ok Stvor-
cami a dominami. Pre f; = 5 méame:

N N N
Obr. 2.1: f4 =5

Ak definujeme fo =1 a f_; = 0, mdzeme vyslovit nasledujticu vetu:

Veta 2.3.1. Nech f, je pocet sposobov, ako vyplnit plochu n X 1 Stvorcovych
policok stvorcami a dominami. Potom f, je Fibonacciho c¢islo. Presnejsie, pre
n>—1

fn = Fni1. (2.5)

Pre potreby dalsej kapitoly si vymedzime eSte niekolko pojmov.

Budeme hovorit, Ze dlazdenie plochy nx 1 poli¢ok (dalej skratene n-dldzdenie)
mé zlom v policku k, ak sa da rozdelit na dve dldZdenia - jedno pokryvajice
policka 1 az k a druhé pokryvajice policka k + 1 az n. Naopak, dlazdenie nemd
zlom v policku k, ak policka k a k + 1 pokryva domino.

Teraz uvazujme dvojice dlazdeni, ako napr. dvojica 10-dlazdeni na obr.
Prvé pokryva policka 1 az 10, druhé pokryva policka 2 az 11. Hovorime, zZe

67(8 91011

Obr. 2.2: Dve 10-dlazdenia, ich zlomy a chvosty.

dvojica dldZdeni mé zlom v policku k, kde 1 < k < 10 (v naSom pripade), ak
ani jedno z dlazdeni nemé na polickach k a k 4+ 1 domino. Dvojica dlazdeni
na obr. mé teda zlomy v polickach 1, 2, 5 a 7. Policka nachadzajice sa za
poslednym zlomom nazveme chvostami dvojice dlazdeni.

Existuja aj iné kombinatorické interpretacie Fibonacciho ¢isel. Niektoré z nich
néjde Citatel v knihe [4].

10



2.4. KOMBINATORICKA INTERPRETACIA LUCASOVYCH CISEL 11

2.4 Kombinatoricka interpretacia Lucasovych ¢i-
sel

Nech 1,, je pocet spdsobov, ako pokryt medzikruZie zloZené z n oznacenych poli-
¢ok pomocou zaoblenych $tvorcov a domin. Napr. Iy = 7 (obr. [2.3). Je jasné, ze

O 000
CO0OOQC

Obr. 2.3: 14, =7

takto dostaneme viac moZnosti ako pri priamej Sachovnici n x 1 poli¢ok, kedze
jedno domino moze pokryvat policka n a 1. Nazvime n-ndramkom Iubovolné
pokrytie takéhoto medzikruzia zaoblenymi Stvorcami a dominami. Budeme ho-
vorit, Zze naramok je ,,mimo fdzy“, ak policka n a 1 st pokryté jednym dominom.
Inak budeme hovorit, Ze je ,vo fdze“.

7 obr. vidime, ze Iy = 1, I = 3 a I3 = 4. Zd4& sa, Ze pocty n-naramkov
zodpovedaju Lucasovym c¢islam. Ukazeme, Ze pre n > 3 plati [, = l,_1 + l,—o-
Najskor si vymedzime niektoré pojmy. Ten diel naramku, ktory pokryva policko
1, nazveme prvym dielom - moéze nim byt Stvorec, domino pokryvajuce policka
1 a 2, alebo domino pokryvajice policka n a 1. Druhy diel je dalsi diel v smere
hodinovych rudiciek, atd. Posledny diel je ten, ktory predchadza prvému dielu.
Ci je naramok vo faze, alebo nie je, uréuje prvy diel. Preto existuje l,,_1 n-
naramkov, ktoré koncia stvorcom a [,,_o n-naramkov s dominom ako poslednym
dielom. Po odstraneni posledného dielu a uzavreti vzniknutej medzery, dosta-
neme mens$ie naramky. Ak definujeme [y = 2, potom plati nasledujica veta:

Veta 2.4.1. Pre n > 0 oznaéme l,, pocet spésobov, ako pokryt medzikruZie s n
polickami pomocou zaoblenych stvorcov a domin. Potom l,, je n-té Lucasovo
c¢islo, teda

lpn, =L,. (2.6)

11
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Q0%
0000

Obr. 2.4: Jeden 1-naramok, tri 2-naramky a Styri 3-narambky.

12



Kapitola 3

Identity

V tejto kapitole uvedieme a dokazeme roézne zaujimavé identity, ktoré platia pre
Fibonacciho a Lucasove ¢isla. Pri dokazoch budeme vychadzat z maticového vy-
jadrenia, kombinatorickej interpretacie, pripadne z explicitného vyjadrenia F;,
a L,. Vac¢sinu identit teda dokézeme aspoinl dvoma spésobmi, pricom kladieme
doraz hlavne na maticové dokazy. Tie ndm totiz umoznuji z réznych matico-
vych rovnosti mnohé identity objavit. Co sa tyka kombinatorick§ch dékazov,
ich vyhodou je, Ze nevyzaduji nejaké Specidlne matematické znalosti a zneju
pomerne prirodzene.

3.1 Identity konvoluéného typu
Identita 1 (Cassiniho identita).

Fo1Fpp1 — Ff = (-1)" (3.1)
Dokaz. Tuato identitu dokazeme jednoducho z maticovej rovnosti vyjadre-
F..1 F,

F, n F, n+1
determinant sti¢inu matic sa rovna sicinu determinantov, dostavame

nim determinantu matice ( ) . Determinant matice A je —1, a kedze

det A™ = (—1)".

Kombinatoricky doékaz: Na zaklade vety prepiseme Cassiniho identitu
do tvaru

2= foiifoa + (=", n>0,

a ukdzeme, ze prava strana sa rovnd lavej. Uvazujme dvojice n-dlazdeni, ako na
obr. Najskor nech je n neparne. Potom obidve dldzdenia z dvojice musia ob-
sahovat aspoi jeden $tvorec. Pritom, ak je Stvorec na polic¢ku 4, tak ma dvojica
urcite zlom v polic¢ku ¢ alebo i—1. Vymenou chvostov dvojice n-dlazdeni vznikne
dvojica (n+1)-dlazdenia a (n—1)-dlaZdenia s tymi istymi zlomami. To znamena,

13



3.1. IDENTITY KONVOLUCNEHO TYPU 14

Ze existuje prosté zobrazenie (uréené vymenou chvostov) mnoziny vSetkych dvo-
jic n-dlazdeni (mé f2 prvkov) do mnoziny dvojic (n+1)- a (n —1)-dldZdeni (ma
frn+1fn—1 prvkov). Na obr. je zndzornend jedind mozna dvojica (n + 1)- a
(n — 1)-dlazdenia bez zlomov. TakZe, pre n neparne mame f2 = f, 1 fn_1 — L.
Podobne, ak n je parne, pre dvojice n-dlazdeni so zlomami urcuje vymena chvos-

i 234 5 678 910

Obr. 3.1: Jedina dvojica bez zlomu pre n neparne.

tov prosté zobrazenie. Jedind dvojica n-dlazdeni, ktora nemé zlom, je zlozena
zo samych domin (obr. [3.2)). Teda, pre n parne dostavame f2 = f,41fn-1 + 1.

12 34 5 678 91011

Obr. 3.2: Jedina dvojica bez zlomu pre n parne.

Tym je uz Cassiniho identita dokazana. O

Cassiniho identita mé zaujimavi geometricka interpretaciu. Uvazujme Stvo-
rec so stranou diiky F,, a obdlZnik so stranami F,+1 a F,_1. Naobr. mame
pripad n = 6. Cassiniho identita ukazuje, Ze obsahy tychto dvoch utvarov sa
lisia o jednotku pre lubovolné n > 2. Ak n > 3, mo6zeme pisat

F2 = Fp(Fpo1 + Fo_z) = FoFooy + FuFps

Toto geometricky predstavuje rozdelenie §tvorca so stranou F, na dva obdlz-
niky. Na obr. st obidva obdlzniky rozdelené na dve rovnaké casti. Vznikli
tak 4 diely, oznacené A, B, C, D a tieto st preskupené do iného tvaru na obrazku
vpravo. Ide o stary trik, ked sa $tvorec so stranou dlzky 8 rozstriha na 4 diely
a z nich sa vytvori obdlZnikovy tvar ako na obr. Pri nedostatocnej pres-
nosti sa moze zdat, Ze Stvorec s obsahom 64 $tvorcovych jednotiek sa zdzracne
pretransformoval na obdlznik s obsahom 65 §tvorcovych jednotiek. Avsak v sku-
to¢nosti je v obdlzniku ,diera®, tvorens velmi tizkym rovnobeznikom s obsahom
1.

Identita 2. (Konvoluénd vlastnost)

Fm+n = Fan+1 + Fm1 by (32)

14
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8
3| a B 3
5 3
5
5 a
3 5

Obr. 3.3: Geometricka interpretacia Cassiniho identity.

Dokaz. Tuto identitu dokdzeme z maticovej rovnosti

AT =A™ AT (3.3)

(Fernl Fm+n ) _ <Fm1 Fm ) <Fn1 Fn )
Fm+n Fm+n+1 - Fm Fm+1 ' Fn Fn+1
Suéin prvého riadku a druhého stipca na pravej strane rovnosti dava priamo
konvoluént vlastnost.
Thato identitu vieme zaroven Tahko dokézaf indukciou vzhladom na n. Pre
n = 1 mame
Fm+1 =F,14+F, 1.1,

¢o plati z definicie Fibonacciho éisel. Teraz predpokladajme, Ze rovnost plati
pre prirodzené ¢isla mensie ako n. Potom

Fan+1 + Fm—an = m(Fn + Fn—l) + Fm—l(Fn—l + Fn—2) =
= (Fan + meanfl) + (Fan,1 + mean72) -

=Imin—1T F(m—1)+(n—1) = Fm+n
Kombinatoricky dékaz: V zmysle vety treba dokazaft

fern:fmfn'f'fmflfnfl; m,nZO

Vyrazy na oboch stranach rovnosti predstavuji pocet vietkych (m+n)-dldzdeni.
Naozaj, pre kazdé také dlazdenie mame dve moznosti: bud méa v policku m zlom
- a vtedy sa d& rozdelit na m-dlazdenie a n-dlaZdenie (takych (m + n)-dlazdeni
je teda f,fn), alebo policka m a m + 1 pokryva domino - vtedy je (m + n)-
dlazdenie tvorené (m — 1)-dlazdenim, za nim nasledujtcim dominom a napokon
(n — 1)-dldZzdenim (takych (m + n)-dlazdeni je fp,—1fn—1). Spolu teda méme
fonfn + fr—1fn_1 (m + n)-dlazdeni. O

15
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Identita 3. Pre lubovolné prirodzené ¢isla a, b, c, d také, Ze a+b = c+d plati

FoFy — Fo g = (_1)T(Fa7er7r - Fcferfr) (34)
Dokaz. Vyplyva to z maticovej rovnosti

AcAb = AcA?
Fafl Fa bel Fb . Fcfl Fc Fdfl Fd
Fo Fa1) \ By Foia Fo o Fepr) \ Fa Fan
Vynésobenim druhého riadka s druhjm stipcom dostaneme
FoFy+Fy 1Fp 1 =F.Fg+F. 1Fq 1

Fan - Fch = (_1)(Fa—1Fb—1 - Fc—le—l)

Po 7 iteraciach dostaneme identitu [Bl O

Ako $pecialne pripady tejto identity dostaneme identity [1] a

3.2 Identity obsahujice Lucasove cisla

Identita 4.
Ln =Fn_1+ Fn+1 (35)

Dokaz. Pre stopu matice plati Tr(PJP~1) = Tr(J). Teda pre maticu A™ mame

Tr(A™) = Tr(PJ"P~Y) = Tr(J").

" n_ [ Fn-1 F, n_ (o™ 0
Kedze A™ = ( ol Fn+1> aJt = (0 ﬂ") , tak

2.2)
Fn71+Fn+1 :an+ﬁn Ln

Ind moznost pre dokaz je Gprava pravej strany vyjadrenej pomocou Bine-

tovho vzorca ([2.1)):

an—l _ ﬁn—l an—i—l _ ﬁ’ﬂ‘i‘l
an Fn == =
1+ Fnyl a_p + a_p

_ (CaB)anT 4 (@B)n Tt ot =g aa—f) + G (e —f) _
a a—pf a—pf B a—p B

=a"+ 8" =L,
Kombinatoricky dokaz: Podla viet a treba dokazat

Zn:f7z+fn—Qa n > 1.

16
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Vieme, Ze l,, predstavuje pocet n-naramkov. Nahliadneme, Ze vyraz na pravej
strane rovnosti tiez vyjadruje tento pocet. Kazdy n-ndramok je bud vo faze -
a vtedy je mozné rozpojit ho tak, Ze vznikne n-dladzdenie (takych n-ndramkov
je teda f,), alebo je mimo fazy, ked jedno domino pokryva policka n a 1. Vtedy
policka 2 az n — 1 mozno pokryt ako (n — 2)-dlazdenie, teda f,_o sposobmi.
TakzZe spolu existuje f, + f,,_2 n-ndramkov. O

Identita 5.
Fy, =F,L, (3.6)

Dokaz. Toto je len specidlnym pripadom identity [2| pricom tu eSte vyuzijeme
identitu [
Fop = FFp 1+ F7L+1Fn = Fn(Fn—l + Fn+1) =F,L,
Kombinatoricky dékaz: Na zaklade viet a treba dokazat

f2n—1 = lnfn—l; n 2> 0.

Ukézeme, Ze existuje bijektivne zobrazenie medzi mnozZinou v8etkych (2n — 1)-
dldzdeni (ktord méa fa,—1 prvkov) a mmnozinou dvojic n-nidramku a (n — 1)-
dldzdenia (ma l,, f,,—1 prvkov). Pre kazdé (2n—1)-dlazdenie nastane préve jedna
z moznosti (obr. |3.4):

Pripad 1: v policku n mé zlom. Potom spojenim pravej strany policka n s lavou

Pripad 1 Pripad 2

|
!I. 2 n'[.i'.'"] 215—]| |1 2 * in=1

('} nj e
!

| 2

\—"/

G

Obr. 3.4: Dva pripady, ktoré mozu nastat pri (2n — 1)-dlazdeni.

stranou poli¢ka 1 vznikne n-naramok vo faze, a policka n + 1 az 2n — 1 buda
tvorit (n — 1)-dlazdenie.

Pripad 2: neméa zlom v policku n. Vtedy policka n a n + 1 pokrjva jedno
domino d. Z poli¢ok 1 az n — 1 utvorime (n — 1)-dlazdenie a policka n az 2n — 1
utvoria n-naramok mimo fazy, s d ako prvym dielom.

Vidime, ze faza n-naramku urcuje, o ktory pripad ide, takZe existencia bi-
jektivneho zobrazenia je zrejma. O

Identita 6.
Lop = L2 —2(—1)" (3.7)

17
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Dokaz. Tuato identitu dokédzeme pomocou uz dokazanych identit.

n id0

n id
L% —2(-1)" " E2 1 2B, (Fopy + P2, - 2(-1)n 4

=F2 |+ F +2F2=Foy 1+ Fopy1 = Loy

Pri predposlednej rovnosti sme vyuzili identity

Fop_ 1 =F? |+ F? (3.8)
a
Foni1 =F + F7, (3.9)
ktoré st Specidlnymi pripadmi identity O
Identita 7. P4l
Dékaz. Trividlny, pouzitim (1.1) a identity O
Identita 8. L +5F
Ly =—"2—" (3.11)
2
Dokaz. Podobne ako pri identite [7} O

Identity [B] [6] [7] a [§] sa daju vyuzif pri efektivnejSom vypocte F,, a Ly,
hlavne pre velké n. Kym pri vypocéte F, alebo L, z definicie musime vyko-
nat O(n) operécii, pomocou uvedenych identit vieme poéet potrebnych opera-
cii zredukovat na O(log, n). Napriklad, pri vypocte Fgs priamo z definicie by
sme potrebovali 62 operécii. Pouzitim tychto identit stadi postupne vypocitat
Fy, Lo — F3, Ly — Fg, Lg — F7, L7 — F4, L4 — Fi5, L1s — F39, L3g —
Fgl, L31 — F‘627 LGQ — F63. To je spolu 19 operécii.

3.3 Sumy obsahujuce Fibonacciho ¢éisla

Identita 9. N
> Fi=Fu—1. (3.12)
k=0

Dékaz. Viimnime si vz€ah matic A a A~L.

() ()

Vidime, Ze plati A~! = A — I. Vyplyva to tiez z charakteristického polynému
matice A
pa(t) =det (tI — A) =1 —t — 1 (3.13)

18
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a Cayley-Hamiltonovej vety (pa(A) = 0).
Vzorec pre stcet prvych n Fibonacciho ¢isel > _, Fy odvodime z rovnice

T+A+ A+ A=A - D(A-D)"t=4"T2_ 4 (3.14)
10 n Fy Fy I Foor Fo\ _ (Fayr Fay2) (01
0 1 P F F, Fuoi1) \Fnio Fous 1 1
Uvazujtc prvky v prvom riadku a druhom stlpci kazdej matice dostaneme

nasu identitu.
Kombinatoricky dokaz: Podla vety [2.3.1| treba dokazaft

ka:fn+2_1a n 2> 0.

k=0

Ukazeme, Ze obe strany rovnosti predstavuji pocet (n + 2)-dlazdeni s asporti
jednym dominom. Pocet vSetkych (n + 2)-dlaZdeni je f,12, a nevyhovujice je
len to jedno, ktoré je zlozené zo samych Stvorcov. Teda pocet vyhovujtcich je
fnar2 — 1. Sumu na Tavej strane rovnosti dostaneme, ked sa na vec pozrieme
z hladiska pozicie posledného domina. Existuje f dlazdeni, v ktorych posledné
domino pokryva policka k + 1 a k + 2. To preto, ze policka 1 az k mozu byt
pokryté fr sposobmi a na polickach k + 3 az n + 2 musia byt Stvorce. Preto
pocet (n + 2)-dlazdeni s aspoii jednym dominom je fo + f1+ fo+ ...+ fn-

Samozrejme, k tomuto vysledku sa d& dopracovat aj jednoduchym rozpisa-
nim podla definicie F),

ZFk:FO+F1+...+Fn:

k=0
= Fy+ Fy—Fo+ Fy—F3+Fs—Fy+- -+ Fpio—Fpi1 = Fpyo—Fo = F,0—1.
O
Identita 10. .
> Papyr = Py (3.15)
k=0

Dékaz. 7 charakteristického polynému matice A vyplyva, ze A2 — I = A. To
vyuzijeme v dokaze pomocou nasledovnej maticovej rovnosti:

I—I—A2 4 +A2n _ (A2(n+1) _ I).(A2 _ I)—l — A2n+1 _ A—l (3.16)

L0y (B By (Fony Pon [ Fon P} (101
0 1 Fy, Fj Fon  Fonta Font1 Fongo 1 0
Uvazujtc prvky v druhom riadku a druhom stipci kazdej matice dostaneme

nasu identitu.

19
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Tito identitu je mozné dokazat aj jednoducho pomocou identity [

ZF2k+l:F1+F3+F5+"'+F2n+1:

k=0
Fi+(Fi+F)+ (Fs+Fy)+ -+ (Fop1 + Fop) =
2n
=F+ ZFk =1+ Fapnto — 1= Fonq
k=0

Kombinatoricky dokaz: Podla vety treba dokazat

n
> fok = fons1, n>0.

k=0

Ukézeme, Ze vyraz na lavej strane rovnosti naozaj vyjadruje to, ¢o vyraz vpravo,
teda pocet vSetkych (2n + 1)-dlazdeni. Kazdé takéto dlazdenie musi obsahovat
aspon jeden Stvorec, pretoze mame neparny pocet policok. Posledny Stvorec
sa pritom musi vyskytovat na nepadrnom policku. Existuje teda for (2n + 1)-
dlazdeni, ktorych posledny $tvorec je na policku 2k+1 (za nim st samé domind).

Spolu potom méme Y, for (2n + 1)-dldzdeni. O
Identita 11. .
> Fop=Fapi — 1 (3.17)
k=0

Dokaz. Tato identita vyplyva podobne ako identita |10|z rovnice . Tiez ju
mozno dostat podobne ako identitu[L0]zo vzorca pre suéet prvych n Fibonacciho
¢isel (identita [9)).

Kombinatoricky dokaz: Podla vety treba dokazat

Zka—l = fon—1, n>0.
k=0

Vyrazy na oboch stranich rovnosti predstavuji pocet vSetkych (2n)-dlazdeni
s aspoil jednym Stvorcom. Nevyhovuje jedine (2n)-dlazdenie zloZzené zo samych
domin, teda vyhovujicich (2n)-dlazdeni je fi, — 1. KedZe méme pérny pocet
policok, posledny $tvorec sa musi nachddzat na parnej pozicii. Je zrejmé, Ze tych
(2n)-dldzdeni, ktoré maja posledny Stvorec na policku 2k, je for—1. Spolu teda

existuje >, _, fak—1 (2n)-dlazdeni s aspoii jednym $tvorcom. O
Identita 12. .
Y F=F,F. (3.18)
k=0

20
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Doékaz. Opit vyuzijeme rovnost (3.16). Najprv si vyjadrime (A*)2.

(Ak)2 = < 2+ F} Fy_1Fy + Fka+1> (3.19)

Fy_1Fy + FiFyqa F2+F?
Rovnicu (3.16]) prepiSseme do tvaru

T+ AP+ (A2 4o (A7) = ( Fon +1 F2n+1—1>

Fony1 =1 Fopyo
Z (3.19) uvazujic prvky v prvom riadku a prvom stipci kazdej matice mame

L+ F+ PR+ FE 4+ FS5+ FS+ Fy+ + F2  + F=F, +1
——— —— N — —_————

1+2<ZF,§> —F2=F,+1
k=0

z":Fg _ Fou+ F2 iaf Fu(Fos1 + Fooa + F)
: dl
k=0

_ = F,Fpiy.
9 9 +1

Kombinatoricky dékaz: Na zdklade vety treba dokazat

Zf]?:fnfn+17 n > 0.
k=0

Vyrazy na oboch stranich rovnosti vyjadruji poéet dvojic n-dlazdenia a (n+1)-
dlazdenia. Prava strana je zrejmé. Aby sme nahliadli, Ze to plati aj pre lava
stranu, umiestnime (n 4 1)-dldzdenie priamo nad n-dlazdenie, ako na obr.
KedZe obidve dldzdenia zac¢inaji polickom 1, budeme hovorit, Ze kazd4 takato
dvojica mé zlom v ,poli¢ku 0“. Posledny zlom fubovolnej takejto dvojice sa moze
vyskytnaf v polickach 0 az n. Existuje f,f takych dvojic, ktoré majia posledny
zlom v policku k. Je len jediny sposob, ako dokonéit dldzdenia za tymto zlomom,
aby sme sa vyhli dalgiemu zlomu (obr. . Scitajuc cez vsetky mozné hodnoty
k, dostaneme Y ,_, fZ dvojic. O

Obr. 3.5: Posledny zlom v poli¢ku k.
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(]
[y

Obr. 3.6: Geometricka interpretacia identity > ,_, FZ = F,F11

Tato identita je zrejma uz zo svojej geometrickej interpreticie, znazornene;j

na obr. 3.6

Identita 13. .
Y B2 R =2t F g (3.20)
k=0

Dokaz. VyuZijeme maticovii rovnost

(67 G (&) (@) i)

Rovnicu vynasobime zlava maticou (4 — I)~! = (_2 _2> )

-2 -4
F, Fnia n  Fr_1 n  Fy
_2 _2 ﬁ - 1 on+1 _ 1 + Zk:l 2k k‘ZOF'?i]];
—9 4] Fria Frgo 1) 7 no Fy n kt1
ot o+l k=0 2k k=0 2k

1.riadok x 2.stlpec:

2 Fn+1 2 Fn+2 1 o - Fk

_'271—0—1_ : 2n+1_ _227
k=0

Elementarnymi upravami s vyuzitim (1.1]) dostaneme

on+1 _ Fn+3 - i F,
Coon LR
k=0

o je ekvivalentné s identitou

22
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Kombinatoricky dékaz:
Podla vety [2.3.1] treba dokazaf Zz;é fr2n—17k = ontl _ £ . Dokéazeme

ekvivalentnii rovnicu

n—2
fat foci £ 2T =2" n>o. (3.21)
k=0

Najskor zakédujeme Iubovolné m-dlazdenie do binarnej postupnosti dizky m,
a to tak, ze Stvorec bude reprezentovany ,,1“ a domino ,,01¢. Vidime, Ze takto
vytvorend postupnost nil a jednotiek nebude mat nikdy vedla seba dve nuly
a vzdy bude kondit jednotkou. Napr. k 10-dlazdeniu na obr. [3.7] prislicha po-
stupnost 1011011101. Zaroven kazdej binarnej postupnosti dlzky m, ktora nema
za sebou iduce nuly a kondl s 1, moZno priradif prave jedno m-dlazdenie. Ak
konéi s 0, potom reprezentuje (m—1)-dlazdenie, kedze ti poslednti nulu si mozno
odmyslief.

[ N | N

1011011101

Obr. 3.7: Zakédovanie 10-dlazdenia do bindrnej postupnosti.

Teraz ukdzeme, Ze vyraz na lavej strane rovnosti predstavuje pocet
vietkych binarnych postupnosti dizky n, teda, Ze sa rovna 2". Kazdej binarnej
postupnosti priradime dlazdenie. Ak postupnost neobsahuje za sebou idice nuly,
priradime jej jednoznac¢ne uréené dlazdenie dizky n alebo n — 1, podla toho, &
kondéi s 1 alebo 0. Inak postupnost obsahuje ,,004, ktoré sa prvykrat vyskytnta v
polickach k+1 a k+2 pre nejaké k, 0 < k < n—2. Takejto postupnosti priradime
k-dlazdenie, ktoré je urcené prvymi k ¢lenmi binarnej postupnosti. Napr. binar-
nej postupnosti 01011001001 prislacha 5-dlazdenie ,,domino-domino-Stvorec”,
rovnako ako Tubovolnej postupnosti tvaru 0101100abed, kde a,b,c,d € {0,1}.
Takze pre 0 < k < n — 2, kazdé k-dlazdenie prislicha 2”~2~* postupnostiam.
Spolu teda existuje f, + fn_1 + ZZ;Q f12"~2~* binarnych postupnosti dizky
n. O

Identita 14.

Fop, = zn: <Z) F, (3.22)

k=0

Dokaz. 7 (3.13)) vieme, Ze plati A2 = I + A. Umocnime tito rovnicu na n-ti
a aplikujme binomickd vetu (to mozeme urobit, lebo AT = T A.)

A2 — (”) 1" A° + (”> " A4+ .+ (”) 104"
0 1 n
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(an—l Fon ) _ (1 + 31 (D Fe-1 - 3o (3) Fi )
Fyy  Fopga > k=0 (Z)Fk > k=0 (Z) Fiet

Odtial uz (okrem inych) vyplyva identita
Kombinatoricky dokaz: Podla vety treba dokazat

fon—1= Z (Z) Jr-1-

k=1

Ukézeme, Ze vyraz na pravej strane sa rovnd po¢tu (2n — 1)-dlazdeni. Kazdé
(2n — 1)-dlazdenie musi obsahovat aspoii n dielov, pricom aspon jeden z nich
musi byt stvorec. Ak prvych n dielov tvori k Stvorcov a n — k domin, tak tieto
diely mozu byt usporiadané (Z) sposobmi a pokryvaju policka 1 az 2n — k.
Zvy$ok dlazdenia ma k — 1 policok a teda moze byt vydlazdeny fr_1 sposobmi.
Takze existuje (})fe—1 (2n — 1)-dldzdeni, ktoré maji medzi prvymi n dielmi
k Stvorcov. Zosumujic cez vSetky mozné hodnoty k dostaneme  ;_, (Z) fr—1
(2n — 1)-dlazdeni.

Identita 15.
" /n—k
> (") = s (329
k=0
Dékaz. Kombinatoricky dokaz: Podla vety treba dok4zat

;:(n;k):fw

Ukézeme, ze vyraz na lavej strane sa rovna poctu vSetkych n-dlazdeni. Kolko
n-dlazdeni vyuziva presne k& domin? Zrejme 0 < k < %, inak by bola odpoved
nula. Takéto dlazdenia maji nevyhnutne n — 2k Stvorcov a teda spolu n — k
dielov. Spomedzi tychto n — k dielov mézeme vybrat & domin (”;k) sposobmi.

Preto existuje > p_, (".") n-dlazdeni. O

Tato identita vlastne hovori, ze st¢et prvkov na diagonale Pascalovho troj-
uholnika je Fibonacciho ¢islo. Tento fakt vyplyva z toho, Ze kazdy prvok Pasca-
lovho trojuholnika je si¢tom dvoch prvkov, ktoré st nad nim v predchadzajicom
riadku (ak si po oboch strandch Pascalovho trojuholnika domyslime nuly, bude
to platit aj pre jednotky). Z obr. vidime, Ze kazdy prvok v i-tej diagonale
d(i) dostaneme ako stcet jedného prvku z diagondly d(i — 1) a jedného prvku
z diagondly d(i — 2). Pritom k vytvoreniu vSetkych prvkov diagondly d(i) po-
uzijeme vsetky prvky z predchadzajucich dvoch diagonal. Teda stcet prvkov
diagonaly d(¢) sa rovnd su¢tu prvkov diagondl d(i — 1) a d(i — 2). Ozna¢me S(7)
stcet prvkov diagonaly d(¢). Potom méme

S(i) = S(i — 1)+ S(i — 2)
S(0) =0
S1) =1

Toto je uz ale to isté ako definicia Fibonacciho ¢isel.
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=0
/ 0+1=1
1 H1+0=1
H+1+1=2
H+1+3+1=3
3 i 0+1+4+3+0=8
1 3 3

e
=
el
=
¥ ]

Obr. 3.8: Pascalov trojuholnik a Fibonacciho ¢isla.
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Kapitola 4

Zovseobecnenia Fibonacciho
a Lucasovych cisel

Existuju rézne zovSeobecnenia Fibonacciho postupnosti. V tejto kapitole uve-
dieme, ako mozno rozsirit Fibonacciho postupnost pre zdporné indexy a hlavne
sa dokladnejsie pozrieme na rekurencie druhého radu. Uvidime, Ze mnoho zauji-
mavych vlastnosti Fibonacciho ¢isel patri celej rodine tychto rekurencii, pricom
Fibonacciho postupnost je tu len Specidlnym (ale velmi ddlezitym) pripadom.

4.1 Rozsirenie pre zaporné indexy
Pouzijtc rekurentny vztah F,,_o = F,, — F,,_1 mozno rozsirit Fibonacciho &isla
aj pre zaporné indexy. Dostaneme tak:
...—85,-3,2,-1,1,0,1,1,2,3,5,8.....
Ukazeme, zZe plati nasledujtce tvrdenie:

Tvrdenie 4.1.1. Pre n € N plati

F, = (=1)""E,. (4.1)
A NG . , . .. n anl Fn
Dokaz. Vypocitame inverzni maticu k matici A" = pomocou
Fn Fn+1
vzorca
-1 _ 1 *
~det A ’

kde A* je adjungovana matica k matici A.
1 1 F, —F
A" -1 _ (A" * n+1 n
(4" det A (47) (=1~ <—Fn F,_q

F—(n+1) F_p _A—m _ (_1\n Fn+1 -F,
< F,n F—(n—l) =4 _( 1> _Fn anl

Teda plati F_,, = (—1)"*"1F,. O
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4.2 Rekurencie druhého radu

4.2.1 Vektorovy priestor postupnosti

V ¢lanku [3] sa autori zaoberaji postupnostami danymi rekurenciou
An+2 = aAn+1 + bz4n7 (42)

kde a, b st reédlne ¢isla, b # 0 a zadiatoénymi hodnotami Ag a A;. Pre pevne
zvolené a a b mnozinu vsetkych takych postupnosti oznacuja R(a,b).

V R(a,b) rozlisuji dva vyznamné prvky: postupnost F' (kvoli jednoznacénosti
niekedy oznacena ako F(*)) so zadiatoénymi hodnotami 0 a 1 (v R(1,1) je F
Fibonacciho postupnost) a postupnost L (niekedy ako L(*?)) so za¢iatoénymi
hodnotami 2 a a (v R(1,1) st to Lucasove ¢isla).

KedZe kazda postupnost z R(a, b) je uréend dvoma zaciatoénymi hodnotami,
tvori R(a,b) dvojrozmerny vektorovy priestor. Jeho bazou st postupnosti E
aF:

E =1,0,b,ab,a®b+ 1>, ...

F=0,1,a,a>+0b,a®+ 2ab, ...
Preto A = AgE+A; F pre lubovolni A € R(a,b). Ked si vS§imneme, 7e E,, = bF,,_1,
mozeme vyjadrif A iba pomocou F :

A, =bAgF,_1 + AL F, (4.3)

Pre postupnost L tak dostaneme zovSeobecnenie identity [4] z tretej kapitoly:

Lp =2bF, 1+ aF, = bF, 1+ F 1. (4.4)

4.2.2 Binetove vzorce pre R(a,b)

Pri hladani explicitného vyjadrenia ¢lenov postupnosti danej vztahom (4.2)) bu-
deme postupovat podobne ako v druhej kapitole pri odvodzovani Binetovho
vzorca pre Fibonacciho ¢éisla. Cheeme néjst geometrickti postupnost G,, = ¢q™,

(c,q # 0), ktora splia . Musi teda platit
cqg" % — acg™ ! — beg™ = 0.
Z toho dostavame kvadratickt rovnicu
@ —ag—b=0.
Pre jej korene A a p plati
Adp=a (4.5)
Ap=—=b (4.6)

o

a ak A\ a pu su rézne (pre jednoduchost sa dvojndsobnym korefiom zaoberat
nebudeme), tak {\", u"} je baza v R(a,b). To znamen4, ze lubovolni A € R(a,b)
vieme vyjadrit v tvare

Ap = A" +cup” (4.7)
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kde ¢y a ¢, st ur¢ené zaciatocnymi hodnotami
Ao =cx+cy

Ay = e A +cup.
Za predpokladu, ze A\ a p st rézne, dostaneme

Al—/J,A() )\Ao—Al
C\ = —(— = N -

A—p A—p

V pripade postupnosti F' dosadenim za zaciato¢né hodnoty 0 a 1 dostaneme
ex=1/(A—p)ac, = —1/(A—p). Pre L zo zaciatoénych podmienok 2 a a = A+p
vyplyva cy = ¢, = 1. Preto

)\’n _ u’n
F,=—— 4.8
Py (4.8)
Ly, =A"+u" (4.9)

Takyto spdsob odvodenia explicitného vzorca funguje vSeobecne pre homogénne
linedrne rekurencie n-tého radu, viac o tom mozno najst v knihe [7].

Z Binetovho vzorca pre A,, lahko dokdzeme zovSeobecnenie tvrdenia o limite
podielov susednych Fibonacciho ¢isel.

Apy1 X" 4 umtt

A, AN+, u
Nech |A| > |u|. Potom
A A+ my"
lim =2t — lim % =,
P T ®)
kedze lim,, oo (%)n =0.
Ant1

Pozndmka: Pocitat lim,, .., =5 ma zmysel, lebo A,, mdze nadobtidat hod-
notu 0 nanajvys raz. Pre také n by totiz muselo platit (podla (4.7))

_S _ (E)n
u VA

¢o vdaka predpokladu b # 0 méze spliat nanajvys jedno n.

Ak p = —), tak limita tychto podielov pre cy # c,, ¢ + ¢, 7# 0 neexistuje.
Pre cy = ¢, alebo c) 4+ ¢, = 0 tato limita nemd zmysel, lebo v postupnosti
{4, }52, je vtedy kazdy druhy ¢len nulovy.

Teraz odvodime rekurentny vzfah druhého radu pre postupnost {Ag,}22,,
kde k je TubovoIné prirodzené ¢islo a {4, }52, € R(a,b).

Apn = AN 4 ¢, pkm
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Postupnost {Ax,}52, je linedrnou kombinaciou dvoch geometrickych postup-
nosti s kvocientami \* a p*, a teda patri do R(a’,t’) pre nejaké a’, b’ (t.j. \*
a pk st korefimi charakteristickej rovnice g2 — a’q — b’ = 0). Takze musi platif

a/ _ )\k + ,Uk L’(cavb)

b =)t &

Potom ,
Apmra) = L Apnin) — (=) Agn, (4.10)

z ¢oho vidime, Ze aj postupnost {Ag, 152, je dand rekurenciou typu (4.2)).

4.2.3 Maticové vyjadrenie pre A € R(a,b)

V druhej kapitole sme uviedli maticu A, ktord zodpoveda rekurencii pre Fibo-

nacciho disla, t.j. A = <(1) i) ,

Fn—l _ Fn
()= ()

. . . , . 1
Postupnosti A danej rekurenciou 1| zodpoveda matica M = (2 a) .

(2 c1z> ' (AZ:) = (Aéil) (4.11)

Po n iterdciach dostaneme

(2 clz) (ﬁ?) - (Afi) : (4.12)

(Podobne vieme dostat maticové vyjadrenie Iubovolnej homogénnej linedrnej
rekurencie n-tého radu (vid [7]).)
Teraz vypoc¢itame, Comu sa rovnd M"™ pre F' v R(a,b). Z (4.12) vyplyva

M AO Al — An An+1
A Ay Anyr Ange)’
Za A, dosadime postupnost F, ktorej zaciatocné hodnoty st Fyp = 0, F; = 1
a z nich vypocitame F» = a.

W (0 1\ [ F. Fuu
M <1 a>_<Fn+1 Fn+2>

—a 1
1 0) a dostaneme

Mn: F7z+1_aF7L Fn
Fn+2 - aFn+1 Fn+1 '

. L . 0 1\ '
ROVHICU. vynasoblme sprava maticou 1 a =
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Pouzijic (4.2]) potom méme

n __ bFn—l Fn
M" = ( 4y Fn+1>' (4.13)

Vypo¢itanim determinantu matic na oboch strandch (4.13|) dostaneme zo-
v8eobecnenie Cassiniho identity pre F' v R(a,b), ktoré mé po zjednoduseni tvar:

Fo 1Fyi1 — F2= (1)L (4.14)

Dalej uvedieme zovseobecnenie konvoluénej vlastnosti pre F' v R(a,b). Vy-
chadzajtc z rovnosti M™t™ = M™*M™

bFn+m—1 Fn+m _ bFn—l Fn me—l Fm
bFn+m Fn+m+1 bFn Fn+1 me Fm+1
ziskame identitu
Fpim = bFy_1Fp + FyFpr. (4.15)

Teraz odvodime vzorec pre stcet prvych n ¢lenov postupnosti F' v R(a,b).
Vyuzijeme, e plati I + M + M2 + -+ M" = (M"+1 — [)(M — )1,

<1+bZZ_IFk_1 S By >_<bFn—1 Foia )(-1 1 )1

bZZﬂ Fk 1+ ZZ:l Fk+1 - bFn-i—l Fn+2 -1 b a—1
-1
(-1 1 l—a 1
(M -1 _<b a—1 Ca+b-1 b 1

n 1
Y Fi=————(Fip1+bF, —1), a+b#1. (4.16)
= a+b

Odtiafl
-1
Specialnym pripadom tejto identity je napriklad identita

> Fy=Fopa—1
1=0

Rekurentny vzfah pre postupnost {F,}2 je (podla (4.10)
Fan = 3F3(n—1) — Fo(n—2)-
Zaciatotné hodnoty st Fy = 0 a Fy = 1, preto {F,}22, = F®~1 a mozeme
pouzit vzorec (4.16)).
Zéroven nam (4.16)) umozinuje vypoéitat ;" | Fi, kde k je dané prirodzené

¢islo. V predchadzajicom priklade (kde & = 2) bolo mozné priamo dosadit
do vzorca, lebo zaciatocné hodnoty boli 0 a 1. VSeobecne pre k£ > 2 to nie je

mozné, ale vyuzijic fakt, ze Fy, = FF\" "), kde o/ = LY a b = —(—b)*
((4.10)+ tvrdenie uvedené a dokézané neskor) dostaneme

n n
/’b/
PORTE DDA
1=1 I=1
¢o uz vieme pomocou (4.16)) vypocitat.
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4.2.4 Najvicsi spoloény delitel’

Prekvapujicou vlastnostou Fibonacciho ¢isel je fakt, Ze najvicési spoloény de-
litel Tubovolnych dvoch Fibonacciho &isel je tiez Fibonacciho éislo. Presnejsie,
(Fin, Fr) = Fiim,ny- Toto vSak plati aj pre postupnost F' v R(a,b), kde a a b st
celé ¢isla a (a,b) = 1. Tato vlastnost preto dokdzeme pre takto zovseobecnené
Fibonacciho ¢isla F,, v R(a,b) (podla ¢lanku [3]).

Najskor uvedieme niekolko tvrdeni, ktoré potom vyuzijeme pri dokaze tejto
vlastnosti Fibonacciho cisel.

Tvrdenie 4.2.1. F}, deli F,j, pre kazdé n > 0.

Dokaz. Postupnost {Fy,}>2, patri do R(a’,b") pre nejaké a’,b’ a teda podla
[E3) plati
Fin = bFyoF\") 4 By FY).,

KedZe prvé dva ¢leny postupnosti { Fi, 152, st 0 a Fj, tak mame

Fkn = FkF,r(La/’b/).

Tvrdenie 4.2.2. F,, a b si nestudelitelné pre kazdé n > 0.

Doékaz. Nech p je prvodislo, ktoré deli b. Z (a,b) = 1 vyplyva, Ze p nedeli a.
Z || potom méame kongruenciu F, 12 = aF,, 11 mod p a odtial F,, = Fia™ !
mod p pre n > 1. Takze p nedeli F,, a teda (F,,,b) = 1 pre vSetky n > 0. O

Tvrdenie 4.2.3. Ak A € R(a,b) a p je prvoéiselny delitel Ay, aj Ag+1, ale p
nedeli b, potom p deli A,, pre vetky n > 0.

Doékaz. Ak k >0, Agi1 = aAg + bAy_1, tak p deli Ap_;. Indukciou ukézeme,
Ze p potom deli Ag a Ay, a teda A, pre vSetky n > 0. O

Tvrdenie 4.2.4. Ak h,k € N si nesudelitelné, tak aj Fj, a Fy, st nesudelitelné.

Dokaz. Ak p je prvodiselny delitel Fj, a Fy, tak podla tvrdenia m p nedeli
b. Kedze (h,k) = 1, tak existuja r,s € Z také, ze rh + sk = 1. Je zrejmé, Ze r
a s sa musia 1i$if v znamienku. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, Ze
r < 0 a definujme t = —r. Potom sk — th = 1. KedZe podla tvrdenia je
Fy; delitelné Fy, tak p tiez deli F,;. Podobne F}, deli Fy, a teda aj p deli Fjy.
Ale Fy, a Fyy, st za sebou iduce ¢leny postupnosti F, a tak podla tvrdenia m
p deli vSetky F,. To je spor, a teda (F}, Fy) = 1. O

Tvrdenie 4.2.5. Akd' = L,(f’b) ab' = —(=b)*, tak (a’,b') = 1.

Dokaz. Nech p je spoloény prvociselny delitel a’ a b’. Potom p deli b a tieZ Lgca’b)

¢o je rovné bF,g‘i’f) +F,§a+’f) podla 1' Potom p deli F,Si’f), ¢o je spor s tvrdenim

4.2.2) O

?
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Teraz uz mozeme dokazat nasledujicu vetu:

Veta 4.2.1. Najvicsi spoloény delitel F,,, a F,, je F},, kde k je najvicsi spolocny
delitel m a n, pricom F € R(a,b), a,b € Z, (a,b) = 1.

Dokaz. Nech s = 2t at = %, potom zrejme (s,t) = 1. Uvazujme postupnost
A = {Fi,}22,. Vieme, Ze A mozeme vyjadrif ako Fy - F(@ %) kde o/ = Ly
ab = —(—b)k (podla ), a tiez, ze (a’,b’) = 1. Rovnako vieme, ze kazdé
A; je nasobkom Fj, takze Fj deli Ay = Fis = Fy a Ay = Fiy = F,. Dalej,
podla tvrdenia st %: = FY) % = Ft(a,’b/) nestudelitelné. Preto Fj, =
(Fom, Fr). O

Téato vlastnost Fibonacciho ¢&isel sa da vyuzit pri dékaze toho, aka je zlozitost
Euklidovho algoritmu na hladanie najvicsieho spolo¢ného delitela. St prikladom
¢isel, ktoré davaja najvacsi mozny pocet iteracii potrebny v tomto algoritme.
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