1 Uvod

Moja dizertac¢na praca je z oblasti kategoridlnej topoldogie. Tato disciplina vznikla
aplikovanim technik a pojmov tedrie kategdrii vo vSeobecnej topoldgii. Ako je
v matematike obvyklé, moznost pozrief sa na tu istt otazku z roznych pohladov
je casto velmi uzito¢na.

Mozeme si to ukézat na priklade koreflektivnych podkategdrii.

Definicia 1.1. Podkategéria A kategérie B sa nazyva koreflektivna v B, ak
pre kazdy B-objekt B existuje A-objekt A a B-morfizmus cg: Ag — B taky,
Ze pre kazdy A-objekt A a pre kazdy B-morfizmus f: A — B existuje jediny
A-morfizmus f: A — Ap taky, ze cgo f = f.
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Objekt Ap (resp. niekedy zobrazenie cg) sa nazyva koreflexia objektu B

V naSom pripade — ked sa zaoberdme kategdériou Top — st objekty topolo-
gické priestory, morfizmy spojité zobrazenia a podkategdrie su triedy topologic-
kych priestorov.

Ako sme videli, takdto definicia sa d4 pouzit v Tubovolnej kategdrii, pretoze
pouziva len vlastnosti morfizmov. Navyse je to Specidlny pripad adjungovanej
situdcie. (Priradenie B — Ap definuje funktor z B do A. Tento funktor je
adjungovany — v starSej terminoldgii sprava adjungovany.) Adjungované situ-
acie su v tedrii kategdrii podrobne studované, preto ndm tento fakt poskytuje
mnozstvo informacii o koreflektivnych podkategdriach.

,2Kanonickym“ prikladom koreflektivnej podkategérie pre nas bude kategé-
ria sekvencidlnych priestorov Seq. Topologicky priestor X je sekvencialny prave
vtedy, ked je uzavreté mnoziny v X st prave mnoziny, ktoré s kazdou postup-
nostou obsahuju aj jej limitu. V tomto pripade koreflexia Ap bude topologicky
priestor na mnozine A, v ktorom uzavreté mnoziny si prave tie mnoziny, ktoré
st v povodnej topoldgii uzavreté na limity postupnosti.

Pojem sekvencidlneho priestoru sa da zovSeobecnit ak namiesto obycajnych
postupnosti vezmeme transfinitné postupnosti, teda postupnosti pre ktoré in-
dexova mnozina nie je mnoZina prirodzenych ¢isel w ale nejaky iny ordinal. Ak
zoberieme vSetky ordindly, dostaneme podkategériu pseudoradidlnych priestorov
PsRad.

Dalsi délezity priklad koreflektivnej podkategérie kategérie Top predstavuje
kategoria kompaktne generovanych priestorov CGen. Priestor X je kompakine
generovany ak V. C X je otvorend prave vtedy, ked V N C je otvorena pre
kazdi kompaktnii podmnozinu C' C X. Tu opét koreflexia predstavuje modi-
fikdciu topolégie — za otvorené prehlasime tie mnoziny, ktorych prienik s kaz-
dym kompaktnym podpriestorom C' priestoru X je otvorenéd v podpriestore C.



(Kompaktnost C' aj topolégiu podpriestoru C' uvazujeme vzhladom na povodn
topolégiu X.)

Stcasne je zndme (a plati to dokonca aj vSeobecnejsie, v mnohych dalsich
kategdriach), ze:

Veta 1.2. Trieda A topologickiyjch priestorov tvori koreflektivnu podkategoriu
Top prdve vtedy, ked A je uzavretd vzhladom na tvorbu topologickijch sictov a
faktorovych priestorov.

Ide sice tiez o vysledok z tedrie kategorii, takato formulacia pojmu koreflek-
tivnej podkategdrie mé vsak ovela blizsie k topologickému pohladu, pretoze st
tu koreflektivne podkategdrie Top charakterizované pomocou zakladnych topo-
logickych konstrukcii ako st topologické stcty a faktorové priestory.

Este spomenieme jeden priklad, ktory snad lepSie demonstruje uzito¢nost ta-
kychto podkategorii. Uvidime totiz, ze Tichonovova veta, ktora je jednym z naj-
dolezitejsich topologickych vysledkov, sa dé interpretovat ako tvrdenie o reflek-
tivnych podkategdriach. V tomto pripade teda nepdjde o koreflektivne podkate-
gérie, ale o dualny pojem — reflektivne podkategorie. To, ze ide o dualny pojem,
znamend, ze definicia je takmer rovnaké — staci otocit Sipky v diagramoch, ktoré
tam vystupuju.

Definicia 1.3. Podkategéria A kategérie B sa nazyva reflektivna v B, ak pre
kazdy B-objekt B existuje A-objekt Ap € A a B-morfizmus rp: B — Ap taky,
Ze pre kazdy A-objekt A a pre kazdy B-morfizmus f: B — A existuje jediny
A-morfizmus f: Agp — A taky, ze forp = f.
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V kategorii Top st epireflektivne podkategdrie prave triedy topologickych
priestorov uzavreté na topologické stéiny a podpriestory. (Predpona epi zna-
mena, ze zobrazenie rp z predchddzajicej definicie je surjektivne.) Ak sa po-
zrieme na kategériu Haus vSetkych Hausdorffovskych topologickych priestorov,
tak v tejto podkategdrii sa epireflektivne podkategdrie daju charakterizovat tako
tie triedy Hausdorffovskych priestorov, ktoré si uzavreté na siciny a uzavreté
podpriestory. Prikladom takejto kategdrie si kompaktné Th-priestory. Navyse
Tichonovova veta nam hovori, ze kazdy priestor z podkategérie CompTs je
uzavretym podpriestorom mocniny jednotkového intervalu I. V jazyku kategé-
rif to mdéZeme vyjadrit tak, Ze CompT5 je najmensia epireflektivna podkategdria
Haus, ktora obsahuje I. Takato podkategdria sa nazyva epirefiektivnym obalom
priestoru I (oznacujeme RH(I)).

Podobne mozeme definovat koreflektivny obal jedného priestoru ¢i triedy
priestorov. Ak je nejaka podkategdria obalom jediného priestoru, tento priestor
nazyvame generdtor. Priklad Tichonovovej vety nam ukazuje, Ze najdenie ge-
neratora mozZe byt velmi cenné informaécia, pretoze poskytuje jednoduchy popis



vSetkych prvkov z danej podkategdrie. (A takisto vidime, ze ¢im  kraj$i* gene-
rator ndjdeme, tym uZitocnejsi a lahsie aplikovatelny moze byt tento popis.)

Podobne ako kompaktné priestory dostaneme ako uzavreté podpriestory
mocnin priestoru I, aj vo vSeobecnosti koreflektivny obal triedy A ziskame ako
triedu vSetkych faktorovych priestorov topologickych stctov priestorov z A.

Generatorom podkategdrie Seq je priestor C(w) — zodpoveda konvergentnej
postupnosti. Takisto tento fakt je uzitoény — umoziiuje ndm ukazat, Ze spoji-
tost zobrazenia medzi sekvencidlnymi priestormi je ekvivalentnd s tym, ze dané
zobrazenie zachovava limity postupnosti.

2 Dedi¢né koreflektivne podkategorie

Ked sme videli, Ze triedy topologickjch priestorov uzavreté na niektoré zdkladné
topologické konstrukcie moézu byt zaujimavé tak z topologického hladiska ako
aj z pohladu tedrie kategdrii, bolo by zaujime sktimaf situéciu, ked priddme
eSte niektort dalsiu topologickt konstrukciu. My sa budeme zaoberat dediénymi
koreflektivnymi podkategoriami Top — teda triedami topologickych priestorov,
ktoré su uzavreté na topologické sucty, faktorové priestory a podpriestory. (Tato
problematiku navrhli skiimat H. Herrlich a M. HuSek v prehladovom ¢lanku
[HH].)

Ak A je koreflektivna podkategéria, tak trieda SA, ktord pozostava zo vSet-
kych podpriestorov priestorov z A je tiez koreflektivna. Ocividne je dedi¢nd,
takto teda z A ziskame najmensiu dedi¢ni koreflektivnu podkategdriu obsahu-
jucu A.

Napriklad zo sekvencidlnych priestorov tak ziskame triedu SSeq subsekven-
cidlnych priestorov. Subsekvencialne priestory boli podrobne studované v ¢lanku
[FR]. To, ze sekvencidlne priestory nie st dedi¢né ukazuje priklad priestoru Ss,
ktorého podpriestor vyznaceny na obrazku nie je sekvencialny.

Priestor v predchadzajicom priklade ma len jeden neizolovany bod. Pries-
tory s jedingym neizolovanym bodom (eSte sa s nimi viackrit stretneme) si



v jedno-jednoznaénej koreSpondencii s filtrami (resp. idealmi). Pre zaujimavost
moZzeme spomentit, Ze tento podpriestor zodpovedé idedlu pouzitému v [KSW]
a [KMSS] na ukazanie, ze vo vieobecnosti Z-konvergencia a Z*-konvergencia nie
st ekvivalentné.

V dalsom budt pre nds dolezité pojmy prvotny faktor a prvotny priestor.
Tieto pojmy boli pouzité v élanku [FR] pri $tidiu subsekvencidlnych priestorov
a v ¢lanku [C1] sa podarilo ukazat, Ze viaceré postupy z [FR] sa daji pouzit pre
dedi¢né koreflektivne podkategérie Top vo vSeobecnosti.

Prvotny priestor je topologicky priestor ktorého jediny bod je neizolovany.
Prvotny faktor priestoru X v bode a je priestor, ktory ziskame z X tak, ze bod
a bude mat rovnaké okolia ako v priestore X a vSetky ostatné body budt izo-
lované. O¢ividne kazdy prvotny faktor je bud prvotny alebo diskrétny priestor.
Kazdy topologicky priestor je faktorovym priestorom jeho prvotnych faktorov.

Konstrukcia prvotného faktoru je ilustrovana na nasledujicom obrazku.

Jednym z klucovych vysledkov, ktory pouzivame pri skiimani dediénych ko-
reflektivnych podkategérii Top je nasledujica veta.

Veta 2.1 ([C1, Theorem 3.7]). Nech C je koreflektivna podkategoria Top
takd, e FG C C. Podkategdria C je dedicnd prdve vtedy, ked pre kaZdy priestor
X € C aj vsetky prvotné faktory priestoru X patria do C (C je uzavretd na
tvorenie prvotnych faktorov).

Nasledujuci obrazok ilustruje konstrukciu pouzita v ddkaze vety 2.1.

7Z tejto vety vyplyva uzito¢ny fakt, ze kazda dedi¢na koreflektivna podkategdria
je generovana prvotnymi priestormi.

3 Generator koreflektivnej podkategérie SCH(A)

Uz sme spominali, Ze ndjdenie generatora nam moze poskytnit uzitoéni infor-
maciu o koreflektivnej podkategdrii. Chcel by som spomentt jeden z vysledkov,
ktorym je konstrukcia generatora (4, ), dedi¢ného koreflektivneho obalu daného
prvotného priestoru A. Na prvy pohlad by sa mohlo zdaf, Ze tym Ze sa obme-
dzime na prvotné priestory, venujeme sa len velmi Specifickej situécii. Treba si
vSak uvedomit, Ze kazdy topologicky priestor vieme ziskat z jeho prvotnych fak-
torov a obratene, dedi¢né koreflektivne podkategdrie st uzavreté vzhladom na
tvorbu prvotnych faktorov.



Teda ak by sme mali dedi¢ny koreflektivny obal priestoru X, je to sticasne
dedi¢ny koreflektivny obal jeho prvotnych faktorov. Spojenim neizolovanych bo-
dov tychto prvotnych faktorov do jediného bodu, dostaneme prvotny priestor,
ktory ma rovnaky obal ako X.

Takisto nam tieto vysledky povedia aj nie¢o o podkategodriach, ktoré nie sa
generované jedinym priestorom, pretoze kazda takato podkategéria sa déa ziskat
ako zjednotenie rastiiceho refazca jednoducho generovanych podkategdrii.

V préaci je konsStrukcia tohoto genratora uvedend vseobecne, pre Iubovolny
prvotny priestor. Aby sme nemuseli zabiehat do technickych detailov, ukdzeme
si len, ako vyzerd tento generétor pre priestor C(w) (je to teda generéator koref-
lektivnej podkategérie SSeq). Je to prvotny faktor priestoru znézorneného na
nasledujiicom obrazku.
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Tento priestor (oznacime ho S,,) dostaneme indukciou - v prvom kroku vy-
tvorime faktorovy priestor tak, ze ku kazdému izolovanému bodu priestoru C(w)
pripojime novy priestor C'(w). Takto postupujeme dalej a ako induktivnu limitu
tychto priestorov ziskame priestor S,,. Podobne ako sme vedeli pre konvergentni
postupnost néjst spojité zobrazenie z priestoru C(w), ak nejaky bod nedosiah-
neme z danej mnoziny pomocou jednej postupnosti, ale iterovanim sekvencial-
neho uzaveru, vieme najst spojité zobrazenie z priestoru S,. Prvotny faktor
(S,)w generuje koreflektivnu podkategdriu SSeq.

Spoditatelny generator podkategdrie SSeq bol skonstruovany aj v élanku
[FR]. Na rozdiel od ich postupu ktory pouzival MAD-systémy (maximéalne skoro
disjunktné systémy), je nas dokaz existencie spocitatelného generdtora konstruk-
tivny.

Vo vSeobecnom pripade pouzivame oznacenie A,,, resp. (A, )q-

4 Podpriestory pseudoradialnych priestorov

Pouzitim vety 2.1 sa nam podarilo ukézat, Ze kazdy topologicky priestor je
podpriestorom pseudoradialneho priestoru a podobne kazdy T;-priestor je pod-
priestorom pseudoradialneho Ti-priestoru. Tento vysledok odpoveda na otazku
poloZent v [AIT]. Na zdklade vety 2.1 nam stacilo ukizat, ze kazdy prvotny
priestor mozno vlozit do pseudoradidlneho priestoru. To sa nam podarilo do-
kazat tak, Ze sme ukéazali, Ze topologickd mocnina Sierpinského priestoru S¢ je
pseudoradialny priestor.



Pseudoradialne priestory su teda prikladom koreflektivne kategdrie A s vlast-
nostou SA = Top. Je prirodzené sa pytat, ¢i by sme vedeli najst charakteri-
zéciu takychto podkategérii. Podarilo sa ndm ukézat, Ze st to préave tie koref-
lektivne podkategérie Top, ktoré obsahuju podkategériu Ay = CH({S% «a €
Cn}) (t.j. Ap je koreflektivny obal vSetkych mocnin priestoru S). Snad stoji
za zmienku, Ze pri tomto probléme je opif uzitoény kategoridlny pohlad. Jed-
nym z klucovych krokov v dokaze je totiz fakt, Ze priestory S¢ su absolitne
retrakty v Top. (Priestor C je absolutny retrakt v Top ak pre kazdé vloze-
nie e: C' — X existuje retrakcia r: X — (| t.j. spojité zobrazenie také, ze
roe = idx. Absolutne retrakty sa daju definovat aj vSeobecnejsie v lubovolnej
konkrétnej kategorii A nad X, resp. Set. V tomto pripade vlozenim nazyvame
inicidlny morfizmus, ktory je prostym zobrazenim, resp. monomorfizmom v ka-
tegdrii X.)

5 Zovseobecnenie na epireflektivne podkatego-
rie Top

Bolo by zaujimavé rozsirit niektoré z uvedenych vysledkov aj na iné kategdrie
ako Top. Casto sa v topoldgii pracuje len s Hausdorffovskymi priestormi (alebo
sa pouzivaji dokonca vyssie axiémy oddelitelnosti). Hausdorffovské priestory
(podobne ako uplne reguldrne priestory a viaceré dalsie zaujimavé triedy pries-
torov) tvoria epireflektivnu podkategériu Top. Preto by bolo zaujimavé rozsirit
niektoré vysledky na takéto kategérie.

Kvoli jednoduchosti budeme predpokladat, ze Dy € A, v préci je ukdzané,
ako sa mozno zbavit tohoto predpokladu (pouzitim koreSpondencie medzi bi-
reflektivnymi podkategériami Top a epireflektivnymi podkategériami, ktoré nie
st bireflektivne - pozri [M]).

Ak namiesto v Top pracujeme v niektorej epireflektivnej podkategérii A ka-
tegdrie Top, vidime ihned 2 rdzne moznosti, ¢o by v tejto novej situécii mohlo
zodpovedat koreflektivnym podkategériam Top. V kazdej kategdrii, teda aj v A,
mé zmysel definovaf koreflektivne podkategérie. V tomto pripade (z vSeobec-
nejsich vysledkov z tedrie kategdrii) dostaneme, Ze st to triedy priestorov z A
uzavreté na topologické siéty a extrémne A-kvocienty. Tato moznost zovSeobec-
nenia bola podrobne skiimand v [C2].

V dizertacnej praci sme sa viac venovali inému moznému zovseobecneniu —
ide o podtriedy A, ktoré st uzavreté na faktorové priestory a topologické sucty.
Kazda koreflektivna podkategéria kategérie A je takouto triedou. My samoz-
rejme skiimame tie z nich, ktoré st navyse dedi¢né. Tak sa dostavame k pojmu
HAD-triedy (HAD = hereditary, additive, divisible). Podtriedy A uzavreté na
sucty a faktorové priestory nazyvame AD-triedy.

Podarilo sa ndm ukézat, ze kazdd HAD-trieda, ktord obsahuje aspoii je-
den prvotny priestor, je uzavreta na tvorbu prvotnych faktorov. Ci to plati vo
vSeobecnosti, sa nam nepodarilo ukézat. Dokazali sme vSak, Ze v mnohych si-
tuaciach to plati. Napriklad to plati, ak A C Haus alebo ak HAD-trieda B



obsahuje nediskrétny nularozmerny priestor.

5.1 Aplikacie

Akonéhle mame dokadzant predchadzajicu vetu — teda rozsirenie charakteri-
zacie pomocou prvotnych priestorov aj na pripad HAD-tried v A — moZeme
pre HAD-triedy dokézat viaceré vlastnosti analogické k vlastnostiam dedi¢nych
koreflektivnych podkategorii.

Napriklad plati, Ze priestor (A, ), generuje HAD-obal prvotného priestoru A.
(Tentokrét ,generuje* znamend ze HAD-obal priestoru A je AD-obal priestoru
(Aw)a-) V nasledujicej vete HAD A (A) oznacuje HAD-obal a AD 4 (A) AD-obal
priestoru A v A.

Lema 5.1. Nech A je epireflektivna podkategdria kategorie Top takd, Ze Iy ¢
A. Ak A je prvotng priestor a A € A, tak HADA(A) = ADA((AL)a) =
SCH(A) N A. Navyse card(A, ), = card A.

Dalej sa d& ukézat, ze ak méame HAD-triedu v A a vezmeme jej koreflektivny
obal v Top (ktory v tomto pripade pozostava z faktorovych priestorov prvkov
triedy B), tak tento obal uz bude dedi¢ny.

Veta 5.2. Nech A je epireflektivna podkategoria kategorie Top takd, Ze I ¢ A.
Ak B je HAD-trieda v A a B obsahuje prvotny priestor, tak koreflektivny obal
CH(B) podkategorie B v Top je dedicng.

Ako dosledok dostédvame (za predpokladu A C Haus) jednojednoznacént
korespondenciu medzi dediénymi koreflektivnymi podkategériami kategérie Top
a HAD-triedami v A.

Désledok 5.3. Pre lubovolni epireflektivnu podkategoriu A kategorie Top taki,
Ze A C Haus priradenie urcené predpisom C — C N A je jednojednoznacnd
korespondencia medzi vsetkymi dedicnygmi koreflektivnymi podkategoriami kate-
gorie Top s vlastnostou C O FG a HAD-triedami v A.

6 Dalsie vysledky

Okrem doteraz spominanych vysledkov som sa v dizerta¢nej praci eSte zaobe-
ral problematikou stvisiacou s dedi¢nymi koreflektivnymi jadrami podkategdrii
Top. Tieto vysledky nebudem komentovat podrobnejsie.

Skamali sme podkategérie s vlastnostou HCK(A) = FG. Podarilo sa uké-
zat, ze koreflektivny obal zjednotenia dvoch takychto kategérii méa opif tuto
vlastnost, pre spocitatelné zjednotenia to vSak neplati. Nasli sme najmensiu
podkategdriu s touto vlastnostou (je tiou podkategdria Ag) a ukézali sme, ze
neexistuje najvicsia taka podkategoria.



7 Otazky

1. Priklad A-extrémneho epimorfizmu, ktory nie je faktorové zobrazenie.

Nech X je topologicky priestor na R, v ktorom si otvorené prave mnoziny
tvaru U \ B, kde U je otvorend R a B C {%,n = 1,2,...}. (Tato topoldgia
sa zvykne nazyvat Smirnovova topoldgia, [SS, Example 64]). Priestor X nie je
reguldrny, lebo bod 0 a uzavretd mnozina {%, n = 1,2,...} sa nedaju oddelit
uzavretymi mnozinami. M4 spoditatelnii bdzu topoldgie, preto je sekvencidlny.

KedZe X je sekvencidlny, existuje faktorové zobrazenie ¢ z topologického
stuctu viacerych képii priestoru C(w) do X. Zobrazenie Rq, kde R oznacuje
Reg-reflektor, je extrémny epimorfizmus v Reg. Ale RX # X, preto Rq nie je
faktorové zobrazenie.

2. Priklad AD-class v epireflektivnej podkategdrii A kategérie Top, ktord
nie je koreflektivna v A.

Trieda kg-priestorov v.CReg. Topologicky priestor X je kg-priestor, ak
je uplne regularny a kazdé spojité zobrazenie f: X — R, ktorého zuZenie na
Tubovolnt kompaktnt podmnozinu K C X je spojité, je spojité aj na celom X.

3. Zovseobecnenie na niektoré iné topologické Struktiry. ZovSeobecnenie na
geometrické Struktiry. (Zariského topoldgia v algebraickej geometrii — tam je
spojitost vyznamna.)

4. Dali by sa nejaké podobné vysledky dostat pre topologické grupy.

5. Islo by nie¢o podobné aj pre bezbodovi topoldgiu. (Pointless topology.)

6. Existuje charakterizacia P-idedlov pomocou im zodpovedajucich prvot-
nych priestorov? Existuje topologickd charakterizacia Z*-konvergencie?

7. Z ¢oho pochadza nazov pseudoradidlny priestor?
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