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Obsah predná²ky

Hlavné témy:
I miery roz²irujúce asymptotickú hustotu
I Lévyho grupa

Aplikácie v teórii £ísel a v poslednom £ase aj v teórii sociálnej vo©by.

Ukáºeme, ºe normovaná kone£ne aditívna miera na N roz²iruje
hustotu práve vtedy, ke¤ sa nemení permutáciami patriacimi do
Lévyho grupy. Podáme tieº novú charakterizáciu Lévyho grupy
pomocou ²tatistickej konvergencie.
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Z histórie

Miery roz²irujúce hustotu skúmala ako prvá pravdepodobne
Dorothy Maharam [M].

Boli ²tudované aj mnohými ¤al²ími autormi, ako napríklad
I Blass, Frankiewicz, Plebanek and Ryll�Nardzewski [BFPRN]
I van Douwen [vD]
I �alát and Tijdeman in [�T].
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Asymptotická hustota

Asymptotická hustota mnoºiny A ⊆ N je de�novaná vz´ahom

d(A) = lim
n→∞

A(n)
n

ak uvedená limita existuje, pri£om

A(n) = |A ∩ {1, 2, . . . , n}| .

D = systém v²etkých podmnoºín N, ktoré majú asymptotickú
hustotu

Nevýhoda: Niektoré podmnoºiny N nemajú asymptotickú hustotu.
Je moºné roz²íri´ d na kone£ne aditívnu mieru na celom N?
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Miery roz²irujúce hustotu

Kone£ne aditívnu mieru na N budeme stru£ne nazýva´ mierou.

De�nícia
Miera roz²irujúca hustotu je kone£ne aditívna miera na N, ktorá
roz²iruje asymptotickú hustotu; t.j., je to funkcia µ : P(N) → [0, 1]
vyhovujúca týmto podmienkam:

(a) µ(N) = 1;

(b) µ(A ∪ B) = µ(A) + µ(B) pre disjunktné A,B ⊆ N;

(c) µ|D = d .
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Limita pod©a �ltra

Systém F ⊆ P(N) je �lter na mnoºine N, ak

(a) A,B ∈ F ⇒A ∩ B ∈ F ;
(b) B ⊇ A ∈ F ⇒B ∈ F ;
(c) ∅ /∈ F

Ultra�lter je �lter, ktorý je maximálny vzh©adom na inklúziu.
Filter F je ultra�lter práve vtedy, ke¤ pre kaºdé A ⊆ N platí

A ∈ F ∨ N \ A ∈ F

Ultra�lter nazývame vo©ný, ak
⋂

A∈F A = ∅.

F-lim an = L ⇔ {n ∈ N; |an − L| < ε} ∈ F pre kaºdé ε > 0
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Existencia roz²írení asymptotickej hustoty

Existencia mier roz²irujúcich hustotu sa naj£astej²ie dokazuje
pomocou Hahn-Banachovej vety alebo pomocou ultra�ltrov.

Ak F je vo©ný ultra�lter na mnoºine N, tak

µF (A) = F-lim
A(n)
n

je miera roz²irujúca hustotu.
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Lévyho grupa

De�nícia
Lévyho grupa G je grupa v²etkých permutácií π mnoºiny N, pre
ktoré platí

lim
n→∞

∣∣{k ; k ≤ n < π(k)}
∣∣

n
= 0. (1.1)

π ∈ G ⇔ lim
n→∞

A(n)− (πA)(n)
n

= 0 pre kaºdé A ⊆ N (1.2)
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Ekvivalentná charakterizácia grupy G

π ∈ G ⇔ limstat
n→∞

π(n)
n

= 1 (1.3)

Pripome¬me, ºe limstat
n→∞

xn = L práve vtedy, ke¤ pre kaºdé ε > 0

má mnoºina
Aε = {n; |xn − L| ≥ ε}

nulovú asymptotickú hustotu (d(Aε) = 0).

F-lim pre F = {A ⊆ N; d(A) = 1}
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G-invariantnos´

Veta
Miera µ na N roz²iruje hustotu práve vtedy, ke¤ je G-invariantná,
t.j., µ(A) = µ(πA) pre v²etky A ⊆ N a v²etky permutácie π ∈ G.
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G-invariantnos´

Pouºijeme výsledok van Douwena [vD, Theorem 1.12]:

Veta
Miera µ na N roz²iruje hustotu práve vtedy, ke¤ µ(A) = µ(πA) pre
v²etky A ⊆ N a v²etky permutácie π : N → N také, ºe

lim
n→∞

π(n)
n

= 1. (2.1)

(2.1) ⇒ (1.3)

G-invariantná ⇒ roz²iruje hustotu

Túto implikáciu moºno odvodi´ aj z výsledkov Blümlingera a Obatu
[BO, Theorem 2].
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Dôkaz opa£nej implikácie vyuºíva nasledujúci výsledok (Fridy [F,
Theorem 1] alebo �alát [�, Lemma 1.1]):

Veta
Postupnos´ reálnych £ísel (xn) ²tatisticky konverguje k L ∈ R
práve vtedy, ke¤ existuje mnoºina A taká, ºe d(A) = 1 a
postupnos´ (xn) konverguje k L pozd¨º mnoºiny A, t.j., L je limitou
podpostupnosti (xn)n∈A.
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Základná idea dôkazu

Ak π sp¨¬a (1.3)

π ∈ G ⇔ limstat
n→∞

π(n)
n

= 1

tak z nej moºno dosta´ permutáciu ψ sp¨¬ajúcu (2.1)

lim
n→∞

ψ(n)
n

= 1

pri£om πA a ψA sa lí²ia len o mnoºinu nulovej hustoty.

µ(A) = µ(ψA) = µ(πA)
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Lévyho grupa a invariantnos´ mier roz²irujúcich hustotu

Tvrdenie
Ak π je permutácia taká, ºe v²etky miery roz²irujúce hustotu sú
π-invariantné, t.j., µ(πA) = πA pre v²etky A ⊆ N a v²etky miery µ
roz²irujúce hustotu, tak π ∈ G.
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Príklad zaujímavej miery

Blümlinger [B]:
2F = {B ⊆ N;B ⊇ 2A pre nejaké A ∈ F}
(ultra�lter ur£ený bázou {2A;A ∈ F})

µ(A) = 2 (2F)-lim
A(n)
n

−F-lim
A(n)
n

je miera roz²irujúca hustotu

Nech A =
∞⋃
i=1
{22i

, 22
i
+ 1, . . . , 2.22

i − 1} a {22i
; i ∈ N} ∈ F .

Potom µ(A) = 1 a d(A) = 1
2 .

Martin Sleziak a Milo² Ziman Lévyho grupa a miery roz²irujúce asymptotickú hustotu



ÚvodHlavné výsledkyAplikácieLiteratúra
Charakterizácia Lévyho grupyPríklad zaujímavej miery

Príklad zaujímavej miery

Záporná odpove¤ na otázku van Douwena [vD, Question 7A.1]:
Platí µ(A) ≤ d(A) pre v²etky miery roz²irujúce hustotu?
Kontrapríklad na tvrdenie Lauwersa [L, p.46]:
Kaºdú mieru roz²irujúcu hustotu moºno vyjadri´ v tvare

µϕ(A) =

∫
βN∗

F-lim
A(n)
n

dϕ(F), A ⊆ N (3.1)

pre nejakú pravdepodobnostnú Borelovskú mieru ϕ na mnoºine
v²etkých ultra�ltrov βN∗.
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Príklad zaujímavej miery

�alát a Tijdeman [�T]: Má kaºdá miera roz²irujúca hustotu
nasledujúce vlastnosti?
a) Ak A(n) ≤ B(n) pre v²etky n ∈ N, tak µ(A) ≤ µ(B) (pre
A,B ⊆ N).
b) Ak lim

n→∞
A(n)
B(tn) = 1, tak µ(A) = tµ(B) (pre A,B ⊆ N a t ∈ R).

Odpove¤ na obe tieto otázky je záporná.

a) Ak µ(A) > d(A) a d(B) ∈ (d(A), µ(A)), tak B(n) > A(n) pre
n > n0, ale µ(A) > d(B) = µ(B).
b) V predchádzajúcom príklade sme mali µ(A) = 1 a µ(2A) = 0.
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�akujem za pozornos´!

�lánok [SZ], v ktorom sú dokázané prezentované výsledky, môºete
nájs´ na:
http://thales.doa.fmph.uniba.sk/sleziak/papers/

Email: sleziak@fmph.uniba.sk
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