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Obsah prednasky

Hlavné témy:
> miery rozSirujace asymptotick( hustotu
» Lévyho grupa

Aplikacie v tedrii Cisel a v poslednom ase aj v teérii socialnej volby.

Ukazeme, Ze normovana kone€ne aditivna miera na N roziruje
hustotu prave vtedy, ked sa nemeni permutaciami patriacimi do
Lévyho grupy. Podame tiez novi charakterizaciu Lévyho grupy
pomocou Statistickej konvergencie.
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Lévy

Z histérie

Miery rozsirujice hustotu skiamala ako prva pravdepodobne
Dorothy Maharam [M].

Boli studované aj mnohymi dalsimi autormi, ako napriklad
» Blass, Frankiewicz, Plebanek and Ryll-Nardzewski [BFPRN]

» van Douwen [vD]
» Salat and Tijdeman in [ST].
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Asymptotickd hustota

Asymptoticka hustota mnoziny A C N je definovana vztahom

d(A) = lim AL

n—oco N

ak uvedena limita existuje, pricom
A(n) =|ANn{1,2,...,n}.

D = systém vsetkych podmnozin N, ktoré maji asymptotickd
hustotu

Nevyhoda: Niektoré podmnoziny N nemaji asymptoticki hustotu.
Je mozné rozsirit d na koneéne aditivnu mieru na celom N7
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Miery rozsirujice hustotu

Konecne aditivnu mieru na N budeme struéne nazyvat mierou.
Definicia
Miera rozsirujiica hustotu je koneCne aditivna miera na N, ktora
rozsiruje asymptoticka hustotu; t.j., je to funkcia v : P(N) — [0,1]
vyhovujica tymto podmienkam:

(a) p(N)=1;

(b) u(AU B) = u(A) + w(B) pre disjunktné A, B C N;

(©) ulp = d.
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Limita podla filtra

Systém F C P(N) je filter na mnozine N, ak

(a) ABe F=ANBeF,
(b) BODAe F =BecF;
() 0¢F

Ultrafilter je filter, ktory je maximalny vzhladom na inklaziu.
Filter F je ultrafilter prave vtedy, ked pre kazdé A C N plati

Ac FVN\AeF
Ultrafilter nazyvame volny, ak (\cr A = 0.

F-lima,=L < {neN;|a, — L| <e} € F pre kazdé ¢ > 0
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Existencia rozsireni asymptotickej hustoty

Existencia mier rozsirujicich hustotu sa najCastejsie dokazuje
pomocou Hahn-Banachovej vety alebo pomocou ultrafiltrov.

Ak F je volny ultrafilter na mnozine N, tak

pr(A) = F-lim Aln)

n

je miera rozsirujica hustotu.
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Lévyho grupa

Definicia
Lévyho grupa G je grupa vsetkych permutacii 7 mnoziny N, pre
ktoré plati

[{k; k < n<m(k)}|

Aln) = (=A)(n) _ pre kazde ACN  (1.2)

TG & lim

n—o0 n
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Ekvivalentna charakterizacia grupy G

reg o limstat ™) _ 1 (1.3)

n—o0 n

Pripomenme, ze limstat x, = L prave vtedy, ked pre kazdé ¢ > 0
n—oo
mé mnozina
A: ={n; |xp — L| > ¢}
nulovii asymptotickd hustotu (d(A:) = 0).

F-lim pre F ={ACN;d(A) =1}
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G-invariantnost

Veta
Miera 1 na N rozsiruje hustotu prive vtedy, ked je G-invariantna,
tj., w(A) = u(mwA) pre vsetky A C N a vsetky permutéacie m € G.
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Pouzijeme vysledok van Douwena [vD, Theorem 1.12]:

Veta
Miera 11 na N rozsiruje hustotu prave vtedy, ked p(A) = p(mA) pre
vsetky A C N a vsetky permuticie m : N — N také, Ze

m(n)

Jim =2 =1, (2.1)
(2.1) = (1.3)

G-invariantna = rozsiruje hustotu

Tato implikaciu mozno odvodit aj z vysledkov Bliimlingera a Obatu
[BO, Theorem 2].
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G-invariantnost

Dékaz opaénej implikacie vyuziva nasledujici vysledok (Fridy [F,
Theorem 1] alebo Salat [S, Lemma 1.1]):

Veta

Postupnost realnych cisel (x,) Statisticky konverguje k L € R
prave vtedy, ked' existuje mnozina A taks, ze d(A) =1 a
postupnost (x,) konverguje k L pozdlz mnoziny A, t.j., L je limitou
podpostupnosti (xn)neca-
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Zakladna idea dékazu

Ak 7 splha (1.3)

TG < limstat m(n) =1

n—oo n
tak z nej mozno dostat permutaciu v spliajicu (2.1)

lim w(n) =

n—oo n

1
pricom A a 1A sa lisia len o0 mnozinu nulovej hustoty.

1(A) = p(PA) = p(rA)
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Lévyho grupa a invariantnost mier rozsirujicich hustotu

Tvrdenie

Ak 7 je permutécia taka, ze vsetky miery rozsirujice hustotu si
w-invariantné, t.j., u(wA) = wA pre vsetky A C N a vsetky miery 1
rozsirujiice hustotu, tak m € G.
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Priklad zaujimavej miery

Blimlinger [B]:
2F ={B CN; B D 2A pre nejaké A€ F}
(ultrafilter urceny bazou {2A; A € F})

1(A) = 2 2F)lim A iy AL

n n
je miera rozSirujaca hustotu
Nech A= J{2%,2% +1,...,22% —1}a {2?;i e N} € F.
i=1
Potom z(A) =1 a d(A) = 5.
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Priklad zaujimavej miery

Zaporna odpoved na otazku van Douwena [vD, Question 7A.1]:
Plati u(A) < d(A) pre vietky miery rozsirujice hustotu?
Kontrapriklad na tvrdenie Lauwersa [L, p.46]:

Kazdi mieru rozsirujiicu hustotu mozno vyjadrit v tvare

11(A) = Fim A 4o, AcN  (31)
BN~ n

pre nejaki pravdepodobnostni Borelovskii mieru ¢ na mnoZine
vsetkych ultrafiltrov SN*.
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Priklad zaujimavej miery

Salat a Tijdeman [ST]: Ma kazda miera rozsirujica hustotu
nasledujice vlastnosti?

a) Ak A(n) < B(n) pre vietky n € N, tak p(A) < u(B) (pre
A,B C N).

b) Ak nIi_)moo é‘((")) =1, tak u(A) = tu(B) (pre A,B C NatecR).

tn

Odpoved na obe tieto otazky je zaporna.

a) Ak p(A) > d(A) a d(B) € (d(A), u(A)), tak B(n) > A(n) pre
n > ng, ale u(A) > d(B) = u(B).
b) V predchadzajucom priklade sme mali (A) =1 a pu(2A) = 0.
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Dakujem za pozornost!

Clanok [SZ], v ktorom s dokazané prezentované vysledky, mozete
najst na:
http://thales.doa.fmph.uniba.sk/sleziak/papers/

Email: sleziak@fmph.uniba.sk
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