Rok: neviem.
1. Existuji mnohocleny u a v také, ze

u(z)(2® — 3z +2) +v(z)(2® — 322 +2) =28 -1

pre kazdé x € R?

2. Odhadnite hodnotu In(1,1) s chybou mensou ako 1072. Dokézte splnenie
pozadovanej presnosti pre svoj odhad.

3. Dokézte, ze ak funkcia f : R — R splia rovnost

f'(@)(2 + 2® + cos f(z)) = 1

pre kazdé x € R, potom f je ohranicena funkcia.
4. Nech A je neprazdna podmnozina metrického priestoru (X,d) a f: X — [0, 00)
je funkcia vzdialenosti od A, t.j.

f(z) = iIel,fA d(xz,a) pre kazdé x € X.

Musi f byt rovnomerne spojitd na X?

5. Nech K = {(x,y) € R? : 22 + y? = 1} je kruznica v R?, A = (—p,0) € R?,
B = (p,0) € R? kde p € (0,1] je parameter. Ak4 je pravdepodobnost, Ze ndhodne
zvolend priamka L v R? pretinajica kruznicu K pretne aj tsecku AB? (Uhol
¢ € [0, ), ktory zviera L s osou x aj vzdialenost d € [0, 1] priamky L od poéiatku
st rovnomerne rozdelené ndhodné veli¢iny.)

6. Vypocitajte A% pre maticu

1 -2 1
A=[-1 1 0
-2 0 1
7. V rovine je danych 6 bodov {z1,za,... ,26} ktorych vzadjomné vzdialenosti sii

nanajvys v/2. Dokdzte, Ze aspoi 3 z dvojic {{z;,x;}:1 < i < j < 6} st také, ze
o — ]| < 1.

Poznamka: Kazdy priklad je ohodnoteny 5 bodmi. Hodnotené budi len 4 priklady,
v ktorych ziskate najvacsi pocet bodov.



Rok: 1994
Zadanie: Vyberte si Styri z nasledujtcich tloh a snazte sa podat ¢o najpreciznejsie
rieSenie kazdej z nich.

1. Nech f : R — R maé spojitu derivaciu a existuje koneénd limita lirf [f(x) +
T— 100

f'(z)]. Dokézte, ze potom existuje aj lir}rl ).
xr— oo
2. Dokéazte, ze mnohoc¢len " +4 moZno vyjadrit v tvare stéinu dvoch mnohod¢lenov
niz$ieho stupia s raciondlnymi koeficientami prave vtedy, ked n = 0 mod 4.
3. Nech &, n st nezavislé ndhodne velic¢iny v R, kazda s hustotou pravdepodob-

z2 . 3 ~ , /
nosti f(x) = = 7 Vypocitajte pravdepodobnost toho, Ze pre ndhodny vektor

(€,m) € R? plati €2 +n? < 72, kde 7 € (0,00) je dane é&islo.

4. Nech f(x) = };iiii Vypocitajte f(1994)(0).

5. Nech X = {X(u,v) : u,v € R} je parametricky zadana plocha v R3, kde
X(u,v) = (u+v,u — 2v,u® — 3v% + 1). Nech dalej M je mnozina vietkych bodov
P € X, v ktorych sa plocha X dotyka gulovej plochy prechadzajicej cez P so
stredom v bode (10,-1,-4).

a) Dokéazte, ze mnozina M je kone¢na.

b) Najdite prienik mnoZiny M s krivkou X (1,v) : v € R.

6. Existuje komplexny mnohoc¢len P, pre ktory plati

1
max{’P(z)—Z4 :ZE(C,|Z|:1}<O.5?

7. V rovine st dané dva mnohouholniky A a B, pricom A je konvexny. Kazdy z
nich je dany postupnostou svojich vrcholov v poradi v akom nasleduji na kladne
orientovanej hranici mnohouholnika. Navrhnite algoritmus s ¢o najmensou ¢asovou
zlozitostou, ktory urdi prienik vnutier mnohouholnikov A a B. Zistite ¢asov zlozi-
tost svojho algoritmu.



Rok: 1995

Zadanie: Vyberte si pif z nasledujtcich tloh a snaZte sa podaf co najpreciznejsie
riesenie kazdej z nich.

1. Najdite najvidcsiu a najmensiu hodnotu funkcie f : R? — R danej predpisom

fz,y) =2 +y* — 122 + 16y

v mnozine (z,y) € R? : 2% + y? < 25.
2. Zistite, ¢i postupnost funkcii f, : [0,1] — R danych predpisom

fu(x) =nx(l —z)"

konverguje rovnomerne na intervale [0,1]?

3. Pre kazdé ¢islo n vicsie ako 2 existuje prvocislo p take, ze n < p < n!. Dokéazte!
4. Dokazte, ze ak n a k st kladné celé cisla, tak potom

! + ! +... 4+ !
n+l n+2 7 n+k

nie je celé ¢islo.

5. V trojrozmernom euklidovskom priestore je dana kocka s hranou dizky 1 a rovina
p. Dokézte, ze stcet $tvorcov dizok kolmych priemetov hran kocky do roviny p
nezavisi od volby roviny p. [Slovo Stvorcov tam bolo dopisané len perom, ale asi to
tam ma byt.]

6. V euklidovskej rovine je dand priamka p a bod M mimo nej. Pre k € (0,1)
najdite mnozinu bodov

A={X cR?:d(X,M) = kd(X,p)}.

7. Jadrom mnohouholnika nazveme mnozinu tych bodov, z ktorych tsecka do
kazdého bodu hranice lezi celd v tomto mnohouholniku. Navrhnite (o najefek-
tivnejsi) algoritmus na néjdenie jadra mnohouholnika.

Vstup: postupnost stradnic vrcholov mnohouholnika v rovine v poradi v akom
nasleduji na kladne orientovanej hranici, o ktorej predpokladame, Ze sama seba
nepretina.

Vystup: podobne presny popis jadra mnohouholnika.

8. Nech funkcia u : R? — R z triedy C? je rieSenim rovnice

u o
ox?  oy?

v R2. Dokazte, ze u je triedy C°.



Rok: 1996

Zadanie: Vyberte si Styri z nasledujtcich tloh a snazte sa podat ¢o najpreciznejsie
riesenie kazdej z nich.

1. Nech f:[0,1] — R je spojita funkcia. Dokazte, Ze

Jim n/o 2 f(@)de = F(1),

n—oo

2. Nech redlna funkcia y € C?([0,00)) je riesenim pociato¢nej tlohy " = —|y|,
y(0) =1, 3/(0) = 0. Dokéazte, Ze existuje prave jedno t > 0 také, ze y(t) = 0.

3. Ak K C R" je takd, Ze kazd4 spojitd funkcia f : K — R je ohranifend, potom
K je kompaktna. Dokazte.

4. Néjdite najvicsi spoloény delitel mnoziny ¢isel {n'® —n,n € Z}.

5. Dokézte, Ze ¢islo v/2 + /3 je iracionalne.

6. Nech a,b € R. Navzijom kolmé jednotkové vektory u,v € R3 take, Ze u =
(u1,u2,a) a v = (vy,vq,b) existuju prave vtedy, ked a? + b% < 1.

7. Nech P = {P(u,v) = ((a + bcosu) cosv, (a + beosu)sinv),bsinu : 0 < u,v <
27}, a > b > 0 je parametricky zadan toroidna plocha v R? a o = {(z,y,2) € R3:
Ar+ By+Cz+ D = 0}, A% + B? # 0 je dand rovina. N4jdite vietky body P € P,
v ktorych dotykova rovina je rovnobezna s a.

8. UvaZzujme tsecku spéjajucu body P;(—1,1,-2) a P»(2,—2,0).

(a) N4jdite jej perspektivnu projekciu so stredom (0,0,-1) na rovinu z = 0. Uvazu-
jme v rovine z = 0 raster s krokom 0.25 v oboch smeroch z, y. Nech tato “rastrova
obrazovka” ma 8 urovni Sedej (0,1,2,3,4,5,6,7).

(b) Ak pozadujeme zobrazenie tisecky jednotkovej hribky (jednotkou je krok ras-
tra), ktoré “rastrové body” sa vykreslia s maximalnou intenzitou (7)?

(c) Ak pozadujeme vykreslenie tej istej tsecky (pri zachovani celkovej intenzity)
s vyhladenim obrazu (antialiasing), ktoré rastrové body a s akou intenzitou sa
vykreslia v tomto pripade.



Rok: 1997

[Toto zadanie bolo dost slabo prefotené, takze mozno niektoré priklady boli v sku-
to¢nosti trosicku iné.]

Na riesenie tloh mate 2 hodiny. Kazda tloha je ohodnotend 10 bodmi. Kazdy na
konci testu odovzdé rieSenia Styroch tloh podla vlastného vyberu. V pripade, Ze
ucastnik prijimacieho pohovoru vyriesil menej ako Styri tilohy, odovzda na miesto
chybajucich dloh do poctu 4 prislusny pocet Cistych papierov oznacenych menom a

¢islom tlohy.
1"
lim (1 - ) e”.
n—oo n

1. Vypocitajte limitu

2. Nech A = (a;;) je matica typu n x n, pricom a; = 0 pre ¢ = 1,2,...,n a
a;j € {—1,1} prei #j, 1,5 € {1,2...n}.

a) Dokéazte, ze pre n parne je A reguldrna.

b) Dokéazte, Ze pre kazdé n nepérne existuje singuldrna matica uvedenych vlastnosti.
3. Nech V je mnozina vSetkych prirodzenych c¢isel, ktorych dekadicky zapis neob-
sahuje cifru 9. Dokézte, ze rad > % konverguje.

nenN
4. Nech ) ) )
ai a; a3
flx1,20,23) = =+ =+ =+
X1 X2 xs3
a

M={z:xcR%x;>1,i=1,232 +x + )3 =4}

Najdite minimum funkcie f na mnozine M v zavislosti od parametrov aq,as,as,
a1 > az > as.

11. Nech G je koneénd podgrupa grupy C’' nenulovych komplexnyjch ¢isel s operaciou
nasobenia. Dokazte, ze G je cyklicka.

12. Nech néhodny vektor (£,7) mé rovnomerné rozdelenie pravdepodobnosti v
kruhu s polomerom R = 1. Zistite, ¢i ndhodné veli¢iny &, n st

a) nekorelované

b) nezavislé.

13. Dokazte, Ze objem kazdého trojbokého ihlana, ktory je ohraniceny stradnicov-
ymi rovinami a dotykovou rovinou grafu funkcie z = ﬁ, x,y # 0, je konstantny.
14. Nech f: R — R je spojito diferencovatelna funkcia. Dokézte, ze kazdé rieSenie
y : R — R diferencidlnej rovnice y'(x) = f(y(z)) je monoténne.

15. Nech S je mnozina obsahujica n (n > 0) bodov v rovine. Stradnice bodov
su celociselné a v rozmedzi 1 az m. N&ajdite a popiSte algoritmus na zostrojenie
konvexného obalu mnoziny S v éase O(m + n). Svoje tvrdenie zddvodnite.



Rok: 2000

Zadanie: Pocas 2 hodin rieste 4 z nasledujtcich tiloh podla vlastného viberu. Uplné
riesenie kazdej tlohy ma hodnotu 10 bodov.

1. Nech funkcia f : R — R je rieSenim diferencialnej rovnice

f'=2f +f=2¢" xR

Ak vieme, Ze f’ > 0 na R, plati nutne f > 0 na R?
2

x

2. Najdite lim [ 9t

r—1+ e
3. Najdite maximum funkcie f(z,y) = 2y +y* na mnozine {(z,y) € R? : 2% + ¢
1}.
4. Néajdite vsetky (p,q) € R? take, Ze obe funkcie f(z,y) = 2x + 3y a g(x,y) =
—3x — 2y nadobtidaji maximum na mnozine {(x,y) € [0,2]x[0,2] : px+qy = p+q}
v jedinom bode a tento bod je pre ne spolo¢ny.
5. Vypocitajte pravdepodobnost, ze ndhodne vybrany bod Stvorca je (v eukli-
dovskej metrike) blizsie k stredu $tvorca ako k hranici Stvorca, ak predpokladime
rovnomerné rozdelenie pravdepodobnosti v Stvorci.
6. Nech A je redlna matica 3 x 3 taka, ze pre kazdy stipcovy vektor u € R? je vektor
Au kolmy na u. Dokdzte, ze AT = —A, kde AT oznac¢uje maticu transponovant k
A.
7. 7 20 studentov sa kazdy zucastnil od 0 do 6 z celkového pocétu prednasok.
Dokazte, alebo vyvratte: existuje pitica Studentov a dvojica prednasok takych, Ze
bud vsetci 5 boli na oboch tychto prednaskach, alebo ziaden z tychto 5 Studentov
nebol na ziadnej z tychto 2 prednasok.
8. V rovine je danjych n useéiek. Popiste algoritmus so zlozitostou O(n logn), ktory
zisti, ¢i tsecky st po dvoch disjunktné.



Rok: 2001

Pocas 2 hodin rieste 4 z nasledujtcich tiloh podla vlastného vyberu. Uplné riesenie
kazdej tlohy m4a hodnotu 10 bodov.

1. Néjdite maximum funkcie f(z,y) = y na mnoZine

M = {(z,y) € R? : 2° + ¢y* — 22y = 0,2 > 0}.
2. Nech postupnost realnych &isel {x,,}°2, spliia rekurentny vztah
Tpg1 = 2xp.(1 — ).

VySetrite lim v zévislosti od volby x7.

n—oo

3. Existuju postupnosti {ng}32,, {my}22; prirodzenych ¢isel, pre ktoré
klim Ine — Ymy = V27
— 00

4. Cisla z, y st zvolene nezavisle a ndhodne (s rovnomernym rozdelenim pravde-
podobnosti) z intervalu (0,1). Uréite pravdepodobnost (s presnostou na dve de-
satinné miesta), Ze celé ¢islo najblizsie k ¢islu § je parne.

5. Nech G je kone¢na grupa pozostavajuca z redlnych matic typu n X n s opera-
ciou nasobenia matic. Predpokladajme, Ze sucet stop vSetkych matic z G je nula.
Dokézte, ze stcéet vsetkych matic z G je nulova matica.

6. Nech A, (n > 2) oznacuje maticu (a;;) typu (n — 1) x (n — 1) taka, ze

i+2, aki=yj,
A5 = . .
{ 1, ak i #£ j.
Rozhodnite, ¢i je postupnost Sf]to‘gz ohranicené.
7. Na priamkach uréenych stranami AB, BC a AC trojuholnika ABC su dané
body A’ = B+a(C—B), B =C+b(A-C),C" = A+¢(B — A). Dokéazte, ze body
A’', B’, ¢’ lezia na jednej priamke prave vtedy ked ab+bc+ac—a—b—c+1=0.
8. Nech ABCD je stvoruholnik s vrcholmi A = [0,0]7, B = [20,40]%, C = [60, 40]
a D =0,60]7. Nech UV je tsecka, pricom U = [-10,0]T a V = [50,60]T. Usecku
aj Stvoruholnik uvazujte rasterizované v obvyklom celoc¢iselnom gride. Zistite vysle-
dok orezania tisecky UV $tvoruholnikom ABCD. Vyjadrite tiez ¢asovi zlozitost
efektivnej procedury ako funkciu poétu komponentov stavislosti orezanej tsecky (za
predpokladu, Ze zamenime $tvoruholnik vSeobecnym jednoduchym n-uholnikom,
n > 3).




Rok: 1996

Zadanie: Vyberte si Styri z nasledujtcich tloh a snazte sa podat ¢o najpreciznejsie
riesenie kazdej z nich.

1. Nech f:[0,1] — R je spojita funkcia. Dokazte, Ze

Jim n/o 2 f(@)de = F(1),

n—oo

2. Nech redlna funkcia y € C?([0,00)) je riesenim pociato¢nej tlohy " = —|y|,
y(0) =1, 3/(0) = 0. Dokéazte, Ze existuje prave jedno t > 0 také, ze y(t) = 0.

3. Ak K C R" je takd, Ze kazd4 spojitd funkcia f : K — R je ohranifend, potom
K je kompaktna. Dokazte.

4. Néjdite najvicsi spoloény delitel mnoziny ¢isel {n'® —n,n € Z}.

5. Dokézte, Ze ¢islo v/2 + /3 je iracionalne.

6. Nech a,b € R. Navzijom kolmé jednotkové vektory u,v € R3 také, Ze u =
(u1,u2,a) a v = (vy,vq,b) existuju prave vtedy, ked a? + b% < 1.

7. Nech P = {P(u,v) = ((a + bcosu) cosv, (a + beosu)sinv),bsinu : 0 < u,v <
27}, a > b > 0 je parametricky zadan toroidna plocha v R? a o = {(z,y,2) € R3:
Ar+ By+Cz+ D = 0}, A% + B? # 0 je dand rovina. N4jdite vietky body P € P,
v ktorych dotykova rovina je rovnobezna s a.

8. UvaZzujme tsecku spéjajucu body P;(—1,1,-2) a P»(2,—2,0).

(a) N4jdite jej perspektivnu projekciu so stredom (0,0,-1) na rovinu z = 0. Uvazu-
jme v rovine z = 0 raster s krokom 0.25 v oboch smeroch z, y. Nech tato “rastrova
obrazovka” m4 8 urovni Sedej (0,1,2,3,4,5,6,7).

(b) Ak pozadujeme zobrazenie tisecky jednotkovej hribky (jednotkou je krok ras-
tra), ktord “rastrové body” sa vykreslia s maximélnou intenzitou (7)?

(c) Ak pozadujeme vykreslenie tej istej tsecky (pri zachovani celkovej intenzity)
s vyhladenim obrazu (antialiasing), ktoré rastrové body a s akou intenzitou sa
vykreslia v tomto pripade.



