Tento dokument vznikol ako reakcia na niektoré otdzky polozené na blogu Michala Le-
hutu http://lehuta.blog.sme.sk/c/100142/. Uréite by to bolo lepsie napisat priamo do
diskusie na blogu, ale http://diskusie.sme.sk ddko moc nepodporuje pisanie matematiky
;-) Ak budete nato chciet nejako zareagovat, IMHO najlepsie v diskusii k blogu. Pretoze sa
dokument (a tym aj ¢islovanie) moZe menit, je lepsie odvolat sa na rovnicu pomocou kédu
pri nej ako pomocou d¢isla.

Dufam, Ze som tam nespravil privela chyb a preklepov.

Fibonacciho Spirala

Fibonacciho ¢isla:
Fn+2:Fn+Fn+1 (]-)

aF0:F1:1;
g =)t )
= NG : (2)

kde o = 1575 []

Uvedieme (bez dokazu) este 2 identity, ktoré by mohli byt pre nas uiitoémﬂ
F2n+1 :Fn(anl"'FnJrl) = Fh_ +FnFn+1 (3)
F2n+2 = anan+1 + Fn+2Fn (4)

Fibonacciho $pirdla (pozri http://lehuta.blog.sme.sk/c/100142/)) vznikne tak, Ze z
bodu (0,0) ideme postupne o Fy na zépad, o F; na sever, o Fy na vychod, o F3 na juh atd.
Zaujimaju nés vlastnosti tejto Spiraly, konkrétne by sme chceli zistif asymptoty. ku ktorym
sa tieto body blizia.

Stradnice bodov

Zaoberajme sa len bodmi po kazdych 4 tsekoch. Tieto body maja stradnice g = yp =0 a

Tp=F3—F1)+ (Fr—F5)+ -+ (Fan—1 — Fan—3),
yn:(F47F2)+(F87F6)+"'+(F471,*F4n—2)-

Po vyuziti to upravime na

n—1
xn:F2+F6+"‘+F4n—2:ZF4k+2 (5)
k=0
n—1
Yn=TFs+ Fr+- 4+ Fig=> Fiys (6)
k=0

1Pozor! Niekde sa vyskytuje definicia v tvare F1 = F» = 1 (alebo ekvivalentne Fp = 0 a F; = 1). Preto
je dolezité, ak cerpadme z roéznych prametiov, porovnat aj definicie a veci, ktoré chceme pouzit upravit tak,
aby suhlasili s definiciou, ktort pouzivame my. V tomto texte budeme vsetky veci uvadzat tak, ako plati pre
Fibonacciho postupnost definovant poc¢iatoénymi hodnotami Fy = Fy = 1, ako sme uviedli na zaciatku. (Aby
som bol Uprimny, definicia, ktort som uviedol ja je asi ovela menej Standardna, ako ta druhd; ale uz sa mi to
nechcelo vSetko opravovat naspét.)

2ak chcete dokaz mozete sa pozriet napriklad na vetu 2.8 vhhttp://is.muni.cz/th/106232/prif_b/fp.pdf,
ktora je dokonca vSeobecnejsia.
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Prvé hodnoty:
x9=0,21=2,20=24+13=15,23=2+13+89 =104, 24 =2+ 13+ 89+ 610 = 714
Y=0,y1=3,y2=34+21=24, y3 =3+21+4 144 =168, y4s = 3+ 21 + 144 + 987 = 1155

Chceli by sme najst predpis pre z,. Jedna moznost je uhddnut a dokézat matematickou
indukciou. Skisme si v§imnat hodnoty x,, a porovnaf ich s Fibonacciho ¢islom nasledujtacim
hned po poslednom séitanci v x,,. Po chvili skimania tabulky prideme na to, Ze ich rozdiel
sa dé ziskat vzdy ako sucin 2 po sebe idicich Fibonacciho ¢&isel. (Vyznam posledného stlpca
v nasledujicej tabulke vysvetlime neskor.)

(n] @0 [ Fano1 | Fon-1Fon—2 | Fan—1 — Fon1Fon—3 | Gan |

1 2 3 1 2 11
2] 15 21 6 15 76
3| 104 144 40 104 521
4| 714 | 987 273 714 3571

Teraz, ked uz sme prisli na to, aki rovnost chceme dokéazat
n—1
Ty = E Fypyo = Fapn1 — Fon_1Fop2 (7)
k=0

malo by to ist vcelku jednoducho. (Nevedel som vymysliet postup, ako to dokazovat bez toho,
aby sme museli ,hadat“, ¢ize bez toho, aby sme vopred vedeli pravi stranu.)

Takéto rovnosti sa daji dokazovat matematickou indukciou. Pozndme totiz hodnotu x;
a vieme, ze vSetky dalSie hodnoty x,, s jednoznac¢ne uréené rovnostou x,11 — T, = Fynio.
Na to, aby sme dokézali rovnost staci zistit, ¢i takyto vztah plati aj pre prava stranu
rovnosti.

Skisme teda upravit prislusny rozdiel

F4n+3_F2n+1F2n - (F4n71 _F2n71F2n72) - F4n+3 _F4n71 - (F2n+1F2n _F2n71F2n72) -

B)
Finys — Fan—1 — (Fang1Fon + FonFop_1) + (FopFopn_1 + Fap_1F2,_2)
F4n+3 - F4n71 - F4n+1 + F4n71 - F4n+3 - F4n+1 - F4n+2

Teraz cely postup zopakujeme pre y,,

’ n ‘ Yn \ Fun \ Fan—2Fa, \ Fa — Fon—2Fa, \ Gant1 ‘
1 3 5 2 3 18
2 24 34 10 24 23
3 168 233 65 168 843
4 | 1155 | 1597 442 1155 5778
Chceme dokézat .
Yn = Z Fapys = Fyp — Fon_oFpy, (8)
k=0

V indukénom kroku teraz dostaneme

F4n+4 - FZnF2n+2 - (F4n - F2n72F2n) - F4n+4 - F4n - FZnF2n+2 + F2n72F2n -

(4)
Fanya — Fan — (FonFonio + Fop—1Fony1) + (Fan—2Fa, — Fon—1Fony1)

F4n+4_F4n_F4n+2+F4n:F4n+4_F4n+2:F4n+3
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Mozno by mohlo byt uzitoéné vyjadrit vy, a x, aj priamo pomocou . Kvoli prehladnosti
oznacme ¢ = 1 — . Pre tieto ¢isla plati ¢ip = —1 a ¢ + 1 = 1. (St to korene kvadratickej
rovnice 2 — 2 — 1 = 0.) TieZ je uzitotné vSimnut si, ze ¢ — 1) = /5.

an+1 ¢4n+1 2n+1 _ w2n+1 2n—1 _ w?nfl
Yn = Fan — FopFop_ o = 7 - (90 )((p ) =

NG 5
\/5(4,04n+1 _ w4n+1) _ (504” 4 w4n) + <p2n71w2n71((p2 + w2)

5
(4,0 _ w)(s04n+1 _ w4n+1) _ (S04n + 77Z}4n) + (p2n71w2n71(902 4 1/}2) _
5
@4n+2 + w4n+2 _ QM/J(QOML _ 1/}471) _ ((p4n _ ¢4n) -3 _ s04n+2 + ¢4n+2 -3
5 5

Ak oznacime G,, = "1 + "1 tak mame

Gant1 — 3
Yn ==*4é4j§£444*- (9) {EqQvnGN}

Pritom G,, je opif postupnost, ktora splia rekurenciu G, 12 = G11 + G,. (Kto sa niekde
ucil nejaké zéklady o rieSeni linedrnych rekurentnych rovnicEI vidi to hned. D4 sa nato prist
z toho, Ze tuto rekurenciu spliiaji postupnosti ™! aj 1" *t!, teda aj vSetky ich linedrne
kombindcie.) Vdaka tejto rekurencii z po¢iatoénych rovnic vieme vypositat vSetky hodnoty
Gp:
Go=p+9=1
Gi=¢*+¢*=3
dalsie hodnoty: 4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, 123, 199, 322, 521, 843, 1364, 2207, 3571, 5778. ..
Moézeme si overit, ze skutocne y; = 18; 3 yp = 1235*3, Yz = 843{3E| Cisla G,, sa tiez zvyknt
volat Lucasove ¢isla — aj ked opét je to Standardne o 1 posunuté oproti méjmu oznadeniu
http://en.wikipedia.org/wiki/Lucas_number!

Teraz sa pokiisme odvodit nie¢o podobné pre x,,.

dn _ ,4n 2n _ ,/,2n 2n—1 _ ,/2n—1
) = Fory— Py 1Fyy g — 20— (@ = 97)(e e

NG 5
(o — ) (" — P*) — (p?" — ") (! — 2T

5
(504n+1 4 w4n+1) _ (,077[1(904’”71 4 w4n71) _ (904n+1 + w4n+1) + S0271711/)27171(@ + w) 7
5 =
(¢4n+1 + 77Zj4n+1) _ (90 + 1/)) _ G4n -1
5 5 '
Ziskali sme teda rovnost
Gap — 1

(10) {EqxNeN}

ktort moézeme opit skontrolovat v tabulke pre x,,.

3http://en.wikipedia.org/wiki/Difference_equation
4TODO dopln G, do tabulky
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Smernica asymptoty

Ak sa body so stradnicami (z,,y,) blizia k nejakej asymptote, tak jej smernica musi byt
limite podielu %=. Zo vzfahov , @ dostaneme

lim Yn _ lim 7(;4”“ =3 = lim 7G4n+1 =y

n—00 Tp, n—oo G4n —1 n—oo in
Posledn4 rovnost sa da odvodit z predpisu G,, = ¢" ! + "1, (Je znadme, Ze podiel po sebe
idtcich Fibonacciho &isel konverguje k zlatému rezu. Odvodenie podobného vztahu pre G,,
je takmer rovnaké.)

Asymptota teda skutocne existuje a jej smernica je .

Este by sme tu odvodili ten isty fakt trochu inym sposobom, ktory je pekny v tom, Ze
nepotrebujeme na jeho odvodenie poznat vztah popisujici x,, a v, pomocou Fibonacciho
¢isel (resp. pomocou G,,), limitu vyrdtame priamo z vyjadrenia y,, a x,, ako sumy niektorych
Fibonacciho ¢isel.

Vyuzijeme Stolzovu vetu. Stolzova veta je akysi ekvivalent L’Hospitalovho pravidla pre

rady!’]

Veta 1 (Stolzova-Cesarova veta). Nech (x,) a (yn) st postupnosti redlnych cisel. Nech
(yn) je kladnd, ostro rastica a lim y, = +oo. Ak existuje limita

n—oo

. Ipt1 — T
lim =ntt
n—=00 Ypi1 — Yn

=L

)

tak potom aj
lim " = L.
n—00 Yn

Stolzovu vetu mozeme preformulovat aj takto:

Désledok 1. Nech (an) a (by,) st postupnosti redlnych éisel, pricom b, >0 a > b, = 400
pre vsetky n € N. Ak existuje limita

tak N
lim 721;1 Gk _
n—oo EZ:]- bk

Pouzitim Stolzovej vety priamo dostaneme
Yn E 4n+3

n—1
F,
T L g By L L =
n—oo Ty, n— oo Zk:o F4k+2 n— oo F4n+2
Asymptoty

Zistili sme uz smer asymptoty. Priamok daného smeru je vela — eSte chceme zistit, kam je
asymptota posunuté. Bod, v ktorom asymptota pretina y-ovi os zistime, ked vyratame limitu

lim (y, — ©xn).

n—oo

5Dékaz  Stolzovej vety mozno najst napriklad tu |http://planetmath.org/encyclopedia/
StolzCesaroTheorem.html, ak preferujete Cestinu/Slovencinu, tak skuste [http://thales.doa.fmph.
uniba.sk/sleziak/vyuka/tc2006/tc.pdf, http://www.karlin.mff.cuni.cz/"rataj/MA/MA-prednaska.pdf
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Za¢nime najprv upravovat

G4n+1 _ 3 _ (P(G4n _ 1) @4n+2 + w4n+2 _ 3 _ 4P(<,04n+1 + w4n+1 _ 1)

<p4n+2 _ <p4n+2 + (¢ _ (p)w4n+1 —3+ ) _ F0,¢4n+1 + 0 — 3 _ ¢4n+1 4 ©— 3
5 5 5 ’
preto
. p—3
lim y, — px, = R

. . _ p—3
Rovnica asymptoty je teda y = p.x + 5=

]n\xn\ Yn \y:@-ﬂf+%3
1] 2 3 2,9597
2] 15 24 23,9941
3| 104 | 168 167,9991
4 | 714 | 1597 1154,9999

Ostatné postupnosti

Smernice vyjda rovnaké (resp. otoc¢ené o 90°). Vidno to napriklad z toho, Ze odvodenie
pomocou Stolzovej vety vyjde aj pre ostatné postupnosti.

Zostéva otazka, ¢i sa protilahlé asymptoty stretnd v tom istom bode. Pretoze som lenivy,
pozriem sa len na postupnost protilahla k tej, ktort som uz vyratal.

Tu budt stradnice

/
T, = Tn *F4n+1

/
Yn = Yn — Fanyo

Limita, ktorti budeme ratat pri posune asymptoty sa teda zmeni o hodnotu lim Fy, o —
n—oo

©Fynt+1 = 0. Teda skutoéne budi existovat len 2 asymptoty, pretnt sa v niektorom bode (ale
uréite to nebude bod (0,0), ako by to mohlo vyzerat z obrazku). Ten bod, takisto ako druht
(kolm1) asymptotu som bol lenivy vyrétat.

Otazky
1. Dali by sa tie vztahy odvodit aj bez toho, aby sme najprv ,uhadli“ prava stranu?

2. Dé sa bod, kde sa asymptoty pretni, vyratat bez toho, aby sme vyratali priamo rovnice
asymptot?

3. Neverim, ze by to uz niekto niekde neratal, ak to najdete niekde na webe, dajte mi
vediet — napriklad to napiste do diskusie na spominanom blogu. (Trochu som googlil,
ale nenasiel som priklad, kde by bol priamo zratany stcet kazdého stvrtého Fibonacciho
disla.)



