pozn/tm/ZL.tex 19. marca 2012

Pouzitie Zornovej lemy

1 Ekvivalentné formy Axiomy vyberu
Axiéma vyberu.
(VS)[(VA € 8)(A £ DA(VA € S)(YB € 8)(A £ B = ANB = 0) = (3V)(VA € 8)(F2)(VNA = {z})]

Pre kazdy systém neprazdnych po dvoch disjunktnych mnozin existuje vyberova mnozina,
t.j. takd mnozina, ktorda ma s kazdou z mnozin tohoto systému jednoprvkovy prienik.

V praxi casto pouzivame roézne tvrdenia, ktoré st ekvivalentné s axiémou vyberu. V tvr-
deni|2|je zozbieranych niekolko vysledkov, ktoré st len jednoduchym preformulovanim axiémy
vyberu, dolezitejsie (a Gasto pouzivané) si vSak najméi ekvivalenty AC uvedené vo vete

Asi sa oplati aspoii struéne vysvetlit, ¢o rozumieme pod tym, Ze nejaké tvrdenie je ekvi-
valentné s AC. Je jasné, ze nemd velky zmysel hovorit o tom, ¢i nieco je ekvivalentné s AC,
ak pracujeme v systéme, kde AC je jednou s axiém. Tvrdenie 2| a vetu [3] treba teda chapat
tak, ze je to tvrdenie v axiomatickom systéme, ktory dostaneme po vynechani axiéomy vy-
beru. Teda namiesto ZFC (&o je systém s ktorym obvykle pracujeme) ide v tomto pripade
o vysledky v systéme ZFE|

Okrem iného to znamend, Zze ak by sme vytvorili axiomaticky systém, kde by sme AC
nahradili niektorym z jej ekvivalentov (napriklad ZF+ZL alebo ZF+WO), tak by sme dostali
rovnako silny systém. CiZe v istom zmysle moZeme tieto ekvivalenty chapaf priamo ako
axiémy (ak uz mame dokdzanu vetu [3| alebo sme jej ochotni uverit).

Definicia 1. Nech S je mnozina. Zobrazenie f: S — |JS sa nazyva selektor alebo tiez
vyberovd funkcia na mnozine S, ak plati

(Vx € S)f(x) € .

Pomenovanie vyberova funkcia je pomerne prirodzené — je to funkcia, ktord z kazdej
mnoziny v § vybera nejaky jej prvok.

Tvrdenie 2 (ZF). Nasledujice podmienky si ekvivalentné (ako turdenia ZF):
(i) azioma vgberu;
(ii) pre kazdy systém neprdzdnych po dvoch disjunktngch mnoZin existuje selektor;
(ii1) pre kaZdy systém neprdzdnych mnoZin existuje selektor;
(v) kartezidnsky sucin lubovolného systému neprdzdnych mnoZin je neprdzdny, t.j.

VieDX; 20 = [[Xxi#0
el

(v) ak R je reldcia medzi mnoZinami A a B takd, Ze pre kaZdé a € A existuje b € B
s vlastnostou aRb, tak existuje funkcia f: A — B takd, Ze f C R;
(vi) ak f: A — B je surjekcia, tak existuje g: B — A také, Ze f o g =1idp.

Veta 3 (ZF). Nasledujice podmienky si (ako turdenia systému ZF) ekvivalentné s azidmou
vyberu:

1ZF je skratka pre Zermelov-Fraenkelov systém; ZFC oznaduje Zermelov-Fraenkelov systém s axiémou
vyberu.



(WO) Na kazdej mnoZine existuje dobré usporiadanie.

(PM) Pre kazdy retazec v ¢iastocne usporiadanej mnozine (P, <) existuje mazimdlny retazec,
ktory ho obsahuje.

(ZL) Ak kaZdy retazec v ¢iastoéne usporiadanej mnozine (P, <) md horné ohranicenie, tak
(P, <) md mazimdlny prvok.

Tvrdenie WO sa zvykne nazyvat princip dobrého usporiadania, PM je princip mazimality
(alebo tiez Hausdorffov princip maximality) a ZL sa zvyCajne vold Zornova lema.

Mozno stoji za zmienku, Ze s pouzitim WO sa mnohé z dokazov vyuzivajucich ZL daja
previest na dokazy pomocou transfinitnej indukcie. (Niekedy to ide jednoduchsie, niekedy
tazsie.)

2 Zornova lema

2.1 Kons$trukcia maximalnych objektov

Jedno z typickych pouziti Zornovej lemy je také, ze ¢iastocné usporiadanie, s ktorym pracu-
jeme, je inklazia. Cize ak sa o mnozine nejakych objektov podari ukéazat, ze (spolu s ¢iastoc-
nym usporiadanim C) spliia predpoklady Zornovej lemy, mame zarucent existenciu prvku
tejto mnoziny, ktory je maximéalny vzhladom na inkluziu.

Priklady takéhoto pouzitia Zornovej lemy:

e Kazdy vektorovy priestor ma bazu. (Pomocou ZL ukdZeme, Ze existuje maximéalna
linedrne nezavisld mnozina. Potom overime, Ze takdto mnoZina musi tvorit bézu.) [KT)
Problem 14.6d]

e Kazdy centrovany systém S je obsiahnuty v nejakom ultrafiltre. (Pomocou ZL ukéZeme,
Ze existuje maximalny centrovany systém obsahujtci dany systém S. O nom ukazeme,
7e uz musi byt ultrafilter.)

e Kazdy vlastny idedl I v okruhu s jednotkou, je obsiahnuty v nejakom maximalnom
idedle. (Pomocou ZL ukéZeme, Ze existuje maximélny vlastny idedl obsahujuci I.) [KT),
Problem 14.6b]

e Kazdy Hilbertov priestor ma ortonormdlnu bazu. (Z toho sa uz da odvodit, ze kazdy
Hilbertov priestor je izomorfny s ¢3(M) pre nejakit mnozinu M.) Pozri napriklad [T}
Proposition 1.4.18].

e Kazdé ¢iastoéné usporiadanie mé linearizaciu. (Maximdlne ¢iastoéné usporiadanie roz-
Sirujice dané usporiadanie uz bude linedrne.) Pozri napriklad [KT), Problem 14.8].

e Kazdy retazec/antiretazec v iastoéne usporiadanej mnozine je obsiahnuty v maximal-
nom retazci/antiretazci.

e Kazdy skoro disjunktny systém (AD-systém) je obsiahnuty v nejakom skoro maximdl-
nom skoro disjunktnom systéme (MAD-systéme).

Ukézeme si aspon niekolko tvrdeni podobného typu.

2.1.1 Minimalne prvoidealy

S nasledujicim tvrdenim ste sa mohli stretnif na predmete Vybrané kapitoly z algebry [GI.
Tvrdenie 4. Nech R je okruh, P je prvoidedl v R. Potom P obsahuje minimdlny prvoidedl.

Napriklad v okruhoch bez delitelov nuly Tahko vidiet, Ze toto tvrdenie plati — minimalny
idedl v takomto okruhu je (0).

Dokaz. Staci ukazat, Ze prienik refazca prvoideédlov je opét prvoideal a potom pouzif Zornovu
lemu.



Lahko sa ukézte, Ze Tubovolny prienik idealov je ideal.

Nech teraz {P;;i € I} je nejaky retazec prvoidedlov. Nech @ :=)
je prvoideal.

Kazdy ideal obsahuje nulu, takze Q # 0.

Sporom. Nech by zy € @ a stcasne z ¢ Q, y ¢ Q. Teda existuja i € I a j € J tak, Ze
x ¢ P;ay ¢ P;. BUNV nech P, C P;. (Pretoze pracujeme s refazcom, niektory z tychto
prvoidedlov musi byt podmnozinou druhého.) Potom ale mame y ¢ P;. Teda pre prvoidedl
P, plati, zy € P;, x ¢ P, ay ¢ P;, ¢o je spor. O

ier Pi- Ukdzeme, Ze Q

2.1.2 Nilradikal

Este spomenieme jeden pojem, ktory je uzito¢ny napriklad v komutativnej algebre. Dokazy
tychto tvrdeni mozete najst napriklad i v [Co| a [G]. Dokazy, ktoré tu uvddzam, som prebral
z R Proposition 1.9, Corollary 1.10].

Tvrdenie 5. Nech R je komutativny okruh s jednotkou. Nech M # 0 je nejakd podmnoZina
R, ktord je uzavretd na sucin. Nech I je idedl v R taky, Ze INM = (). Potom existuje prvoidedl
P taky, 6 PO T a PN M = .

Dékaz. Nech P je maximalny (vzhladom na inkhiziu)ﬂ ideal v R s vlastnostami PN S = ()
a P D I. Existencia takéhoto idedlu vyplyva z Zornovej lemy. Staci overit, Ze zjednotenie
retazca takychto idedlov mé opéf uvedené vlastnosti. Je jasné, Ze zjednotenie neovplyvni
disjunktnost s M a ani to, ¢i idedl obsahuje I. Zostéva teda overit, ze v KO s 1 je zjednotenie
refazca vlastnych idedlov opit idedl, ¢o je pomerne Tahké. (Ozna¢me Z zjednotenie refazca
vlastnjch idedlov. Ziadny z idedlov v refazci neméze obsahovat 1, lebo by to potom nebol
vlastny ideal. Potom ani Z neobsahuje 1, ¢ize Z ; R. Ak z, y patria do Z, musia patrif do
niektorého idedlu J v tomto retazci, teda aj x —y € J C Z. Takisto ak © € Z méme x € J
pre nejaky ideal a potom pre lubovolné a € R plati ax € J C Z.ﬁ
Teraz pre ideal P ukazeme, ze

a,b¢ P=ab¢ P.

Uvedomme si, ¢o ndm o idedle P hovori to, Ze je to maximélny ideal s uvedenou vlastnostou.
Ak a ¢ P, tak najmensi ideal obsahujici P U {a} je

P+aR={p+ar;pe P,r e R}.

Tento ideal uz musi maft neprazdny prienik s mnozinou M. (Inak by sme dostali spor s ma-
ximalitou.)

Teda sme zistili, ze ak a ¢ P, tak existuja p; € P r; € R také, Ze p; +ar; € M. Rovnaké
zdovodnenie ndm déva, Ze aj pre b ¢ P existuji p2 € P a ro € R také, Ze ps + bra € M.
Potom aj stcin tychto prvkov je v M, teda dostavame

(p1 + ar1)(p2 + bro) = (p1p2 + p1bra + pear: + abrire) = p + abr,

kdepe Par € R.
Ak by platilo ab € P, tak by tento prvok bol sicasne v P aj v M, ¢o by odporovalo
predpokladu P N M = §; teda dostavame ab ¢ P. O

2V celom tomto ddkaze sa slovo maximalny pouZiva vo vyzname maximélny vzhladom na inkldziu, nie
maximalny ideal.

3Podobné argumentécia sa pouzije v dokaze, Ze vlastny idedl v KO s 1 je obsiahnuty v nejakom maximal-
nom ideale.



Ak R je KO s 1, tak ideal
rad(R) = [ ){P; P je prvoidesl v R}

sa nazyva nilradikdl okruhu R. Ukazeme si, Ze nilradikal pozostava presne z nilpotentnjych
prvkov.

Veta 6. Nech R je komutativny okruh s jednotkou.
Pre x € R existuje n € N také, Ze 2™ = 0 prdve vtedy, ked x patri do kaZdého prvoidediu
v R. Teda
rad(R) = {z € R;z" = 0 pre nejaké n € N}.

Dokaz. Ak z je nilpotentny a P je lubovolny prvoideal v R tak z 2™ = 0 € P dostdvame
z e P.

Ak x nie je nilpotentny, tak M = {z";n € N} je multiplikativna mnozina a (0) je
idedl disjunktny s M. Podla predchadzajiceho tvrdenie potom existuje prvoidedl taky, Ze
PN M =, specidlne z ¢ P. O

2.1.3 Alexandrova veta o subbaze

Pripomerime, Ze ak (X, T) je topologicky priestor, tak systém otvorenych mnoZin B sa nazjva
bdza topoldgie T, ak pre kazdé x € X a otvorené okolie U > x existuje B € B také, Ze
x € B C U. Ekvivalentne: Kazd4 otvorend mnozina sa d4 napisat ako zjednotenie mnozin
z B.

Systém otvorenych mnozin S je subbdza pre (X, T), ak koneéné prieniky mnozin z S
vytvoria bazu (X, 7).

Topologicky priestor X je kompaktny, ak pre kazdé otvorené pokrytie existuje konecné
podpokrytie. Nie je fazké ukézat, ze ak si zvolime nejakl bdzu B, tak poziadavka aby existo-
valo kone¢né podpokrytie pre kazdé otvorené pokrytie pozostavajice z bazovych mnozin, je
ekvivalentna s kompaktnostou. (Cize kompaktnost sta¢i overovat pre pokrytia tvorené bazo-
vymi mnoZinami.) Zaujimavé je, Ze rovnaké tvrdenie plati i pre subbazu. Tento vysledok sa
nazyva Alexandrova veta o subbéze. Pozri napriklad [KT), Problem 14.9], [Ci, Lemma 4.4.4],
[T, Theorem 1.8.9], [El Problem 3.2.12].

Veta 7 (Alexander subbase theorem). Nech X je topologicky priestor a S je jeho subbdza.
Ak kazdé pokrytie U C S md konecné podpokrytie, tak X je kompaking.

Dékaz. Sporom. Nech X splia uvedenti vlastnost pre subbdzu S a pritom nie je kompaktny.

To znamend, Ze existuje otvorené pokrytie, ktoré nemé konecné podpokrytie. Z Zornovej
lemy vyplyva, Ze existuje aj maximéalne pokrytie s touto vlastnostou. Overme predpoklady
Zornovej lemy. Nech C je retazec takychto pokryti. Potom evidentne | JC je tiez pokrytie. Ak
by malo kone¢né podpokrytie, tak toto podpokrytie je uz podpokrytim niektorého prvku z C.
(Vdaka konec¢nosti a tomu, Ze C je refazec.)

Nech teda C je maximalne otvorené pokrytie, ktoré nema kone¢né podpokrytie. Specialne
to znamena, ze ak pridame Tubovolnt otvorent mnozinu U, tak CU{U} uz bude mat pokrytie.

Uvazujme teraz systém C N S, t.j. zoberme len tie mnoziny z C, ktoré patria do subbazy.
Tento systém uz nie je pokrytim — inak by mal koneéné podpokrytie. Teda existuje x € X,
ktoré nie je pokryté ziadnou mnozinou z CNS.

Kedze C je pokrytie, bod & musi byt pokryty nejakou mnozinou z C, teda méme z € U € C.
Dalej existuja S1,...,S, také, zZe x € S;N---NS, CU.

Pretoze bod z nie je pokryty ziadnou mnozinou z CNS, mame S; ¢ C (prei =1,...,n). To
ale znamena, ze CU{S;} uz ma nejaké kone¢né podpokrytie, ¢ize existuje koneény podsystém



C; C C taky, 7e C; U {S;} pokryva celé X. Poslednd podmienka je ekvivalentnd s tym, ze
X\S;, CUda.
Potom ale dostaneme

n

X\UgX\ﬁSizLJ(X\Si)gOUCi.

i=1 =1
Teda .
F={vrulJac

i=1

je konecné podpokrytie pokrytia C. O

Z Alexandrovej vety o subbaze vieme lahko dostat Tichonovovu vetu.
Veta 8 (Tichonov). Lubovolng sucin kompaktnich priestorov je kompaking.
Doékaz. Nech {X,,i € I} je systém kompaktnych priestorov. V priestore X = [[ X; méme

icl

subbézu tvorentt mnozinami p; *(U) pre fubovolné i € I a Iubovolni otvorenti mnozinu U
v X;, kde p;: X — X, oznacduje projekciu na i-tu zlozku. Checeme ukazaft, Ze kazdé pokrytie
mnozinami z tejto subbazy ma konecné podpokrytie.

Nech teda C je Tubovolné pokrytie subbazovymi mnoZinami. Oznac¢me

Ci={U C X;p; '(U) e C}.
Ak pre niektoré i € I tvori C; pokrytie, tak ma kone¢né podpokrytie F; a
{p; 1 (U);U € F;}

je konecné podpokrytie pokrytia C.
Zostava teda moznost, ze pre Ziadne ¢ € I systém C; nepokryva X;, ¢o znameni, Ze
existuje x; € X;, ktoré nie je pokryté systémom C;, t.j.

Z; ¢ UC’

Ukézeme, ze tato moznost vedie k sporu.
Definujme prvok f € X predpisom ﬂ

fli) = ;.
Potom f ¢ |JC, ¢o znamend, Ze C nie je pokrytie. Skuto¢ne, ak by f patrilo do nejakej
mnoziny p; '(U) z C, znamenalo by to, 7e f(i) = 2; € U, o je v spore s v¥berom w;. O

2.2 Hahn-Banachova veta

Dalsia situacia, v ktorej sa ¢asto pouziva Zornova lema, je rozsirovanie zobrazeni s nejakou
vlastnosfou z podmnoziny na celt mnozinu.

Ciasto¢ne usporiadana mnozina, s ktorou v takomto pripade pracujeme, je takato: Je
dana nejakd mnozina X a pracujeme so systémom

Z={(f,A); AC M, f je zobrazenie definované na mnozine A}.

4Vyuzivame AC — pre kazdé i € I sme vybrali jedno x;.



(Pripadne mozeme pracovat s nejakym podsystémom Z.) Na S sa d& zaviest ¢iastoéné uspo-
riadanie

(f,A)=2(9,B) &  ACBAgla=/f

Strucne: f < g znamend, Ze ¢ je rozSirenim zobrazenia A.

Lahko sa overi, Zze < je skuto¢ne ¢iastoénym usporiadanim.

Takymto sposobom sa d& napriklad ukézat, ze v ZF plati (ZL)=(AC). Tu pouZijeme
takéto usporiadanie na mnozine ¢iastoénych selektorov. (T.j. na mnozine funkcii definovanych
na podsystémoch S s vlastnostou f(x) € x.)

My si ako ilustraciu ukdzeme Hahn-Banachovu vetu, ktora je jeden z najcastejSie pouzi-
vanych vysledkov vo funkcionalnej analyzeEI

Najprv zadefinujeme niektoré pojmy.

Definicia 9. Nech X je vektorovy priestor a f: X — R je funkcia.

(i) Funkcia f je konveznd ak pre Iubovolné z,y € X a a € (0,1) plati
flaz+ (1 -a)y) < af(z) + (1 - a)f(y).
(ii) Funkcia f je subaditivna, ak pre lubovolné x,y € X plati
fla+y) < fla)+ f(y)

(iii) Funkcia f je pozitivne homogénna, ak pre ubovolné o > 0 az € X plati f(az) = af(z).
(iv) Funkcia f je sublinedrna, ak je subaditivna a pozitivne homogénna

(v) Funkcia f je polonorma, ak je subaditivna a pre lubovolné a € R, x € X plati f(az) =

lalf(z).

Mozeme si v8imnut, Ze definicia polonormy sa podobd na definiciu normy, iba sme z nej
vynechali podmienku, Ze f(z) = 0 iba pre = 0. Takisto je lahko vidiet, Ze polonorma =
sublinedrna = konvexna.

Hahn-Banachova veta sa ¢asto ndjdete sformulovant pre polonormy alebo pre sublinearne
funkcie. Tu uvedena formulécia s konvexnou funkciou je o Cosi vSeobecnejsia; v aplikaciach
aj tak prakticky vzdy budete pracovat s polonormou. Takisto sa obvykle neuvddza rozsah
moznych hodnot takéhoto rozsirenia, hoci implicitne sa v dokaze nachddza. KedZze obcas moze

byt mozny rozsah hodnét uzitoény, doplnil som ho sem. (Formuldcia s konvexnou funkciou
je napriklad v [ABl, Theorem 5.53])

Definicia 10. Nech f,p: X — Ra M C X. Hovorime, Ze funkcia f je majorizovand funkciou
p na mnozine M, ak

(VM) f(x) < p(x).

Veta 11 (Hahn-Banach). Nech X je vektorovy priestor a p: X — R je konveznd funkcia.
Nech M je podpriestor X a nech f: M — R je linedrny funkciondl, ktory je na M majori-
zovany funkciou p. Potom existuje linedrna funkcia f, ktord je rozsirenim f na celé X a je
magjorizovand funkciou p na celom X.

Navyse pre kazdé v € X ezistuje rozsirenie nadobidajice hodnotu f(x) = ¢ prdve vtedy,

ked
sup f(m) —p(m — \x) <e<  inf p(m + pa) — f(m)
meM,A>0 A meM,u>0 U

(1)

5Spisovne je asi Hahnova-Banachova veta, ale ja si na to uz asi nezvyknem.

{EQRANGE}



V pripade, Ze p je kladne homogénna, moZno vyjadrenie tohoto intervalu zjednodusit na

sup [f(m) — p(m —2)] < ¢ <_inf [p(m +v) — f(m))
meM me

Ak funkcie p a f navyse spliiaji podmienku
(Ve € X)(Vy € M)p(z +y) = p(x) + f(y),

tak sa tento interval dd zjednodusit na tvar
—p(—z) < ¢ < p(x).

Plan dokazu je takyto: Najprv ukdzeme, Ze sa vzdy dé urobit rozsirenie o jednu dimenziu.
Pomocou tohoto faktu a ZL to potom rozsirime na cely priestor. Rozsirenie o jeden rozmer
dokézme a sformulujme ako samostatni lemu.

Lema 12. Nech X je vektorovy a p: X — R je konvexnd funkcia. Nech M je podpriestor
X a nech f: M — R je linearny funkciondl, ktory je na M majorizovany funkciou p. Nech
dalej x € X.

Potom ezistuje linedrne zobrazenie f: [M U{z}] — R, ktoré¢ je na podpriestore [M U {x}]
magjorizovan€ funkciou p.

Mozné hodnoty, ktoré moze takéto rozsirenie nadobidat v bode x, si presne hodnoty z in-
tervalu uvedeného v .

Dokaz. Mame dant linedrnu funkciu f: M — R, ktori chcem rozsirit na podpriestor
[MU{z}] ={m+ax;m e M,a € R}.

Akonéhle si zvolime hodnotu f(z) = ¢, tak uz je hodnota funkcie f jednoznac¢ne uréené pre
v8etky body z [M U {x}], pre Tubovolné a € R totiz mame

f(m+ax) = f(m) + ac.

Zostéva nam zistit, ¢i existuje taka volba ¢, aby bol funkcional f majorizovany funkciou p na
celom podpriestore [M U {x}].
Chceme teda, aby pre Iubovolné m € M, a € R platilo

fim+ax) = f(m) + ac < p(m + ax).

Ak a je kladné, tak uvedend nerovnost je ekvivalentna s

< plm+a2) = f(m)

Pre zaporné a naopak dostavame

plm + aw) — f(m)

c>

Zistili sme teda, Ze hodnota ¢ musi nutne vyhovovat tymto nerovnostiam

sup LR A gy Rl ) 2 fm), (2)
meM,A>0 A meM,u>0 u

{EQLMRANGE}



Pomerne Tahko vidno, Ze volba ¢ vyhovujiceho nerovnostiam uZ zabezpedi, ze f bude
= p(m + azx).

majorizované funkciou p. Ak a > 0, tak
oy g2 02) = F )
a

f(m+az) = f(m) +ac< f
= p(m + ax).

() 1 P+ 02) = Fom)

Podobne pre a < 0 mame
f(m+az) = f(m) +ac < f
Zostéva ndm teda len overit, ¢ je takdto volba mozné (&i existuje asponl jedno ¢ v uvede-

f(m) —p(m = Az) _ p(m’ + px) — f(m)
- I

nom intervale). Pytame sa teda vlastne, ¢i pre Tubovolné m,m’ € m, A\, u > 0 plati
3 .

p(m' + px)  p(m — Az)
(m) < . + 5y .

_ Bt
72N

mame ekvivalentni nerovnost

p(m/+px) + p(m;Am)

o
1 1
I A

Tato nerovnost je ekvivalentna s
1, 1 1 , 1
f(um+)\m>— f(m)+)\f

- . , , 1,1

Po vydeleni tejto rovnosti kladnym vyrazom s ta=

Fmt ) f(hm = Aa) + L' + pa))

1 1
TP

tak predosla nerovnost je ekvivalentnda s nerovnostou
(3) {EQTREBA}

1,1
p,+)\
1
oo A
=

T4
fla(m' + pa) + (1 - a)(m — Az)) < ap(m’ + pz) + (1 - a)p(m — Az).

Ak oznacime o =
A(m' 4 px) + p(m — Ax)  Am' + um
TR P o ut A

Pretoze
a(m' +pz) + (1 —a)(m—Az) =

je prvok z M, médme nerovnost

fla(m' + pa) + (1 — a)(m — Ax)) < pla(m’ + px) + (1 - a)(m — Az))
na zéklade predpokladu, Ze na podpriestore M je funkcia f majorizovana funkciou p. Z kon-

O

vexnosti funkcie p mame

pla(m’ + pz) + (1 — a)(m — A\x)) < ap(m’ + px) + (1 — a)p(m — Az).
Z predoslych dvoch nerovnosti uz vyplyva nerovnost , ktort sme chceli dokazat.

Dokaz Hahn-Banachovej vety. Budeme pracovat s mmnozinou vSetkych linearnych rozsireni

funkcie f, ktoré st majorizované funkciou p. Ciastoéné usporiadanie je
g 2 h < h je rozsirenim g.

Lahko sa overi, ze ak systém funkcii {f;;i € I'} je refazec v tejto ¢iastoéne usporiadanej
mnozine, tak
F=U#
je jeho hornym ohrani¢enim. Teda mnozina s ktorou pracujeme mé maximalny prvok (podla
O

Predchadzajuca lema zarucuje, Ze maximalne rozsirenie zobrazenia f uZz musi byt defino-

ZL).
vané na celom X, inak by sa dalo rozsirit na podpriestor dimenzie vicésej o 1.
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