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Ordinalne c¢isla a transfinitna indukcia

Cielom tohoto textu je podat stru¢ny tvod o ordinédloch a transfinitnej indukcii — na takej
arovni, aby ¢itatel bol schopny transfinitni indukciu bez problémov pouzivat.

1 Dobre usporiadané mnoziny a indukcia

1.1 Dobre usporiadané mnoziny

Zacénime tym, Ze si povieme, ¢o rozumieme pod pojmom dobre usporiadanej mnoziny a preco
st takéto mnoziny uzito¢né.
Definicia 1.1.1. Nech (A4, <) je linedrne usporiadand mnozina. Hovorime, ze (A, <) je dobre

usporiadand mnoZzina, resp. ze < je dobré usporiadanie na mnozine A, ak kazda neprazdna
podmnozZina mnoZiny A mé najmens$i prvok v usporiadani <.

Priamo z definicie sa d4 ukézat, ze kazd4 podmnozina dobre usporiadanej mnoziny je
opét dobre usporiadané.

Ako prvy priklad dobre usporiadanej mnoziny moéZeme spomentf mnozinu (N, <) pri-
rodzenjch ¢isel s obvyklym usporiadanim, alebo jej lubovolnt podmnozinu. (Specialne tak
dostaneme n-prvkovi dobre usporiadani mnozinu pre kazdé prirodzené éislo n.)

Ako priklad mnoziny, ktora nie je dobre usporiadand, mozeme uviest (Z, <).

Ako si ukdZeme v nasledujtcej vete, dobre usporiadané mnoZiny si presne mnoziny pre
ktoré funguje indukcia.

Definicia 1.1.2. Ak (A4, <) je linedrne usporiadand mnozina, tak symbolom A, budeme
oznacovat mnozinu vSetkych prvkov mensich nez a.

A, ={z e Az <a}

Veta 1.1.3 (Indukcia v dobre usporiadanej mnozine). Nech (A, <) je dobre usporiadand
mmnoZina. Nech podmnozina B C A md nasledujicu vlastnost:

(Vae A)A, CB=a€ B. (1)
Potom B = A.

Dokaz je opét pomerne jednoduchy — staéi pouzit definiciu. Sktisme si rozmysliet, o om
vlastne hovori tato veta. Nech B je mnozina prvkov z A uréenych nejakou vlastnostou. Potom
podmienka z vety vlastne hovori: ,, Ak tuto vlastnost maja vSetky prvky mensie ako a, tak
juma aj a.“ A veta[l.1.3|hovori, Ze v takomto pripade uvedent vlastnost maju vSetky prvky
z A.

Predsa len je tu ista odlisnost oproti indukcii tak ako ju pozndme na prirodzenych ¢islach.
Tam obvykle ukazujeme, ze 0 € A a ak n € A, tak aj nasledujuci prvok n+1 patri do A. Toto
st jediné dva pripady, ktoré mozu v (N, <) nastat (kazdé ¢islo je bud 0 alebo nasledovnik),
¢ize takto sa naozaj d4 overit podmienka sformulovana vo vete m

V pripade Tubovolnej dobre usporiadanej mnoziny to moze byt o trochu komplikovanejsie.
Tam totiz aj iné prvky ako najmensi prvok mnoziny A mozu mat ti vlastnost, Ze nie st
nasledovnikmiE] Preto sa v praxi Casto v dokaze transfinitnou indukciou rozlisuju tri pripady:

1 Nasledovnikom prvku a volame prvok b taky, ze a < b, ale neexistuje prvok c, pre ktory by platilo
a < ¢ < b. T.j. b nasleduje tesne po a.
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najmensi prvok, nasledovnik nejakého prvku a prvok, ktory nie je nasledovnikom (limitny
prvok). Vo vSetkych troch pripadoch nédm ide iba o overenie podmienky , obvykle sa
overuje tato podmienka trochu inak v zavislosti od toho, ktory z uvedenych pripadov nastane.
Neskor to uvidime na prikladoch pouzitia transfinitnej indukcie. Zatial by sme si mohli ukazat
aspon jeden priklad dobre usporiadanej mnoziny, ktoré obsahuje nenulového nenasledovnika.
Takym prikladom je mnoZina (NU {oo}, <), opiit s obvyklym usporiadanim. Prvok oo nie je
nasledovnikom ziadneho prvku.

Sktisme sformulovat niektoré jednoduché pozorovania o dobre usporiadanych mnozinéch,
ktoré sa nam neskodr budu hodit.

Lema 1.1.4. Nech (A, <) je dobre usporiadand mnoZina.

(i) Ak a nie je najvicsi prook a, tak tento prvok md nasledovnika.

(i) Ak podmnoZina B C A je zhora ohranicend, tak v A existuje prvok b = sup B.
(iii) Pre kazdy prvok a € A nastane prave jedna z tychto mozZnosti:

e ¢ =min A, t.j. a je najmensi prvok mnoZiny A;
e a je nasledovnikom nejakého proku b € A;

e a #minA a plati a = sup{b € A;b < a}, teda a je suprémom mnoziny vietkiyjch
prokov pod nim.

Pod suprémom nejakej mnoziny rozumieme (ako obvykle) jej najmensie horné ohranicenie.
V tretej moznosti sme vyluéili pripad a = min A, pretoze najmensi prvok mnoziny A mézeme
chapat ako suprémum prazdnej mnoziny.

Dokaz. (i) Stac¢i zobrat min{b € A;b > a}. Ak a nie je maximum A, tak je uvedend mnozina
neprazdna.

(ii) Mnozina hornych ohraniceni je neprazdna, zoberme jej najmensi prvok.

(iii) Je zrejmé, Ze nemodze nastat viacero z uvedenych pripadov sicasne.

Predpokladajme teda, Ze a nie je najmensi prvok ani nasledovnik a ozna¢me B = {b €
A;b < a}. Tdto mnozina je zhora ohrani¢end prvkom a. Keby platilo b := sup B < a, tak by
suprémum mnoziny B bolo prvkom B, ¢o znamena, Ze b = max B. To by ale znamenalo, ze
a je nasledovnikom b. O

Skiisme sa teda po tychto pripravnych veciach pozrief na nejaky dokaz s pouzitim induk-
cie.

Tvrdenie 1.1.5. Nech (A, <) je dobre usporiadand mnoZina a f: A — A je injektivne
monotonne zobmzenieﬂ. Potom pre kazdé a € A plati a < f(a).

Dokaz pomocou indukcie. Staéi overif podmienku , t.j. ukdzat, ze ak b < f(b) plati pre
vSetky prvky b mensie ako a, tak plati aj pre a.

Ak a je minimalny prvok mnoziny A, tak musi platit a < f(a).

Ak a je nasledovnik prvku b a b < f(b), tak f(a) > f(b), ¢iZze f(a) musi byt aspon také,
ako nasledovnik prvku a.

Zostéva moznost, ze a = sup B, kde B = {b € A;b < a} a pre kazdé b € B plati b < f(b).
Z monoténnosti mame f(a) > f(b) > b pre vsetky b € B, teda f(a) je horné ohranicenie
mnoziny B. Z toho vyplyva a = sup B < f(a). O

V skutocénosti je tento dokaz velmi neprirodzeny — uvedené tvrdenie mozeme dokézat
ovela jednoduchsie.

24.j. pre Tubovolné =, y plati < y = f(z) < f(y)



Dékaz. Sporom. Predpokladajme, Ze tvrdenie neplati, ¢o znamend, Ze mnozina B := {a €
A;a > f(a)} je neprdzdna. Potom existuje jej najmensi prvok b = min B.

Zrejme plati b > f(b). Z monoténnosti mame f(b) > f(f(b)), ked navySe vyuZijeme
injektivnost, tak vidime, ze f(b) > f(f(b)).

Zistili sme, ze f(b) € B, stfasne vSak plati f(b) < b, ¢o je spor s predpokladom, Ze b je
najmensi prvok mnoziny B. O

Napriek tomu sme si ukézali aj dékaz indukciou z dvoch dévodov. Na zaciatok sme chceli
zacat s dokazom nie¢oho jednoduchého. A o chvilu budeme na tomto ilustrovat, ze ked zave-
dieme vhodnt terminolégiu a oznacenie, tak sa tento dokaz d4 zapisat ovela zrozumitelnejsie.

1.2 Ordinaly

Mohlo by sa zdaf, Ze ked uz méame k dispozicii vetu [1.1.3] mohli by sme sa pustit do doka-
zovania roznych tvrdeni s vyuzitim tejto vety. Cize by mohlo nasledovat zopar tvrdeni a ich
dokazy, ktoré by spocivali v tom, Ze by sme uviedli aké dobré usporiadanie pouzivame a po-
tom overili podmienku . V podstate by sa naozaj dalo takto dokazovaf rézne tvrdenia. My
to ale napriek tomu budeme robit trochu inak — najprv zavedieme ordinalne éisla, ktoré by
ndm mohli pomoct dokazy vyuzivajice indukciu na dobre usporiadanych mnozinach spravit
prehladnejs$imi a zrozumitelnej$imi.

Situacia je do istej miery podobnéd ako s kardinalitami. Aj tvrdenia o kardinalite by
sme mohli zapisovat tak, Ze namiesto |A| = |B| by sme vSade pisali, Ze existuje bijekcia
z A do B, podobne |A| < |B| by sme prepisali ako existenciu injekcie. Takyto zapis by
bol pomerne tazkopadny. Napriklad Cantorovu vetu by sme namiesto struéného zépisu A <
|P(A)| sformulovali takto: Existuje injekcia z A do P(A) a st¢asne medzi tymito mnozinami
neexistuje bijekcia.

Cize teraz by sme sa chceli pokusif nie¢o podobné spravit pre dobre usporiadané mnoziny.
T.j. kazdej dobre usporiadanej mnozine (A, <) by sme cheeli priradit nieco, ¢o budeme volat
ordindlny typ alebo ordindlne ¢islo tejto mnoziny. Bez ohladu na to, ako presne definujeme
ordinalne &isla, délezitd je pre nés iba tato vlastnost:

e Ordinalne ¢isla dobre usporiadanych mnozin (A, <) a (B, <) sa rovnaji, prave vtedy,
ked ked existuje izomorfizmus (=monoténna bijekcia) medzi (4, <) a (B, <).

V dékazoch roznych vlastnosti ordindlov budeme pouZivat vlastne iba tto vlastnost. (Po-
dobne ako to bolo pri kardinalnych ¢islach, len tam tlohu izomorfizmu ¢iastocne usporiada-
nych mnozin hrala bijekcia.) Napriklad z tejto vlastnosti okamzite vidime, Ze rovnost ordi-
nalnych ¢isel je reflexivna, symetricka a tranzitivna — ¢ize ma tie vlastnosti, ktoré by sme od
rovnosti ocakavali.

Ordinélny typ mnoziny (N, <) budeme oznacovat w a ordinalny typ koneénej n-prvkovej
usporiadanej mnoziny budeme oznacovat ¢islom n.

Podobne ako pri kardindloch, aj pre ordinaly by asi bolo uzito¢né zaviest nejaki zmyslu-
plnua definiciu nerovnosti medzi ordinalnymi ¢islami.

Definicia 1.2.1. Ak (A, <) je dobre usporiadand mnozina a B C A, tak B je pociatoény
iisek mnoziny A, ak pre fubovolné a,b € A plati

beBANa<b=ac€B.

Lahko sa d& ukézaf, Ze podiato¢né iseky mnoziny A st presne mnozina A samotni a
podmnoziny tvaru A,.

Nerovnost ordinalnych ¢isel mozeme zaviest tak, Ze sa pozrieme na to, ¢i jedna usporia-
dand mnozina je izomorfna s pociatoénym tsekom druhe;j.



Definicia 1.2.2. Ak « je ordinalny typ dobre usporiadanej mnoziny (A, <) a 3 je ordinalny
typ dobre usporiadanej mnoZiny (B, <), tak hovorime, ze a < /3 prave vtedy, ked existuje
injektivne monoténne zobrazenie f: A — B také, Zze f[A] je pofiatoény tsek mnoziny (B, <).

Dokonca sa dé ukazat, Ze a < 3 prave vtedy, ked A je izomorfné s nejakou podmnoZinou
(B, <), nie nutne s pociatoénym tsekom. Definicia pomocou pociato¢nych tsekov je vSak
z viacerych dévodov vyhodnejsia.

MozZeme si vsimnat, Ze pomocou tvrdenia sa d4 Tahko ukéazaf, Ze takéto vnorenie
existuje jediné:

Tvrdenie 1.2.3. Nech (A, <), (B, <) st dobre usporiadané mnoZiny. Ak f,g: A — B si
izomorfizmy medzi mnozinou A a nejakym pociatoénym usekom mnoZiny B, tak f = g.
Dokaz. Nech by platilo f(a) < g(a) pre nejaké a € A. Oznaéme B’ = {b € B;b < g(a)}.

Potom mame zobrazenid’| h = f o g~': B’ — B’, ktoré je monoténne a plati preni h(g(a)) <
g(a), ¢o je v spore s tvrdenim m O

Lahko vidno, Ze takto definovand nerovnost je reflexivna a tranzitivna. Nie je na prvy
pohlad jasné, ¢ ide o linedrne usporiadanie. Tento fakt vyplyva z nasledujtcej vety (ktora
tu nebudeme dokazovat).

Veta 1.2.4 (Zakladné veta o dobre usporiadanych mnozinach). Ak (A, <) a (B, <) st dobre
usporiadané mnoZiny, tak bud (A, <) je izomorfnd s nejakym podiatoéngm usekom mnoZiny
B alebo (B, <) je izomorfnd s nejakym pociatoénym isekom mnoZiny A.

S pouzitim tvrdenia[l.1.5 (alebo tvrdenia[l.2.3) a vety[L.2.4uz vieme ukézat, ze pre fubo-
volné ordindly «, 3, v platia vSetky obvyklé podmienky z definicie linedrneho usporiadania

a< o
a<BAB<y=a<ly
a<frB<a=f=a

a<pBVpB<a

Okrem toho, ze vieme ordinaly porovnévat, budi pre nas dolezité este dva fakty:

e Kazdy ordinal ma nasledovnika.

e Pre kazdt mnozinu ordinalov existuje ordinal, ktory je suprémom (najmensim hornym

ohranic¢enim) tejto mnoziny.

Pozrime sa najprv na existenciu nasledovnika. Nech « je ordinalny typ dobre usporiadanej
mnoziny (4, <). Vytvorme linedrne usporiadani mnozinu A U {oo} (kde oo ¢ A je nejaky
novy prvok), pri¢om na nej zavedieme usporiadanie <, ktoré rozsiruje pévodné usporiadanie
a pre kazdy prvok a € A plati a < oo. Cize sme vlastne pridali novy prvok, ktory je najvicsi
prvok vo vyslednej mnozine. Potom (A U {oco}, <) je opét dobre usporiadand mnozina a jej
ordindlny typ volame nasledovnik ordindlu .. Oznacujeme ho S(«) alebo a + 1.

Napriklad ordinédlny typ mnoziny N U {oo} s obvyklym usporiadanim je S(w) = w + 1.

Tvrdenie 1.2.5. Ak {«;;i € I} je lubovolnd mnoZina ordindlov, tak existuje ordindl a =
sup{a;;i € I}.

Dékaz. Mame dobre usporiadané mnoziny (A;, <;), medzi ktorymi st (jednym alebo druhym
smerom) vnorenia na poéiatoéné useky. Z tvrdenia vyplyva, Ze tieto vnorenia st navza-
jom kompatibilné. Vdaka tomu mozeme vSetky mnoziny (A;, <;) stotoznif s pociatoénymi
tsekmi jedinej dobre usporiadanej mnoziny (A, <). Potom za o mozZeme zobraf ordindlny typ
mnoziny (J;c; Ai- O

3Ak by sme mali byt tplne presni, zobrazenie B’ by sme mali definovat pomocou ztzeni g|p a Flgim)s
zvolili sme vSak struc¢nejsi zapis.



Poznamka 1.2.6. Pokial by argument o tom, preco mézeme vsetky A; vnorit do tej istej mnoziny, nebol
jasny, mozeme sa pozriet na konstrukciu, ktord sa nazyva induktivna limita alebo tiez priama limita. (Hoci
tym trochu odboc¢ime od hlavnej témy.)

Prepodokladajme, ze médme nahor usmernent mnozinu (I, <), mnoziny A; pre i € I (bez ujmy na
vieobecnosti nech st navzdjom disjunktné) a pre Iubovolné i < j z I méame zobrazenia fj;: A; — Aj;. Dalej
predpokladajme, Ze tieto zobrazenia spliaji podmienku

1<j<k = fri = frj o fii-
Ak definujeme na (J;c; A; relaciu ~ tak, ze pre a € A;, b € B; polozime
an~b = (3k € 1) fri(a) = fi; ().

Dostaneme tak relaciu ekvivalencie. Nech B je rozklad Uiel A; podla tejto relacie ekvivalencie.

Potom pre kazdé ¢ € I mame zobrazenie f;: A; — b, ktoré prvku A; priradi jeho triedu ekvivalencie.
V pripade, ze vSetky fj; st injektivne, je aj zobrazenie f; injektivne. (Predpoklad, Zze vSetky zobrazenia st
injektivne, robi tuto konstrukciu o ¢osi jednoduchSou a nazornejsou. V nasom pripade, ked ide o retazec
mnozin, ¢ize usporiadanie indexovej mnoziny I je linedrne, je tato konstrukcia este o kusok jednoduchsia.)

Definicia 1.2.7. Ordindl, ktory nie je nasledovnikom Ziadneho ordinalu, nazyvame limitny
ordindl.

Prikladom limitného ordinalu je w.
Z tvrdenia [1.2.5| mozeme dostat dva zaujimavé dosledky.

Désledok 1.2.8. KazZdd mnoZina ordindlov je dobre usporiadand.

Dékaz. Mnozina ordindlov {a;;i € I} je podmnozina dobre usporiadanej mnoziny o =
sup{a;;i € I}. O

Dosledok 1.2.9. Neexistuje mnozina vsetkych ordindlnych cisel.

Dokaz. Ak by existovala, jej suprémum «. Potom jeho nasledovnik « + 1 by bol ordinalne
¢islo, ktoré je vicsie ako kazdé ordinalne cislo; teda by pren platilo « +1 > o + 1. O

1.3 Transfinitna indukcia

Princip transfinitnej indukcie mozeme teraz preformulovat trochu inak — namiesto toho, aby
sme dokazovali tvrdenie pre nejaki dobre usporiadanti mnozinu, budeme ho dokazovat pre
ordinal, ktory jej zodpoveda.

Veta 1.3.1. Nech p(z) je formula tedrie mnoZin takd, Ze ak plati p(B) pre vietky ordindly
mensie ako ¢(a), tak plati aj ().
Potom je formula p(a) pravdivd pre kazdy ordindl c.

Ako sme uZ spominali v praxi ¢asto budeme rozlisovat pripady a = 0, « je nasledovnik
(¢ize o« = B+ 1 pre nejaké ) a « je limitny ordinédl. Vidime, Ze sme ziskali aspori jednu
drobnti vyhodu pri ozna¢eni — minimélny prvok je vzdy oznaceny 0, nasledovnik prvku 3 je
8+1.

Napriklad tvrdenie mozeme teraz preformulovat a dokézat takto: E|

Tvrdenie 1.3.2. Nech A je ordindlne ¢islo a A je mnoZina ordindlnych ¢isel mensich ako A.
Nech f: A — A je monotdnna injekcia; t.5. B < v = f(B) < f(v). Potom pre kaZdé o € A
plati f(a) > a.

4Kazd4 mnozina A méa nejaky ordinalny typ, preto sa da vnorit ako poéiatoény usek do nejakého ordinalu.
Z toho vyplyva, Ze je izomorfna s nejakym dolnym tisekom triedy vietkych ordinalov. Cize formulacia, ktort
tu uvedieme, je skutocne ekvivalentna s povodnou.



Dokaz. 1° Uréite plati 0 < f(«), pretoze 0 je najmensi ordinal.
2° Nech aw = B +1 a tvrdenie plati pre ordinal 3. Pretoze o > 3, mame f(«a) > f(8) > 8,
a teda aj

fla) > B +1.

3° Nech « je limitny ordinal a tvrdenie plati pre vSetky mensie ordindly 8 < a, t.j.

(VB <a)f(B) = 8.

Z toho vyplyva, ze
(V8 < a)f(a) = 5,

a teda

fla) > sup B = a.
B<a

1.4 Definicia transfinitnou indukciou

Okrem toho, Ze transfinitné indukcia sa d4 pouzivat na dokaz tvrdeni, daji sa pomocou nej
aj definovat rozne objekty. (Podobne ako pri obvyklej indukeii na prirodzenych ¢&islach sme
pouzivali i definiciu pomocou matematickej indukcie.)

Neformélne to mozeme povedat takto: Ak mame predpis, ktory pre kazdy ordinal o a
uz definované f(f) pre f < « jednoznacne uréi nejaki mnozinu, tak tito mnozinu mézeme
zobrat ako f(«). Dostaneme tak jednoznacne uréend mnozinu f(«) pre kazdy ordinal o

Keby sme chceli toto tvrdenie zapisat formélnejsie, tak by sme to mohli zapisat napriklad
takto:

Veta 1.4.1 (Veta o transfinitnej rekurzii). Pre dand funkciu G definovani na triede vsetkych
mnozin existuje prave jedna funkcia F definovand na triede vsetkych ordindlov takd, Ze

G(Fligp<ar) = F(a)-

Zapis, ktory sme uviedli vo vete naozaj formalizuje to, ¢o si pod transfinitnou rekurziou
predstavujeme — funkcia G tu vyjadruje priradenie, ktorym je uréend hodnota F(«) pomocou
predchadzajtcich hodnét — ¢o st presne hodnoty ztzenia F|;s,5<q3}-

Uvedena formulacia vety ma jednu nevyhodu — pracujeme tam s triedovymi funkciami,
¢ize definiény obor je trieda a nie mnozina. D4 sa tomu pomerne lahko vyhnaf — vedeli by
sme podobne sformulovat vetu, ktord by urcovala funkciu F' nie na vSetkych ordinéloch, ale
pre ordinaly mensie ako nejaky dany ordinal. Toto pre praktické ucely casto staCi. Ak by
sme predsalen potrebovali niedo definovat pre lubovolny ordinél, tak by sme pouzili tato
formulaciu pre kazdy ordinal «.

Takymto problémom sa tu vSak nebudeme venovat — chceme sa hlavne naucit pouzivat
transfinitna indukciu, ¢iZe sa Gplne uspokojime aj s jej neformalnym popisom.

Ako ukazku pouzitia transfinitnej indukcie modZzeme ukézat, ako sa pomocou axiémy vy-
beru d4 dokdzat Zornova lema.

Dokaz implikdcie AC = ZL. Nepriamo. Nech (P, <) je ¢iasto¢ne usporiadand mnozina, kto-
ra nema maximalny prvok. To znamenad, ze pre kazdé p € P je

pt={q € P;q>p} #0.



Nech f je selektoff’| na mnozine P(P) \ {}. Transfinitnou indukciou definujeme:
po = f(P);
pa+1 = f(pp 1);
pg = f({g € P;q je horné ohranicenie pre {p,;v < S}}), ak 8 je limitny ordindl a existuje
aspon jedno horné ohrani¢enie mnoziny {p-;vy < S}.

Tento proces sa musi raz zastavit, inak by sme takto dostali bijekciu medzi podmnozinou
mnoziny P a vSetkymi ordinalmi, ¢o je spor s dosledkom [1.2.9]

Dostaneme tak, ordinal o pre ktory

{py;y < a}

je retazec v (P, <), ktory nema horné ohranicenie. (Ze ide skuto¢ne o refazec vidno z toho,
ze mame ( <y = pg < Dy.) O

V predoslom dokaze sme nepostupovali presne podla schémy, ktorti sme uviedli — postu-
povali sme po nejaky ordinél, kde sa transfinitny proces zastavil. D4 sa to vSak pomerne lahko
opravit — mohli by sme podobne postupovat pre vSetky ordinaly alebo najst nejaky horny
odhad pre ordinél a, na ktorom sa nutne musime zastavit. Dékaz by sme zmenili tak, Ze by
sme na tych miestach, kde sa neda pridat novy prvok (t.j. selektor f by v predpisoch uvede-
nych vo vete vyberal z prazdnej mnoziny) zvolili prvok, ktory uz v doteraz skonstruovanom
retazci je.

1.5 Von Neumannova konstrukcia ordinalov

V praxi by sme zrejme vystacili s naivnym chapanim ordindlov ako ordinalnych typov dobre
usporiadanych mnozin. Je v8ak uzitoéné vediet, ze sa pojem ordinédlu dé zaviest axiomaticky.
T.j. da sa zadefinovat, aké podmienky spliia mnozina, aby sme ju nazvali ordindlom a po-
tom dokézaf, Ze kazd4 dobre usporiadand mnozina je izomorfné s nejakym takto definovany
ordindlom. NajpouZivanejsia je velmi elegantné konstrukcia pochddzajica od von Neumanna.

Nechceme sa venovat tejto konStrukcii detailne. Oplati sa o nej povedat aspomn nieco
prinajmensom z dvoch dévodov. Jeden dévod je, Ze sa tato konstrukcia a jej vlastnosti bezne
vyskytuju v literattre — ¢ize pri ¢itani dokazu vyuzivajiceho transfinitni indukciu v nejakej
knihe alebo ¢lanku moZete narazit na to, ze autor tieto vlastnosti pouziva, takze je dobre
ich poznat, inak by bolo tazké takémuto dokazu porozumiet. Dalsia vyhoda je to, Ze nam to
umozni niektoré veci zapisat strucnejsie a prehladnejsie.

TakzZe spomenme niektoré takéto vlastnosti.

Pre ordinaly (z von Neumannovej konstrukcie) plati

a<p & aef (2)
a<B & aCp (3)
Moézeme si v8imnut, Ze prva vlastnost, t.j. ekvivalencia a < b a a € b ndm hovori, Ze ordinél

ako prvky obsahuje presne vSetky mensie ordinaly, ¢ize kazdy ordinal je presne mnozina
vSetkych ordinalov od neho mensich,

B ={xa<j}

Na zaklade tohoto faktu vieme popisat, ako vyzeraji asponl niektoré malé ordinaly a
ziskat zdkladnt predstavu o von Neumannovej konstrukcii. Najmensi ordinal je mnozina (0,
ktorti ozna¢ime 0. Ako bude vyzerat nasledovnik tohoto ordinalu? Podla by to mala byt

5T.j. zobrazenie, ktoré kazdej neprazdnej mnozina z daného systému priradi nejaky jej prvok. Existenciu
takého zobrazenia zarucuje axiéma vyberu.

{EQIN}



S =N

wwHlwtw=w-2
Obr. 1: Ordindly w, w+1 a w + w.

mnozina, ktord obsahuje vSetky mensie ordinaly — v tomto pripade je to jediny ordindl 0.
Podobne dostaneme

0=10

1={0} ={0}

2=A0,1} = {0.{0}}
3={0,1,2} = {(Z)a {0}7 {Q)v {Q}}}

Takto vieme popisat vSetky konecné ordindly. Ako prvy nekoneény ordinal nasleduje w =
{0,1,2,3,... }.

Dalej z ekvivalencie o < 3 a a € 8 vidime aj to, Ze pre kazdy ordinal je relacia € jeho ¢ias-
toénym usporiadanim. (Pod reldciou € na mnozine 8 tu rozumieme mnozinu usporiadanych
dvojic {(a,a’) € B x By € &'}.)

Tiez moZeme zistit, ako vyzerd nasledovnik daného ordinalu. Ordinal S(«) mé obsahovat
v8etky mensie ordinaly — to st « a prvky a. Teda vidime, ze S(a) = a U {a}.

Takisto by malo byt jasné, ze plati sup,c; o = ;¢ -

Pomocou tejto konstrukcie sa daju zadefinovaf i kardinalne ¢éisla — kardinal budeme chapat
ako najmensi ordinal danej kardinality.

Aby sme ziskali o niedo lepSiu predstavu o ordindloch, podme sa pozriet, aké dalsie or-
dindly by sme vedeli dostaf. Zatial mame konecné ordinaly 1,2,3,... a ich suprémum sme
oznacili w.

Mame aj nasledovnik tohoto ordinalu, t.j. w + 1. Dalej by sme mohli pridévat nasledov-

nikov w + 2,w + 3,.... Ordinal, ktory dostaneme ako suprémum vsetkych tychto ordindlov
je prirodzené oznadit w + w alebo tiez w - 2.
Podobne by sme mohli definovat w - 3,w - 4,.... Suprémum tychto ordinélov oznacime
2
w-w=w?.

Ako uz isto ocakavate, rovnako mozeme postupovat dalej a po ordinaloch w?,w?,w, ...
pridat ich suprémum w.

Ani tu sa nemusime zastavit, moézeme dalej pokracovat ordinalmi w®, w®” W ,....Ich
suprémum oznac¢ime . Tento ordindl je najmensi ordinél, pre ktori plati w® = .

Hoci ordindl g¢ je skutocne velky, lahko si uvedomime, Ze vSetky doteraz vytvorené ordi-
naly st spocitatelné. Urcite musia existovat aj nespocitatelné ordinaly. Najmensi nespodita-
telny ordindl oznacime w;. (Niekedy sa v literatire mozete stretnit aj s oznacenim (2.)



Obr. 2: Ordindl w.w = w?. Sipky na obrazku maj znazoriovat, ako robime lexikografické
usporiadanie; najprv porovndvame poziciu podla dolnej $ipky, ak st na rovnakej trovni, ako
druhé kritérium mame zvislé sipky.

Obr. 3: Jedno z moznych grafickych znazorneni ordinalu w*

Podobnym sposobom, ako sme to robili pre niektoré malé ordinaly, by sme vedeli zaviest
sCitovanie, nasobenie i umocnovanie ordinalov vSeobecne. Hoci ordinédlna aritmetika je celkom
pekné a zaujimava téma, tu sa jej nebudeme venovat. Niektoré zo spomenutych ordindlov st
znézornené na obrazkoch [I} 2 a [3]

Este tu na jednom mieste zopakujme uzitoéné fakty o ordinaloch:

e Preordindly platia < f & ae€ f;a<f & a C 5.

e Kazdy ordinal je dobre usporiadany relaciou €, ordinalny typ dobre usporiadanej mno-
Ziny (o, €) je a.

Ordindl je mnozina vSetkych ordindlov od neho mensich, o« = {8; 8 < a}.

Ordinélny nasledovnik ordinalu « je S(a) = aU{a}.

Suprémum mnoziny ordindlov moézeme dostat ako sup;c; a; = [U;c; -

Kardinal je najmensi ordinal danej kardinality. Specidlne, kazdy kardinil a chapeme
ako mnozinu kardinality a.

Napriklad si méZeme vsimnut, Ze vo vete o transfinitnej rekurzii by sme uz teraz
mohli pouzit strucnejsi zapis G(F|,) namiesto G(F'|{3;5<a})- (Aby sme uviedli aspon jednu
ukazku toho, ze uvedené konvencie ndm niekedy pomédzu zjednodusit oznacenie.) Takisto
v dokaze tvrdenia[I.2.5|by sme mohli priamo pouzit zjednotenie a nemuseli by sme prechadzat
k novej mnozine. V tvrdeni by sme mohli pouzit priamo A namiesto mnoziny ordinélov
mensich ako .



2 Aplikacie transfinitnej indukcie

2.1 Pre nekoneéné kardinaly plati a®> = a

Pre niektoré kardinaly vieme toto tvrdenie dokézat lahko, napriklad vieme, Ze Ng - Ry = Vg a

¢ c= 280 . 280 — oRotRo — oo —

Pomocou transfinitnej indukcie vieme ukdzat platnost tejto rovnosti pre kazdy nekoneény
kardinal.

Veta 2.1.1. Pre kazdy kardindl a > Rg plati a.a = a.

Dokaz. Vieme, ze toto tvrdenie plati pre najmensi nekoneény kardinal pre a = Ny. Ukézeme,
ze ak toto tvrdenie plati pre kazdy nekoneény kardinal b < a, tak plati aj pre a.

Nech teda a > Ny. Majme dobré usporiadanie < na a, také, ze vSetky pociatoéné tuseky
tvaru {x € a;x < b} pre b € a maju kardinalitu mens$iu ako a. Pomocou tohoto usporiadanizﬂ
zadefinujeme usporiadanie <* na mnozine a X a, o ktorom potom ukazeme, ze je dobrym
usporiadanim.

Definujme <* takto: Nech m; = max{ay,b;} a mg = max{as, by }. Potom

(m1 < mz) \Y
(al,bl) <* (ag,bg) = (m1 =moNay < 112) \%
(m1 =mgoANay =as Ab <b2)

Nie je tazké overit, Ze ide o linedrne usporiadanie. (Prvky mnoziny a sme vlastne umiestnili
do akychsi Stvorcov a usporiadali najprv podla toho, na hranici ktorého Stvorca lezia a ako
sekundarne kritérium sme pouzili lexikografické usporiadanie.) Je to aj dobré usporiadanie —
pre kazdt podmnozinu a X @ mézeme vybrat najmensie m, ktoré sa vyskytuje ako maximum
nejakej dvojice prvkov tejto podmnoziny. Ked sa uz pozerame iba na prvky s rovnakym
maximom, tie st usporiadané lexikograficky.

Navyse, kazdy dolny tsek a X a(q, »,) = {(2,y) € a x a; (z,y) <* (a1,b1)} ma kardinalitu
mensiu ako a. (Ak m; = max{aj, by}, tak kardinalitu tohoto dolného tseku zhora mozeme
odhadnit |am, |.|am, |. PretoZe |am,,| < a a predpokladdme, ze dokazované tvrdenie plati pre
v8etky kardindly mensie ako a, dostdvame |am, |.|am, | = |@m,|.)

Potom pre kazdy pociatoény tsek (a x a, <*) existuje bijekcia na pociato¢ny tsek dobre
usporiadanej mnoziny (a,<). (Vieme, Ze pre 2 dobre usporiadané existuje bud zobrazenie
jednej na pociatoény tsek druhej alebo obratene. Mnozinu (a, <) vSak nemozno vnorit do
(a x a, <*) ako pociato¢ny tsek, lebo potom by tento pociato¢ny tsek musel mat kardinalitu
a). Navyse, vetky tieto vnorenia na poc¢iatocné tseky st kompatibilné (pozri tvrdenie .

Vdaka tomu ako zjednotenie tychto zobrazeni (inak povedané — ako zobrazenie, ktorého
hodnota bude spolo¢na hodnota vSetkych vnoreni) dostaneme vnorenie (a X a, <*) na pocia-
toény usek (a, <). Tym sme nasli injekciu z a X a do a, preto plati

a.a < a.

Opacné nerovnost je zrejma, ¢im dostavame rovnost a.a = a.
Poznamenajme eSte, Ze argumentovanim pomocou kardinality sme mohli dokonca ukazat,
ze uvedené vnorenie je v skuto¢nosti priamo bijekcia. O

60dkial vieme, ze usporiadanie < s uvedenym vlastnostami existuje? Ak kardinaly chadpeme ako ordinaly,
tak je to priamo usporiadanie ordindlu a. Mozeme to dostat aj inak: Vezmeme si lubovolné dobré usporiadanie
mnoziny A, ktord ma kardinalitu a — nejaké dobré usporiadanie A existuje podla (WO). V tomto usporiadani
vezmeme najmensi prvok b taky, ze A, = {x € A;z < b} ma kardinalitu a. Ak taky prvok neexistuje, tak uz
povodné usporiadanie mnoziny A mé pozadovanu vlastnost. Ak taky prvok existuje, tak pomocou bijekcie
medzi A, a A mozeme preniest toto usporiadanie na celt mnozinu A.
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V predchadzajicom dokaze sme vyuzivali, ze na kardindle a mame nejaké dobré uspo-
riadanie. (Dohodli sme sa, ze kardindly chdpeme ako niektoré $pecidlne ordindly.) Rovnaky
dokaz by sme mohli urobif pre Tubovolnt mnozinu A — zobrali by sme Tubovolné dobre uspo-
riadanie mnoziny A a postupovali by sme presne rovnako ako v predoslom dékaze. Dostaneme
tak platnost

|A x Al = |A|.

Vyuzivame tu WO, a teda vlastne AC. Tarski dokonca ukazal, Ze z platnosti |A x A| = |A]
pre Tubovolnt mnozinu vyplyva AC.

Déosledok 2.1.2. Ak a, b su nekonecéné kardindly, tak
a+ b = ab = max{a, b}.
Dokaz. Bez ujmy na vSeobecnosti nech a < b. Potom

b<a+b<b+0=20<a.b<bb=0.

2.2 Steinitzova veta
Dokaz Steinitzovej vety tu uvddzame priblizne v rovnakej podobe ako v [CL, Theorem 2.3.3].

Veta 2.2.1 (Steinitz). Steinitzova veta: Pre kaZdé pole existuje algebraicky uzavreté nadpole,
ktoré ho obsahuje.

Najprv pripomeiime pér veci z algebry. Pre kazdy polyném f(z) € F[z] existuje roz-
kladové pole tohoto polynému — je to také nadpole pola F, v ktorom sa dé polyném f(x)
rozlozit na sucin konStanty a korefiovych éinitel’ovﬂ Pozri napriklad [KGGS|, Kapitola 8.3],
[CLL Section 2.2], [S].

Dokaz. Transfinitnou indukciou o chvilu ukaZzeme, Ze pre dané pole F' existuje algebraické
rozéireni(ﬂ K, v ktorom sa kazdy polyném f(z) € F[z] da rozlozit na sGéin koretiovych
¢initelov. Uk4dZme najprv vsak, Ze takéto pole uz nutne musi byt algebraicky uzavreté.

Uvazujme Tubovolny ireducibilny polyném p(x) € K|z]. Nech koeficienty polynémy p(z)
st ag, . ..,a, € K. Potom p je polynémom uZz nad mensim polom L := F(ao,...,a,) C K.
V nadpoli L[z]/(p(x)) ma polyném p(z) koremi. Pole L je algebraickym rozsirenim pola F
(kazdy z prvkov ag,...,a, je algebraicky nad F) a v L[x]/(p(x)) existuje koreni o polynému
p(x). Tento koren je teda algebraicky nad L, ¢iZe je aj algebraicky na F. Existuje teda
minimélny polyndém ¢(x) tohoto korenia nad polom F. Tento minimélny polyném je v L[]
je delitelny polynémom p(z), ktory je minimalny polyném toho istého korenia nad L. Méme
teda g(z) = p(x).r(x). Tato rovnost plati aj v K[z] (K je nadpole L), ale v K sa navySe
polyném ¢(z) da rozlozit na sicin koretiovych ¢initelov. Z toho vyplyva, Ze aj p(x) sa da
rozlozit na suéin korenovych cinitelov.

Zostava teda dokazaf, Ze sa da zostrojif pole K s uvedenymi vlastnostami. Toto pole
skonstruujeme transfinitnou rekurziou.

"Navyse sa v definicii rozkladového pola este vyskytuje podmienka, Ze je to v istom zmysle najmensie pole
s touto vlastnostou, t.j. je generované mnozinou FU{u1,...,un}, kde u1, ..., un sa korene f(x) v rozkladovom
poli. TGto druht vlastnost vSak potrebovat nebudeme. Pripomernime tiez, pre ireducibilny polyném f(z) € F[z]
je Flz]/(f(x)) nadpole F', v ktorom ma f(z) aspor jeden koren. Existencia rozkladového pola sa dokazala
induktivne pomocou tejto konstrukcie.

8t.j. kazdy z prvkov K je algebraicky nad F
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Nech {fs(z), 5 < v} st v8etky ireducibilné polynémy nad F oindexované ordindlmi men-
§imi ako . (Vyuzili sme fakt, Ze mnozinu ireducibilnych polynémov mozno dobre usporiadat.)
Pre kazdé o < 7 zostrojime algebraické rozsirenie K, pola F, v ktorom je kazdy polyném
fa(z) pre 8 < « rozlozitelny na sacin korefiovych éinitelov.

1° Pre a = 0 zoberieme priamo pole K.

2° Ak méme zostrojené pole K, tak K1 bude rozkladové pole polynému f, nad polom
K. Rozkladové pole je algebraické rozsirenie K, pretoze K, je algebraické rozsirenie F je
aj K, algebraickym rozsirenim F'.

3° Ak « je limitny ordinél, tak by sme K, chceli zadefinovat ako pole, ktoré bude ob-
sahovat Kz pre vSetky S < o — Cosi ako zjednotenie tychto poli. Pretoze vSetky polia st
také, Ze polia oindexované nizs$imi ordindlmi sit vnorené ako podpolia v tjch poliach, ktoré
maju vyssie indexy, moZeme priamo predpokladat, Ze s to polia na podmnoZzinéch tej istej
mnoziny a potom skuto¢ne staci zobrat priamo zjednotenie tychto poli. O

2.3 Patologické podmnozZiny v R?

Nasledujtce tvrdenie a jeho dokaz sme prevzali z [Cil Theorem 6.1.1].

Tvrdenie 2.3.1. Ezistuje podmnozina A C R x R takd, Ze vsetky x-ové rezy A, = {y €
R; (z,y) € A} st jednoprvkové a vietky y-ové rezy AY = {z € R; (z,y) € A} st husté v R.

Takato mnozina je grafom silno darbouxovskej funkcie. Funkcia f: R — R sa vola silno
darbouzovskd, ak pre fubovolné reélne ¢isla a < b nadobuda f na intervale (a, b) vSetky redlne
hodnoty.

Slabsia vlastnost je darbouzovskd funkcia — ak nadobuda vSetky hodnoty medzi f(a) a
f(b). Z analyzy viete, Ze kazd4a spojitd funkcia je darbouxovska. Priklad silno darbouxovske;j
funkcie je stucasne priklad darbouxovskej funkcie, ktora nie je spojita.

Dékaz. V dokaze budeme netradi¢ne pouzivat oznadenie [a,b] pre dvojice redlnych ¢isel —
z toho dovodu, Ze tu budeme ¢asto pracovat s otvorenymi intervalmi na redlnej osi a nechceme,
aby sa tieto 2 oznacenia plietli.

Transfinitnou rekurziou budeme definovat mnozinu B s podobnymi vlastnostami s tym
rozdielom, ze x-ové rezy B, st najviac jednoprvkové.

Najprv si poriadne uvedomme, Ze znamena poziadavka na y-vé rezy. Vlastne chceme, aby
pre kazdy interval (a,b) a pre kazdé y € R platilo

AN (a,b) x {y} #0.

Mnozina vSetkych takychto vodorovnych tuseciek v rovine {(a,b) x {y};y,a,b € R,a < b}
mé kardinalitu ¢. MoZeme ich teda dobre usporiadat pomocou ordinalu, ktory zodpoveda
kardindlu c¢. (Inak povedané, d4 sa dobre usporiadat tak, Ze vlastné pociatocné tiseky buda
mat kardinalitu mensiu ako c.)

Majme teda nejaké takéto usporiadanie {Uy = (Gq,ba) X {ya}; @ < ¢}

Transfinitnou rekurziou pomocou neho zostrojime B = {(2q,ya); o < ¢}. (V tomto pri-
pade nebude potrebné rozdelovat indukciu podla typu ordinalu.)

Predpokladajme, ze uZz méme zadefinované zg pre vsetky 8 < a. Prvok y, uz mame
zadefinovany usporiadanim tseiek U,. Mnozina {z3; 5 < a} ma kardinalitu mensiu ako c,
teda mnozina (aq, bq) \ {zs; 8 < a} je neprazdna. Za z,, zvolime nejaky jej prvok.

Takto postupne zostrojime mnozinu B, ktord ma neprazdny prienik s kazdou tseckou
Uy, teda spliia podmienku pre y-ové rezy. Navyse volba z, v indukénom kroku zabezpeéi, Ze
ziadne x sa nevyskytne dvakrat, ¢ize y-ové rezy B s najviac jednoprvkové.
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Mnozinu A zostrojime tak, Ze pre x-ové suradnice, ktoré sa v B nevyskytli, zvolime y-ovi
stradnicu lubovolne. Napriklad ak ju zvolime ako nulu, tak A = BU {(z,0);2 € R, B, =
0}. O

Podobnym sposobom mozete napriklad ukézat aj to, Ze existuje mnozina bodov v ro-
vine, ktora pretina kazda priamku prave dvakrat; pozri napriklad [Ci, Theorem 6.1.2], [KT}
Problem 12.7].

2.4 Mengerova veta — konvexné priestory

Definicia 2.4.1. Metricky priestor (X, d) nazveme konvezny (alebo konvexny v Mengerovom
zmysle), ak pre lubovolné x,y také, ze x # y existuje z # x,y také, ze

d(z,y) = d(z, 2) + d(z,y)- (4)

Pre uzavreté podmnoziny R" s obvyklou euklidovskou metrikou sa tento pojem zhoduje
s obvyklym pojmom konvexnosti. Bez uzavretosti to neplati — napriklad QQ ako podpriestor R.
(To je stiasne kontrapriklad ukazujuici, Ze v nasledujticej vete sa nedd vynechat predpoklad
o tplnosti.)

Veta 2.4.2 (Menger). Ak (X,d) je uplny konvexny metricky priestor a x # y si nejaké
body v X, tak pre lubovolné t € (0,1) existuje bod w € x taky, Ze d(x,w) = td(x,y) a

Zékladna idea dokazu je, ze sa budeme snazit s bodom z, ktorého existenciu médme za-
rucend z definicie, blizit k bodu pozadovanej vzdialenosti. Na to nam vSak nemusi stacit
w krokov — preto pouzijeme transfinitni indukciu. Pre porovnanie si mozete pozriet dokaz
vyuzivajici Zornovu lemu v [Co.

Dokaz. Transfinitnou indukciou budeme definovat t, a x, s vlastnostami
d(l‘, xa) = tad(l‘, y) a (l‘a, y) = (1 - ta)d($, y) (5)

az dovtedy, kym nedostaneme ordindl a taky, ze t, = t.

Navyse tieto ordinaly budu spliiat podmienku, Ze o < 3 plati:
ak to > t, tak t, > tg;
ak to <t, tak t, <tg.

V okamihu, ked najdeme z,, také, ze t, = t, cely proces ukonéime.

1° Pre o = 0 mozeme zvolit xg = x, ¢o znamenad ty = 0.

2° Nech o = f+1 atg # t. Ak tg > t, tak x, bude bod, ktory ziskame pouzitim
podmienky pre x a zg. Ak tg < t, tak pouzijeme body zs a y. Pouzitim trojuholnikovej
nerovnosti mozeme overit, ze opét plati d(x,y) = d(z,z,) + d(z4,y) a hodnota ¢ v prvom
pripade klesla a v druhom vzrastla. E|

3° Nech a je limitny ordinal a pre kazdé 8 < « sme uz nasli g, pricom prislusné ¢z je
rozne od t. Jedna z mnozin A = {f;tg <t} a B = {8;tg > t} musi byt nekone¢nd, nech je to
napriklad mnozina A. Ukazeme, Ze sa dd néjst bod z, tak, aby platilo ¢, = sup{ig; 8 € A}
a aby boli splnené i ostatné podmienky. (Ide o ohrani¢entt podmnozinu intervalu [0, 1], takze
uvedené suprémum existuje.)

9Napriklad v prvom pripade mame
d(z,y) = d(z, ) + d(zg,y) = d(z,2a) + d(za, zg) + d(zs,y) < d(z,28) + d(zg,y) < d(z,y).

V kazdej z uvedenych nerovnosti musi potom nastat rovnost. Takisto je zrejmé, ze v tomto pripade d(z,zq) <
d(z,zg).
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Priamo z definicie supréma je jasné, ze sa da najst postupnost (8,)n<. prvkov z A taka,
Ze tg, konverguje k ¢. Potom ale plati d(zg,,x3,,) = |ts, — t,,|d(x,y), ¢iZe tdto postupnost
je Cauchyovském Teda m4 limitu a tito limitu zvolime za x,. Zo spojitosti funkcii d(z, -) a
d(-,y) na X vyplyva, ze skuto¢ne plati .

Uvedend konstrukcia musi niekedy skonéit — inak by sme ziskali v intervale [0,1] viac

bodov nez je jeho kardinalitaE O
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10V podstate rovnakii ivahu sme mohli urobit priamo pre cauchyovski siet (zg)g<q, uviedli sme ale takéto
zdovodnenie, aby bol dokaz pristupny i ¢loveku, ktory nie je obozndmeny s Gplnymi sieftami v metrickych
priestoroch.

D4 sa ukazat, Ze ostro monoténna transfinitnd postupnost bodov v [0,1] nemoze mat nespoéitatelnii
dfzku, pozri napriklad [KT}, Problem 4.38]; pomocou tohoto faktu sa d& zdovodnit, Ze tédto konstrukcia skonéi
skor nez v wi-vom kroku.
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