10 Kombinatorika
Spernerova veta

Veta 1. Mazimdlny antiretazec pozostdvajici z podmnoZin mnoZiny N := {1,2,...,n} md
(LZJ) prvkov.
2

Dokaz. Existencia - zoberme vsetky |5 |-prvkové podmnoziny.

Treba este ukédzaft, Ze neexistuje viacsi. Na to staéi zostrojit (Ln72 J) retazcov, ktoré buda
obsahovat vSetky podmnoziny N. Ak by totiz existoval antirefazec s viac prvkami, musel by
obsahovat dva prvky z niektorého z tychto retazcov, nemohol by to teda byt antirefazec.

Ideme teraz zostrojit takyto systém retazcov. Zac¢neme tym, ze do kazdého retazca dame
jednu (|n/2]| + 1)-prvkovit mnozinu, ¢im vyéerpame vsetky (|n/2| + 1)-prvkové podmno-
7iny. Teraz budeme priddvat mensie mnoziny. Prepokladajme, Ze uz dosial vytvorené retazce
obsahuju vSetky (k + 1)-prvkové mnoziny. (k < |n/2]) Ked pre kazda k-prvkovi mnozinu
vyberiem jednu jej (k+ 1)-prvkovii nadmnozinu (pri¢om ich vyberdm tak, aby boli navzajom
rozne), mozeme ju pridat do kazdého refazca, ktory obsahuje tito nadmnozinu. Takto ,mi-
nieme* vSetky k-prvkové podmnoziny a a v kazdom retazci bude nejaka k-prvkovd mnozina.
Je preto treba len zodpovedat na otézku, ¢i skutoéne moZzem ku kazdej k-prvkovej mnoZine
vybrat (k+1)-prvkovi mnozinu tak, aby boli navzdjom rozne. Kedze vlastne hladdme systém
rozliénych reprezentantov, staci overif podmienku z Hallovej vety.

Majme teda j < (Z) k-prvkovych podmnozin N. Chceme zistit pocet [ ich (k + 1)-
prvkovych nadmnozin. Tieto mnoziny spolu vytvaraja bipartitny graf (podgraf grafu bo-
olovskej algebry P(N)), v ktorom vrcholy prislichajice k-prvkovym mnoZindm maji stuper
n —k (lebo do kazdej mozeme pridat Tubovolny z n — k prvkov, ktoré neobsahuje, teda kazda
mé n — k (k 4+ 1)-prvkovych nadmnozin) a (k + 1)-prvkové vrcholy maju stupern najviac
k + 1 (z podobnych dovodov). Pocdet hran grafu mozeme urc¢it ako pocet hran ktoré vycha-
dzaju z k-prvkovych vrcholov alebo ako pocet hran, ktoré vychadzaju z (k + 1)-prvkovych.
Ich porovnanim dostaneme j(n — k) < I(k + 1). Sacasne je k < |n/2], ¢ize n > 2k + 1,
n—k > k+ 1. Potom musi platit j < [. Overili sme podmienku Hallovej vety, preto existuje
systém rozli¢nych reprezentantov.

Takto (indukciou) sme vytvorili refazce ktoré obsahuji vSetky mnoziny s najviac [n/2]+1

prvkami. Symetricky ich mézeme doplnit o mnoziny s vii¢Sou mohutnostou. ]
Dékaz (z [LW]). Kazdy maximdlny refazec C obsahuje mnoziny mohutnosti 0,1,...,n, pri-
¢om kazdéa je podmnozinou nasledujicej. Pre jednoprvkové mame n moznosti, pre druhy
prvok n—1.... Existuje teda n! maximalnych retazcov. Podobne moZno ukézat, Zze maximal-

nych retazcov, ktoré obsahuji dani k-prvkovi podmnozinu N je k!(n — k)!.

Nech A = {Ay,..., A, } je antirefazec. Poc¢itajme pocet usporiadanych dvojic (4,C) ta-
kych, ze A € A, C je maximélny retazec a A € C. Pretoze C moze obsahovat najviac 1 prvok
antiretazca, je ich najviac n!. Ak oy ozna¢ime podet mnozin A € A takych, ze |A| = k, tak

n

je tento pocet Y ark!(n — k)!. Preto
k=0

Z aik!(n — k)! < n! alebo, ekvivalentne Z % <1.
k=0 k=0 (k)

Pretoze (};) je maximélne pre k = |n/2| a ) _gax =m, mame m < (|}, ).
Rovnost plati, ak vezmeme ako antiretazec vSetky |n/2]-prvkové podmnoziny. O
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