Odpisané z Balcar-Stépanek: Teorie mnozin.

1 Limita postupnosti podla filtra

Definicia 1.1. F-limita postupnosti. Nech F je filter na w (=na N) a P je
topologicky priestor. Hovorime, Ze bod a je limitou postupnosti (x,,) podla filtra
F alebo, 7e postupnost (x,,) konverguje k a podla F, oznacujeme F —lim z,, = a,
ak pre kazdé okolie V bodu a skoro vSetky ¢leny postupnosti lezia vo V', to
znamend, %e {n :z, € V} € F.

Obvykly pojem limity postupnosti zodpovedd limite podla Fréchetovho fil-
tra, ktory obsahuje prave doplnky kone¢nych mnozin.

F-limita zachovava stcet a stcin postupnosti.

a je hromadnym bodom postupnosti x,, prave vtedy, ked existuje taky filter,
ze G — limx,, = a.

Veta 1.1. Kazdd postupnost redlnych c&isel md jednoznacne uréent (vlastni
alebo nevlastni) F-limitu pre lubovolny ultrafilter F.

Pomocou pojmu F-limity tu ukazuju existenciu koneéne aditivnej miery na
algebre vSetkych podmnozin prirodzenych ¢isel rozsirujicej asymptoticktt hus-
totu. T4 sa vraj obyc¢ajne ukazuje pomocou Hahn-Banacha.

2 Banachova limita

Ak limitu chdpeme ako linedrny operator z podpriestoru priestoru I, tak méa
tieto vlastnosti:

(i) LIM(c.f + d.g) = c.LIM f + d.LIM g

(i) f>0=LIMf >0
(iii) LIM f = LIM fs, kde fs oznacuje posunutie postupnosti f o jeden ¢len.
(iv) Ak existuje limita lim f v obvyklom zmysle, tak LIM f m4 t ist hodnotu.

Vzniké otézka, ¢i by sme vedeli rozsirit tento operator na vSetky ohraniéené
postupnosti, aby sa zachovali uvedené vlastnosti. Takyto linedrny operator sa
nazyva Banachova limita.

Existencia Banachovej limity a konecno-aditivnych mier rozsirujicich hus-
totu sa obvykle ukazuje z Hahn-Banachovej vety (rozSirujeme funkciondl de-
finovany na podpriestore vSetkych konvergentnych funkcif). Tu tvrdia, Ze ich
ukéazali ,,jednoduchsimi prostriedkami,“ nez cez Hahn-Banachovu vetu.

Nech F je netrividlny ultrafilter. Potom Banachovu limitu méZeme zostrojit

takto:
fO)+ f(1)+...+ f(n)
n+1
¢ize ako F-limitu postupnosti aritmetickych priemerov.

limf=F —lim

)



Patrilo by sa spomentt, Ze oba postupy vyuzivaji AC. (Raz je skrytd v
Hahn-Banachovi, druhykrat v existencii ultrafiltrov.)
D4 sa ukdzat, ze nemodzeme ,,vylepsit“ Banachovu limitu tak, aby zacho-

véavala aj sucin. Ak vezmeme postupnosti 0,1,0,1,... a 1,0,1,0,..., tak podla
(iii) maji rovnaki Banachovu limitu L. Ich s¢itanim dostaneme postupnost
1,1,1,1,..., preto L = % Ale ich st¢inom dostaneme postupnost 0,0,0,0, ...,

ktora mé limitu 0, a teda Banachova limita nezachovava siéin.
Keby sme vynechali podmienku o posunuti a chceli zachovat stcin, tak tieto
podmienky spliia F-limita pre lubovolny ultrafilter F.



