Nekonecna kombinatorika

15. aprila 2002

1 Kombinatorické vlastnosti mnozin

Lema 1.1 (Lema o disjunktnom zjemneni). Nech (A, : a < x) je systém
mnoZin, z ktorych kaZdd md mohutnost » . Potom existuje systém (B, : a < )
taky, Ze pre kazdé o < > plati B, C Ay a |Bo| = 3. Hovorime Ze, Ze (B, : o <
) je disjunktnym ziemnenim systému (A, : a < x). ([BS, Lema 1.2])

Lema 1.2. Nech (A, : a < ) je systém podmnoZin nejakej mnoziny X a kazdé
|An| = 3¢. Potom existuje s navzdjom disjunktngch podmnozin Bg C X, 0 < »,
pre ktoré plati

|Bs| = » |Bg N Au| = 5 pre kazdé a, 3 € ».
(/|BS, Lema 1.5])

Priklad 1.1. (a) Rozklad Q na spocitatelne vela hustych podmnozin.

(b) Kazda baza uniformného ultrafiltra na > m& mohutnost viésiu nez s .

(¢) B C R je bernsteinovskd, ak B aj R\ B pretinaji kazdé nespodéitatelnt
uzavrett mnozinu. Existencia vyplyva z lemy 1.3. Ak B je bernsteinovska, tak
nie je lebesguovsky meratelné a tiez nemé Bairovu vlastnost.

Veta 1.1 (O nezavislych rozkladoch). Na nekoneénom kardindle s existuje
systém mnozin {M(a, B) : a < 2%, 5 < 3} taky, Ze
(i) pre kazdé o < 2 je {M(c, ) : B < ¢} rozklad mnoZiny s ,

(i) pre kazdi koneénid podmnoZinu B C 2% a kaZdi funkciu f: B —  je
INHM (e, f()) : o € B} = 5 (nezdvislost).

(|BS, Veta 1.6])

Désledok 1.1. Nech (A; :i € I) je subor mnozin taky, Ze |A;| < s pre kaZdéi €
I a |I| < 2*. Potom ezistuje mnoZina S C [[(4; : i € I), ktord md mohutnost
< 5 a pre kaZdi funkciu f € [[(4; : i € I) a kaZdi koneéni podmnoZinu J C T
eristuje g € S také, Ze

f17 =gl



Definicia 1.1. Ak F je filter na s , tak charakterom filtra F nazyvame kardinél
X(F) = min{|B| : B je béza filtra F}.

Veta 1.2 (Pospisil). Pre kazdé nekonecné » existuje 22~ uniformngch ultra-
filtrov na » , t.j. |Bs| = |U(z)| = 22°. Navyse mnozina vietkych uniformngych
ultrafiltrov, ktoré maji mazimdlny mozny charakter 2, md tieZ mohutnost 22” .
(/|BS, Veta 1.10])

Priklad 1.2. (a) Existuju aj A-nezavislé systémy (|B| < A namiesto B je ko-
nefnd) pre A < . Lahko sa overi, Ze na w nemoze existovat nekoneény w;-
nezavisly systém.

(b) Veta(Hewitt, Marczewski, Pondiczery) Ak S;,i € I st topologické priestory,
z ktorych kazdy mé hustit podmnoZzinu mohutnosti < s a ak je |I| < 2%, tak
topologicky sacin []S; obsahuje husti podmnozinu kardinality < .

[X]* ([X]<}) oznaduje vSetky podmmoziny X, ktoré maju kardinalitu A
(mensiu ako ).

Definicia 1.2 (Skoro disjunktné systémy). (i) Hovorime, ze dve podmno-Jj
Ziny x, y kardinalu s st skoro disjunktné, ak |z Ny| < ».

(ii) Hovorime, ze S je skoro disjunktny systém, kratko AD systém, ak S C [s]*
a kazdé dve rozne podmnoziny z S st skoro disjunktné.

(iii) AD systémy na s s usporiadané inkliziou. Hovorime, Ze S je maximalny
skoro disjunktny systém (MAD systém), ak je maximalny vzhladom na
inklaziu.

Z principu maximality vyplyva, ze kazdy AD systém sa dé rozsirit na MAD
systém. AD systém S na s je MAD systém prave vtedy, ked pre kazdé x € []*
existuje y € S také, ze |z Ny| = .

Lema 1.3. Nech s je nekonecny kardindl.
(i) Ziadny AD systém na » mohutnosti cf () nie je mazimdlny.
(ii) Ezistuje AD systém na 3 mohutnosti > »*. ([BS, Lema 1.13])

Najviiésia moznd mohutnost AD systému na s je 2. Ak sa pytame, ¢i
vzdy existuje MAD systém na > mohutnosti 2*, odpoved nie je jednoznacné.
Za predpokladu GCH existencia vyplyva z Lemy 1.13. Ak nepredpokladdme
GCH, J.Baumgartner ukdzal, Ze na w; nemusi existovat ziadny MAD systém
mohutnosti 2¢1. Dokaz je v [BS, kap. IV, veta 3.4.1].
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