Prehlad poznatkov o ordindlnych éislach. V zdrojaku st uvedené presné éisla viet
a definicii, ktoré su citované.

Salat, Smital: Tedria mnozin
A C B sa tu oznacuje ostra inklazia, ¢ize A # B.
9.1.Zéakladné vlastnosti dobre usporiadanych mnozin

Definicia. Usporiadanid mnozina sa nazyva dobre usporiadana, ak kazdi jej
neprazdna podmnozina mé prvy prvok.

Definicia. Nech (4, <4), (B, <p) s ¢iastoéne usporiadané mnoziny. Zobrazenie
f: A — B sa nazyva podobné (izoténne) zobrazenie, ak je prosté a pre kazdé
x,y € A plati:

z<ay= f(z)<p f(y)

Ciastoc¢ne usporiadand mnozina A je podobna &iastoéne usporiadanej mnozine B
(A = B), ak existuje podobné zobrazenie z mnoZiny A na mnoZinu B.

Definicia. Mnozina I C A je tsek usporiadanej mnoziny (4, <), ak existuje také
a€ A, zel={x€ A;z <a}; oznadujeme I = A,.

Mnozina I € A je primitivny interval usporiadanej mnoziny A, ak I obsahuje s
kazdym z aj vSetky prvky y € A mensie ako z.

Veta. Nech J je primitivny interval dobre usporiadanej mnoziny (A, <). Potom
alebo J = A, alebo J je usekom mnoZiny A, t.j. pre vhodné a € A sa J = A,

Veta. Kazdd podmnoZina dobre usporiadanej mnoziny je dobre usporiadand.

Veta. Nech (A, <) je dobre usporiadand mnoZina a nech f je podobné zobrazenie
mnoZiny A do A. Potom pre Ziadne a € A neplati f(a) < a.

Veta. Nech (A,<) a (A*,<*) st dobre usporiadané mnoZiny. Potom ezxistuje na-
Juiac jedno podobné zobrazenie mnoZiny A na A*.

Zakladna veta o dobre usporiadanych mnozinach. Nech (A,<4), (B,<p)
st dobre usporiadané mnoziny. Potom alebo A a B su podobné mnoziny, alebo
jedna z nich je podobnd useku druhej.

9.2.0rdinélne disla

Axiéma ordinalnych ¢isel. Ku kaZdej dobre usporiadanej mnoZine A existuje
mnoZina Ord(A) dobre usporiadand reldciou inklizie C s tymito vlastnostams:

(1) A= 0Ord(4)
(2) Ak (A, <), (A*,<*) st dobre usporiadané mnoZiny, tak A = A* plati prdve
vtedy, ked Ord(A) = Ord(A*).

Definicia. Mnozina Ord(A), kde A je dobre usporiadand mnoZina, sa nazyva or-
dinalne ¢islo mnoziny A.

Definicia. Ordinalne ¢islo « je mensie ako ordindlne ¢islo 3, ak a je podobné
nejakému tseku mnoziny 4. Namiesto a = 3, potom piSeme a < 3.

Lema. KaZdd mnozina M ordindlnych cisel je usporiadand reldciou <.

1



2

Veta. Ak a je lubovolné ordindlne éislo, tak mnozina W(a) ordindlnych disel
vsetkyjch usekov mnoZiny o je dobre usporiadand a W(a) = a, t.5. Ord(W(«a)) = a.
Veta. KazZdd mnoZina M ordindlnych cisel je dobre usporiadand.

Veta. Neezistuje mnoZina ordindlnych cisel, ktord by obsahovala vsetky ordindlne
c¢isla.

9.3.Konstrukcia ordindlnych éisel - ordinélne éisla sa nemusia zavadzat axiomaticky

Veta. Nech (A, <) je usporiadand mnoZina. Potom mnoZina B vsetkych dsekov
mnoziny A usporiadand reldaciou inklizie C je podobnd mnoZine A.

Definicia. Usporiadand mnozina A sa nazyva ordinalne ¢islo, ak a = A, pre kazdé
a € A.

Veta. Nech A je ordindlne ¢islo a nech a € A. Potom A, je ordindlne cislo.

Veta. Nech A, B si ordindlne ¢isla a nech B C A. Potom pre vhodné a € A sa
B=A,.

Veta. Prienik dvoch ordindlnych cisel je ordindlne ¢islo.
Veta. Nech A, B st ordindlne ¢isla, A # B. Potom jedno nich je isekom druhého.
Veta. Ak A a B su podobné ordindlne cisla, tak A = B.

Veta. Nech (A, <) je dobre usporiadand mnoZina, ktorej kazdy dsek A, je podobny
nejakému ordindlnemu c¢islu. Potom aj mnoZina A je podobnd ordindlnemu c¢islu.

Veta. KazZda dobre usporiadand mnoZina je podobnd prdve jednému ordindlnemu
cislu.
Veta. Pre [ubovolné dve ordindlne ¢isla o, 8 st nasledujiice vyroky ekvivalentné:

(1) a<p
(2) acCp
(3) a€p

9.4.Aritmetika ordinalnych cisel

Lema. Nech (A, <4), (B,<p) si disjunktné dobre usporiadané mnoZiny. Potom
mnozina C = AU B je dobre usporiadand reldciou <c= (<a) U (<p)UA x B.

Definicia. Nech (4, <4), (B, <p) st disjunktné dobre usporiadané mnoziny. Nech
C = AU B je mnozina usporiadana relciou z predchadzajucej definicie. Potom
ordinalne éislo v = Ord(C) sa nazyva sicet ordindlnych ¢isel o = Ord(A) a 8 =
Ord(B). Pigeme v = o+ 3.

Veta. Ak «, 3 su ordindglne éisla, B # 0, tak o < o + .

wH+l#fw=14w

Definicia. Nech (A, <4) a (B, <p) st usporiadané mnoziny. Potom usporiadanie
< ¢ kartezidnskeho stcinu C = A x B dané vztahom

[1,y1] <c [T2,92) © (y1 <B Y2) V (Y1 = Y2 A1 <4 T2)

sa nazyva lexikografické usporiadanie mnoziny A x B.
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Lema. Ak (A,<4) a (B,<p) st usporiadané mnoziny, tak lexikografické uspori-
adanie sucinu A X B je tieZ dobré usporiadanie.

Definicia. Nech A, B st dobre usporiadané mnoziny. Nech C je karteziansky
sucin A x B s lexikografickym usporiadanim. Potom v = Ord(C) sa nazyva stéin
ordinalnych éisel « = Ord(A) a § = Ord(B). Piseme v = a.3 alebo len v = af.

w2=wtw#2w=w

Definicia. Nech « je ordindlne ¢islo, A mnozina. Potom kazdé zobrazenie
f: W(a) — A sa nazyva transfinitna postupnost typu o prvkov mnoziny A.

Definicia. Sudet ordinalnych ¢isel mozno zovseobecnit aj pre nekonecne vela s¢i-
tancov. Nech « je ordindlne ¢islo a nech (f¢)e<q je transfinitnd postupnost or-
dinalnych ¢isel. Potom definujeme ) ¢ ako ordinélne ¢islo mnoziny |J B¢ x {¢}
{<a {<a
usporiadanej tak, Ze prvky kazdej z mnozin f¢ x {{} st usporiadané medzi sebou
podobne ako v mnozine b a prvky mnoziny G x {£} lezia nalavo od prvkov mnoziny

677 X {77}’ ak 5 < n.
9.5.Transfinitné indukcia

Princip transfinitnej indukcie. Nech (A, <) je dobre usporiadand mnoZina a
nech T'(X) je vgrokovd funkcia definovand na mnoZine A. Nech st splnené tieto
podmienky:
(1) Ak yo je prvy prvok mnoZiny A, tak T'(yo).
(2) Nech y € A. Ak T'(x) plati pre vietky x € A, ktoré si mensie ako y, tak
plati aj T'(y).
Za tychto predpokladov T'(x) plati pre kazdé x € A.

9.6. Definicia transfinitnou indukciou

Princip definicie transfinitnou indukciou. Nech ®(z,y) je “funkcia”, ktord
kazdému ordindlnemu cislu x a kaZdej mnoZine y priradi prdve jednu mnoZinu
®(x,y). Potom ku kaZdému ordindlnemu cislu X existuje prdve jedna funkcia f
definovand na mnozine W () véetkych ordindlnych cisel mensich ako \ a s hodno-
tami v nejakej mnozine A, ktord spliia podmienku

fla) = ®(a, fIW()) pre kaZdé o € W ()

Balcar, Stépanek: Teorie mnozin
Ordinélni ¢isla (I1.1)

Definicia. Tranzitivne triedy a mnoZiny. Hovorime, Ze trieda X je tranz-
itivna, ak kazdy prvok x € X je podmnozinou X, to znamené, ak plati z € X —
zC X.



Lema.

(1) Ak si X a Y tranzitivne triedy, potom X NY a X UY sd tranzitivne.

(2) Ak je kazdy prvok triedy X tranzitivna mnoZina, tak (X a |JX sd tranz-
itivne.

(3) Ak je X tranzitivna trieda, tak relacia € je tranzitivna na X prdave vtedy,
ked kazdé x € X je tranzitivna mnoZina.

Definicia. Ordinalne éisla. Hovorime, Ze mnoZina x je ordinalne ¢islo, alebo
kratko ordindl, ak x je tranzitivna a relacia € je dobré (ostré) usporiadanie mnoziny
T.

Triedu vSetkych ordindlnych ¢isel oznac¢ime On, teda

On = {x : x je ordindlne &islo}.

Lema. On je tranzitivna trieda.

Lema. Ak x,y su ordindly, tak plati
(1) z ¢z,
(2) Ny je ordindl,
B)zey—azCy.

Veta. Reldcia € je dobre usporiadanie triedy On.

Dosledok. Trieda On nie je mnoZinou.

Désledok. Ak je X tranzitivna vlastnd trieda dobre usporiadand reliciou €, tak
X = On.
Lema.
(1) MnoZina x C On je ordindlnym ¢éislom prdve vtedy, ked x je ordindlna
mnozina.
(2) Ak je A neprazdna trieda ordindlnych &isel, potom NA je najmensi prvok
triedy A vzhladom na usporiadanie <.
(3) Ak je a mnoZina ordindlnych cisel, tak Ua je tieZ ordindlne cislo a je to
suprémum mnoziny a vzhladom na usporiadanie <.

Désledok. Ordindl w je suprémum mnozZiny véetkych prirodzenich cisel v triede
On. To znamend, zZe w je najmensie nekonecné kardindlne c¢islo. Konecéné ordindly
st prave prirodzené cisla.

Lema. Ak je « ordindlne éislo, tak o U {a} je najmensie ordindlne éislo vicsie
neZ a. Hovorime, Ze o U {a} je nasledovnikom a a o je predchodcom o U {a}
v usportadant <.

Definicia. Izolované a limitné ordinalne ¢isla.

(1) Hovorime, ze ordindlne éislo « je izolované, ak o = 0, alebo o mé pred-
chodcu.

(2) Hovorime, Ze ordindlne ¢éislo « je limitné, ak je nenulové a nemé pred-
chodcu.

Veta. Ak je R dobré usporiadanie mnozZiny A, tak existuje prdve jedno ordindlne
¢islo a a jednoznacne uréeny izomorfizmus « a A vzhladom k < a R.



Désledok. Dwa rozne ordindly nie si izomorfné.

Definicia. Lexikografické a maximo-lexikografické usporiadanie.

Na triede On? definujeme lexikografické usporiadanie <. tak, Ze pre Iubo-
volné ordindly a, as, 81, B2 poloZime

(a1, 01) <pe (a2,02) a1 < V(a1 =as & [ < F2).

(1) Maximo-lexikografické usporiadanie < ;7. na On?

(o1, 1) <arre (a2, f2) « Max{ay, 51} < Maz{az, B2}V
V. (Maz{oq, 1} = Maz{as,[a} & (a1, 01) <re (a2,02)).

Veta.

(1) Lexikografické usporiadanie je dobré ostré usporiadanie na On?.

(2) Mazimo-lezikografické usporiadanie je dobré ostré usporiadanie na On?.
Navyse kaZdd dvojica {(a, 3) md len mnoZinu predchodcov. Mazimo-lexi-
kografické usporiadanie je teda uzka reldcia.

Definicia. Nech [On]<“ oznacuje triedu vSetkych koneénych podmnozin On, teda
[On]<¥ ={x:2 COn & Fin(x)}.
Pre Tubovolné dve mnoziny ordindlov z,y definujeme

zqy — (x#£y & max((z —y)U (y — x)) € y),

inymi slovami x predchadza y, ak symetricky rozdiel mnozin x,y je neprazdny a
jeho najvicsi prvok patri do mnoziny y.

Veta. Reldcia < je uzke dobré usporiadanie na [On|<*.
Veta - princip transfinitnej indukcie. Nech A je trieda ordindlnych c¢isel takd,

ze pre kazdy ordindl o plati
aCA—acA,

potom A = On.

Veta. Nech A je trieda ordindlnych cisel takd, Ze
(1) 0e A
a pre kazdy ordindl o plati
(2) aeA—aU{ale A
3) a CA— ae€ A, ak « je limitny.
Potom A = On.

Ordinalni aritmetika



Definicia. Hovorime, Ze zobrazenie F' je ordinalna funkcia, ak jeho definiénym
oborom je nejaky ordindl alebo On a Rng F' C On.

Hovorime, Ze ordindlna funkcia je rastica (neklesajiica), ak pre Iubovolné
B € Dom(F) a a < 8 plati F(a) < F(B) (F(a) £ F(B)).

Veta.
(1) Ak je F rastica ordindlna funkcia, potom oo < F () pre kazdé o € Dom(F).

(2) Ak je A dobre usporiadand mnoZina a B C A, pre ordindlne typy o, 3
mnoZin A, B plati o < 3.

Definicia. Hovorime, Ze ordindlna funkcia F' je normalna, ak je rastiica a spojita.
To znamend, Ze pre kazdy limitny ordinal A € Dom(F’) plati

F(X\) =sup{F(a):a < A}

Lema. Ak je F normalna funkcia, tak pre kaZdy ordindl § taky, Ze F(0) < 8 <
sup Rng(F), existuje najvicsi ordindgl c, pre ktory plati F(a) < 8.

Lema. Ak su F', G normdlne funkcie na On, tak aj F o G je normdlna.

Definicia. Hovorime, Ze ordindl £ je pevnym bodom ordindlnej funkcie F', ak
F() =¢.

Veta o pevnych bodoch normalnej funkcie. Nech F je normdlna funkcia
definovand na On.

(1) Ku kazdému ordindlu « existuje 8 2 «, ktoré je pevngm bodom funkcie F'.
Trieda vsetkiych pevniych bodov funkcie F je teda neohranicend.
Navyse, ak definujeme postupnost ordindlov (a,, : n < w) tak, Ze ag = o a
pre kaZdé prirodzené n je a1 = F(a), potom suprémum tejto postupnosti
je najmenst zo vsetkych pevnijch bodov & 2 a funkcie F.
(2) Trieda vietkych pevngch bodov funkcie F je uzavretd. To znamend, Ze supré-
mum kaZdej mnoziny pevnych bodov je tieZ pevnym bodom funkcie F'.

Désledok. Ak je F normdlna funkcia na On, tak podla 2.11 existuje izomorfné
zobrazenie J triedy On na triedu pevnych bodov funkcie F'. Navyse J je normdlna
funkcia, pretoze K(F) je uzavretd trieda.

Definicia. Nech «, 3 s ordindlne ¢isla.

(1) Ordinalne &islo, ktoré je typom mnoziny ({0} x a) U ({1} x 8) pri lexiko-
grafickom usporiadani, oznacujeme « + 8 a nazyvame stéet ordinalnych
éisel a a (.

(2) Ordinalne ¢islo, ktoré je typom mnoziny § X « pri lexikografickom uspori-
adani, oznacujeme «.( a nazyvame suéin ordinalnych ¢&isel a a .

Tvrdenie.
a+0=a=0+a

a+ (B+7)=(a+pB)+y
a0=a=0.«

al=a=1«



a2=a+ao
a.(B) = (a.f)y
l4jw=w#w+1
2w=w# w2

Lema - monoténnost séitania. Pre lubovolné ordindly o, 3, v plati
(1)
a<fB—orta<y+p

(2)
asf—-at+ySB+y

Lema - monoténnost stéinu. Pre lubovolné ordindly «, 3, v plati
(1)
a<f-orya<yp
(2)

asf—-ays By

Distributivnost.
a(f+7) =ab+ay
14+ wH#w+w

Lema. Ak o < (3, tak existuje prdve jeden ordindl p taky, Ze o+ p = (.

Lema. Pre lubovolny ordindl o v mnoZine vsetkych rieseni (£,n) rovnice
§+n=a
ndjdeme len konecéne vela roznych hodnot 7.

Lema. Ak 8 >0, pre kazdy ordindl « existuji jednoznacne uréené ordindly § < «
a p < také, Ze

a=p.64+p.

Veta.

(1) Pre kazdy ordindl « je ordindlna funkcia F(£) = a+ € normdlna.
(2) Pre kazdé o > 0 je ordindlna funkcia F(§) = a.§ normdlna.

Definicia. Pre fubovoné « definujeme mocninu o’ rekurziou podla 3
(1) a® =1,
(2) Pt = af o
(3) af =sup{a” : 0 < v < B}, ak 3 je limitny ordinal.

Tvrdenie.
(1) 0°=1a0°=0, ak 8> 0,
(2) 18 =1,

3) ol =, a® = a.a, o = (a.a).a.



Lema. Pre lubovolné «, (3, v plati:
(1) aspf—a’=p
(2 I<a & B<y)—a’<ay
(3) pre kazdé a > 1 je a* normdlna funkcia premennej €.

Lema. Pre lubovolné «, 3, v plati:

(1)

aB+7) — a@a"ﬁ

(2)

(aﬁ)w — af.

Veta. Ak sim, n prirodzené ¢isla, tak m +n, m.n a m"™ su tieZ prirodzené cisla.
Navyse m+n = n+m, m.n = n.m. Sucet a sucin prirodzenych c¢isel si komutativne
operdcie, a pretoZe siucin ordindlnych ¢isel je distributivny zlava, sicin prirodzengjch
cisel je distributivny.
Lema. Ak su k, mg,m1,...,my prirodzené cisla a vyo,7V1,--- ,7kx mensie nez 4,
tak

W > W mg 4+ wrmy £ ..+ Wy

Veta o rozvoji ordinalnych é&isel v mocninach w. Ku kaZdému ordindlu o > 0
mozZno jednoznacne priradit prirodzené éisla k, mg,my,... ,my rozne od nuly a
ordindly vo > v1 > ... > Y, tak, Ze

a=w"my+wrmg+...+w*.my.
Vyraz na pravej strane sa nazyva Cantorovym normdlnym tvarom ordindlu «.

Ak je
B=w®ng+wng+...+w.n

vyjadrenie ordindlu 3 v Cantorovom normdlnom tvare, potom o < [3 nastane prdve
vtedy, ked nastane niektory z dvoch nasledujicich pripadov:

(1) k<1 aprekazdé i <k je (vi,m;) = (0;,n + 1),
(2) ezistuje i < min(k,l) také, Ze (vi,m;) # (d;,n + 1), a pre najmensi taky
indez 1 je bud v; < 0; alebo v; = 6; a m; < n;.

Dosledok. Ak je a > 0, potom plati:

(1) existuje prdve jedno prirodzené ¢&islo | > 0 a jednoznaéne urdené ordindaly
Yo=Y 2 ... 2 tak, Ze

a=w" + w4+ .. ",
(2) existuji jednoznacne uréené ordindly 3, v také, Ze

a=w(B+1).
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Definicia. Hovorime, Ze ordinal ¢ je e-&islo, ak je pevnym bodom funkcie w®, to
znamena, Ze & je e-Cislom, ak & = w*.

Cast o Goodsteinovych postupnostiach som vynechal.
Kardinélni ¢isla (I1.4)

Definicia. Kardinalne ¢isla. Hovorime, Ze » je kardinalne ¢islo, ak s je
ordindl, ktory sa nedd prosto zobrazif na ziadne mens$ie ordindlne ¢islo. Triedu
vSetkych kardinalnych éisel oznaéime Cn, teda Cn = {3 € On : (V€ < »)(§ #

»)}.

Hovorime, Ze kardinalne ¢islo » je mohutnost mnoziny = a piseme |x| = s,
ak existuje prosté zobrazenie mnoziny z na s.
Lema. Ak X je mnoZina kardindlnych cisel, tak sup X je tieZ kardindlne ¢islo. To
znamend, Ze Cn je uzavretd na supréma.
Veta.

(1) Ku kazdému kardindlu existuje vicsi kardindl.

(2) Cn je vlastnd trieda.
Definicia. Nasledovnik kardinalu, limitny kardinal.

(1) Ak s € Cn, tak najmensie zo vSetkych kardindlnych ¢éisel A > s nazveme
nasledovnikom kardinalu s a oznadime s*. Hovorime, Ze kardindl s je
predchodcom karidndlu A, ak A\ = »™T.

(2) Hovorime, Ze kardinal A je limitny, ak nem4 predchodcu.

Oznacenie. Jednoznacne urcend normélnu funkciu, ktord zobrazuje On na triedu
vSetkych nekoneénych kardinalnych éisel oznacime X a jej hodnoty R(a) zancime
kratko N,,.

Je zrejmé, Ze Ry je limitny kardindl a pre a > 0 je R, izolovany (limitny) kardinal
prave vtedy, ked « je izolované (limitné) ordinélne éislo.
Veta. Pre kazdé a € On a limitny ordindl £ plati

(1) a <X,

(2) wq je limitng ordindl,

(3) Ne =sup{RXy: a <&},

(4) No x Vo] =R,

(5) I[Ra]=* =R,|.
Definicia. Stcet a stcin kardinalnych c¢isel. Ak s s, A kardinalne ¢isla, ich
stucet a sucin definujeme vztahmi

x4+ A =[({0} x 5) U ({1} x M),

A = |\ X .
Veta.
(1) Pre kazdé o, 8 € On plati
R, + Ng = R, .Rg = max{R,, Ng}.
(2) Ak st 3¢, A kardindlne ¢isla a aspori jedno z nich je nekonecéné, potom
%+ XA = max{sx, \},
». A = max{sx, A} ak je 2, \ > 0.
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Definicia. Kofinidlna mnozZina. Nech X je mnozina usporiadani reldciou <.
Hovorime, ze Y C X je kofinalna s X alebo Ze Y je kofinalna podmnozZina X
vzhladom k usporiadaniu <, ak k Tubovolnému = € X existuje y € Y, x < y.

Definicia. Kofinal. Nech « je limitny ordindl. Najmensi ordinal 3, ktory je
typom usporiadania nejakej kofinalnej podmnoziny ordinalu « sa nazyva kofinalom
a a ozna¢ime ho cf ().

Pre kazdé limitné a plati w < ¢f(a) < a a cf(a) je limitny ordinal.

cf(w+w) =cflow) =cf(w’)=w
Ak « je spocitatelny limitny ordindl, tak cf(a) = w.
Aj « je limitny ordinél, tak cf(R,) = cf ().

Lema. Pre kazZdy limitng ordindl o plati:

(1) ef(ef(e)) = cf(a),

(2) cf(a) je nekoneéné kardindlne ¢&islo.

Definicia. Regularne a singularne kardinaly. Nech s je nekoneéné kardinalne
¢islo. Hovorime, Ze s je regularny kardindl, ak cf(s) = ». Hovorime, Ze s je
singularny kardindl, ak cf(») < s.

Ny je regularny kardinél, R, je singularny kardinal. Kofinal limitného ordinalu
je vidy regularne kardinalne ¢islo.

Veta. Nekonecéné kardindlne ¢islo » je singuldrne prdve vtedy, ked = UX, kde
X je nejakd mnoZina mohutnosti mensej nez »x a (Vx € X)(|»| < ).

Dosledok. Ak s je reguldrny kardindl a » = UX, kde |X| < », tak pre nejaky
prvok x € X plati |x| = s.

Lema. (AC). Nech |X| < R, a nech pre kazdé v € X je tiez |x| < X,. Potom
|UX| <N,. Je tiez zrejmé, Ze ak je nejaké x € X mohutnosti X, plati rovnost.
Nie je to vsak nutnd podmienka.

Veta. (AC). Pre kazdy ordindl  je R, 41 reguldrny kardindl.

Definicia. Slabo nedosiahnutelné kardinaly. Hovorime, Ze kardinalne éislo s¢
je slabo nedosiahnutelné, ak s je nespoditatelny limitny a reguldrny kardinal.

Existencia slabo nedosiahnutelného kardinalu sa ned4 dokazat z axiémov tedrie
mnozin.

Lema. KaZdd perfektnd mnoZina redlnych ¢isel md mohutnost kontinua.
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Veta. (Cantor, Bendizson) KaZdd nespoéitatelnd uzavretd mnoZina redlnych cisel
obsahuje perfektni mnozZinu.

Hypotéza kontinua: 280 = X,

Zovseobecnend hypotéza kontinua: (Va)(28 =R, 1).

Godel dokéazal, ze zovSeobecnend hypotéza kontinua je bezospornéa vzhladom k
axiémam tedrie mnozin. Cohen (a nezavisle od neho Vopénka) ukézal, ze hypotéza
kontinua je nezavisla na axiémach tedrie mnozin.

Kardinalni aritmetika (IL.5)

Definicia. Kardinalna mocnina. Ak st s, A kardinédlne cisla, kardinalnu
mocninu »® definujeme vztahom »* = || ako kardinélne ¢&islo, ktoré je mohut-
nostou vSetkych zobrazeni A do .

2% = |P(5)| > »
0#£x<p & )\Su)—>%’\§,u”
ntv)

2 = 3 ¥

(%[L)V — gV
Veta. Pre lubovolné kardindlne &isla ¢, A plati
(1) 0°=1,A#0—0* =0,

)
2) 0 =1, 1% =1,
(B) (x>w & 0< A< w)— »* =k,
(4) 2<x< A & A>w) — =20

Definicia. Stdet a sGfin systému kardinalnych é&isel. Nech (s;: ¢ € I) je
systém kardinalnych ¢isel. Jeho sucet

S = | Uier {i} x )|

iel

definujeme ako mohutnost disjunktného zjednotenia kardindlov a stéin [, ; »; =
| Xier 7| definujeme ako mohutnost kartezidnskeho st¢inu kardinalov »;. Specidlne
ak je »; = s pre kazdé i € I a |I| = A, tak

H%i = %A.

icl
Definicia. Ak je X mnozZina a A kardinélne ¢islo, definujeme
X} ={z:2C X & |X|=2)\},

X' ={z:2C X & |X| <A}
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Lema. Nech X je mnoZina mohutnosti s a A je kardindlne ¢islo. Potom
(D) |[X] = 2, ak X < 5,
(2) X = X5,y #%, ak A < it

<A

Definicia. Slaba mocnina »<*. Pre lubovolné kardinily definujeme

;{<’\ — § :%)\7
pn<A

kde na pravej strane séitujeme cez kardinalne ¢isla mensie nez A. Hovorime, ze »<*

je slaba mocnina kardinédlov s, \.

Lema. Nech s;,i € I si nenulové kardindlne cisla. Ak je |I| alebo niektoré z s
nekonecné kardindlne cislo, tak

Z%Z— = max(|I|,sup{s;: i € I}).
iel

Désledok.
(1) Ak su X; mnoZiny také, Ze pre kaZdé i € I je |X;| = 54, a sup{s;:i € I}
je nekoneény kardindl vicsi alebo rovny |I|, potom

|UXi|=sup{%i:i€I}:Z%i.

(2) Kardindl » je singuldrny prdve vtedy, ked existuji kardindly \ < > a »; <
pre v < A také, Ze

Lema. Ak je »; > 2 pre kazdé i € I, potom

Z%i SH%zw

iel i€l
Veta. Konigova nerovnost. Ak su s;, \; kardindlne cisla také, Ze »; < M\; pre

kazdé i € I, potom
Z 7 < H Ai-
i€l icl

Dosledok. Ak si s, a kardindlne c¢isla také, Ze c > 2 a A > w, potom
(1) cf(2%) > A,
(2) cf(>*) > A,
(3) ASN> ),

Lema. Ak je s limitnyg kardindl, potom

927 — (2<%)cf(%) )
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Definicia. Funkcia gimel. Pre lubovolny nekoneény kardinél > definujeme funk-
ciu J(5¢) = R/ ktort nazgvame gimel. Je to kardinalna funkcia, ktora zobrazeje
triedu vSetkych nekone¢nych kardinalnych ¢isel do Cn. Vieme, ze 1(5) > 5, a z
Konigovej nerovnosti tiez plynie cf(3(5)) > cf(5), Specidlne cf(I(>)) > Ry pre
kazdy nekonecny kardindl s.

Veta. Priebeh funkcie 28«
(1) Ak je R,regularny kardindl, potom

2N = J(R,,).

(2) (Bukovsky) Ak je X, singuldrny kardindl, mozu nastat dva pripady: (a) exis-
tuje B < o tak, Ze pre kaZdy ordindl v intervale § < v < o plati 28 = 288
potom

2No = 289 = 2<Re,
b) Ku kazdému 3 < a existuje v, B < v < « také, ze 2% < 2%« Potom
2Ne = J(2<%).

Veta. (Silver) Ak je R, singuldrny kardindl taky, Ze cf(Rq) > w, a pre kaZdé < «
plati 288 = Ng41, potom aj 2Na =R,y .

Definicia. Silne limitné kardinalne ¢isla. Hovorime, Ze kardindlne ¢islo s« je
silne limitné, ak pre kazdy kardinal A < s plati 2* < s¢.

Veta. (Galvin, Hajnal, Shelah) Ak je R, silne limitng singuldrny kardindl, potom
2N < N er@nt-
Navyse, ak o = 8+ v, potom
2% <N ygercnye-
Specidlne, ak si N, a R, 1+, silne limitné kardindly dostdvame

QN < N(2N0)+

ooy 4w
2V w1+ <Nw1+(2x<0)+

Lema. Ak je X, limitng kardindl o cf(R,) < Ng, potom

NN = (Z N’YNﬁ)cf(Na.

y<a
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Veta. Pre mocniny XN plati nasledujée tvrdenia:
(1) Ak je o < 3, potom R, N6 = 285,
(2) (Hausdorff) Ak je oo = v+ 1, potom

Nﬂ _ Nﬁ
N"/Jrl - N“/Jrl'NV :

(3) (Tarski) Ak je o limitng a Rg < cf(R,), potom

RN = RN

y<a

(4) (Bukousky) Ak je cf(Ra) < Rg < N,, méZu nastat dva pripady:
(a) Existuje v < « také, Ze X5 = Rs™5 pre kaZdé &, v < § < a, potom

NQNB = NPYN’H .

(b) Pre kaZdé v < a existuje § v < § < a takeé, Ze NN < NN potom

NN = I(R) kde Re =Y RN

y<a

Doésledok. Induktivny vijpocet RN, Pre lubovolné o a pevné (3 plati:

(1) AK ezistuje kardindl » < R, taky, Ze »™° > R,, potom RN = 36,
Specidlne, ak je o < 3, dostanem R, N2 = 285,
(2) Ak je 5N < N, pre kazdy ordindl » < X, potom

R, ak Ng < cf(Ry)
RN = )
R, T ®) gk ef (Ry) < Rg < R,
Daosledok. (GCH). Pre lubovolné ordindly o, (3 plati

R, ak Ng < cf(Ry)
NN = Noyq, akef(Ry) < Ng < R,
Vg1, ak a < .

Vynechal som ¢ast o hypotéze singuldrnych kardindlov.



