Jednobodova kompaktifikacia

Niektoré potrebné tvrdenia z topoldgie:
Tvrdenie: Uzavretd podmnozina kompaktného topologického priestoruje kompaktné.
Tvrdenie: Kompaktna podmnozina hausdorffovho topologického priestoruje uzavreta.
Tvrdenie: Th-priestor X je lokadlne kompaktny < pre kazdé a € X existuje kompaktné okolie a.
Tvrdenie: Ak Y je uzavrety(otvoreny) podpriestor lokdlne kompaktného priestoru X, tak Y je lokédlne
kompaktny.
Def: Nech (X,T) je topologicky priestor, ktory nie je kompaktny. Potom topologicky priestor Y sa
nazyva kompaktifikaciou topologického priestoru X, ak Y je kompaktny a X je husty podpriestor Y.

Veta: Ak X je lubovolny topologicky priestor, potom X* = X U {oo} s topolégiou T* = T U {X* \
F;F je kompaktnd uzavretd podmnozina v X} je jeho kompaktifikdcia a nazyva sa jednobodova (Alexan-J]
drovova) kompaktifikicia topologického priestoruX.

Dokaz:1.(X*, T*) je topologicky priestor.

Nech {Uy; « € I'} je systém otvorenych mnozin v X*.

Ak U, e TVa€el, jeto OK.

Nech teda I = I; U I3, kde I; st mnoziny z T a I5 obsahuje mnoziny obsahujiice oo.
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kompaktnej, je teda kompaktna. Potom B je otvorena mnozina v X*.
AUB=AU(X*-K)=X*— (KN (X — A)) je doplnkom kompaktnej mnoziny. (K N (X — A) je
uzavretd podmnozina kompaktnej a je teda kompaktnd.)

Dalej, nech A a B st otvorené v X*. Chceme ukazat, ze aj AN B € T*.

Uvazujme 3 moznosti:

a) ABeT = AnBeT.

b)AcT,BeT"—T = ANB=AN(X — K) je otvorena X.

c) A= (X —-K;)U{o}, B=(X—-Ky)U{oo} = ANB=X — (K1 UKy)U{cc} € T*.

() a X patria do T a teda aj do T*.

Dokazali sme teda, ze T* je topoldgia.

2.Kompaktnost X*

Nech {V,; a € J} je otvorené pokrytie topologického priestoruX*.

Potom existuje 8 € J, ze o0 € Vg = Vg = (X — K) U {o0}.

{Va; @ € J} je otvorené pokrytie kompaktnej mnoziny K, preto existuje koneéné podpokrytie. Toto
podpokrytie spolu s mnozinou Vj tvori pokrytie celého X*.

3.Hustota X v X*

Kazdé okolie bodu co mé tvar (X — K) U {oco}, kde K je kompaktni. KedZe X nie je kompaktny, zna-
men4 to, ze kazdé okolie bodu co mé neprazdny prienik s X, ¢ize oo € X. Z toho uz je jasné, ze X = X*.

Tvrdenie: Nech (X, 7) je topologicky priestor, X=XU {0}, (X,T) je kompaktny Ty-priestor a X
nie je kompaktny. Potom topolégia 7 =7 U{U : 0o € U A X \ U je kompaktny}.

Dokaz:Oznacme S = T U{U : 0o € U A X \ U je kompaktny}. To, Ze S je topolégia sme uz ukazali v
predchéadzajucej vete. (V hausdorffovskych priestoroch si kompaktné mnoZiny uzavreté.)

Ak K C X je kompaktnd v X, tak K je kompaktna aj v X (pretoze ak mame {U;; i € I}
otvorené pokrytie K v X, tak {U;NX; i € I} je otvorenépokrytie K v X Vdaka kompaktnosti existuje
J C I konecna, ze {U;NX; i € J} je pokrytie K, ale potom aj {U;; i € J} je otvorenépokrytie X.)

Ako kompaktnapodmnozina T5-priestoru je teda K v X uzavretd, ¢ize X \ K je otvorena.

Ak U C X je otvorena= U = U; N X , kde U; je otvorend v X, ale aj X je otvorena (lebo X \ X = {00}
je ako jednobodova v Th-priestore uzavreta) = U je otvorena v X.

UcTacod¢U=UCX=U=UNX = U je otvorend v X (podla definicie topologického
podpriestoru)

0 eUeT = X\U je kompaktna.

Ak méme totiz otvorenépokrytie X \ U v X, je to aj otvorenépokrytie X \ U v X (vdaka otvorenosti X)
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a pridanim U dostaneme otvorenépokrytie celého priestoru X. Z neho sa d4 vybrat koneéné podpokrytie
a pripadnym vynechanim U dostaneme koneéné podpokrytie X \ U v X.

Bez hausdorffovskosti to nefunguje. Kontrapriklad je velmi jednoduchy. Staéi zobrat Tubovolny
topologicky priestor, ktory nie je kompaktny a kompaktifikdciu utvorime tak, Ze pridame jeden bod a
topoldgia bude povodné topoldgia + celd mnoZina. Otvorené pokrytie takéhoto priestoru musi obsahovat
celt mnozinu a tato mnozina stcasne vytvara konecné podpokrytie.

To aby priestor nebol kompaktny je délezité kvoli tomu, aby bol husty v celom.

Tvrdenie: X* je T5 <+ X je T a lokalne kompaktny.

Dékaz: = | Podpriestor T3 je T5.

Otvoreny podpriestor lokalne kompaktného je lokalne kompaktny.

a,b € X sa daji oddelit uz v X, a teda aj v X* tymi istymi mnoZzinami.

a€ X aoco

X je lokdlne kompaktny Ts-priestor, ¢ize a € X ma lokalne kompaktné okolie.

acUC K C X, kde K je kompaktna a U je otvorend= co € V = X \ K, kde V je otvorena v X*.



