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Uvod

Nech 0 <7y <rg < ... <71, < ..., limr, = +o00. Potom existuje také

n—oo

o0
redlne ¢islo 7 € [0, +00], Ze pre kazdé o > 7 rad > r, 7 < +oo (konverguje)
n=1

o0

a pre kazdé o, 0 < o0 < 7 rad Y. r,° = +oo (diverguje) (pozri [10]). Cislo
n=1

T sa nazyva exponent konvergencie postupnosti (r,)22; V pracach [3], [4] a

[13] sa exponent konvergencie $tuduje ako redlna funkcia definovand na triede
neklesajicich postupnosti redlnych éisel.!

V tomto ¢lanku sa zameriame na Studium exponentu konvergencie postup-
nosti prirodzenych ¢éisel. To ndm umozni studovat tito otdzku v stvislosti s roz-
nymi typmi hustot tychto postupnosti (v prvej ¢asti prace). VyuZijeme znadmu
metédu dyadickych hodnét mnozin prirodzenych ¢isel a pomocou nej budeme
pri pouziti pojmu exponentu konvergenciu Studovat istt redlnu funkciu g defi-
novani na intervale (0, 1].

Definicie a oznadenia

Nech A = (ap)2, 0 < a1 <ap < ...<ap <..,a, € N(k=12...)je
postupnost prirodzenych ¢éisel. Budeme ju stotoziiovat s mnoZinou

{ay,a2,...,a%,...}
(o]
jej ¢lenov. Podla predoslého existuje také 7 > 0, Ze pre 0 > 7 je Y a, 7 < 400
h—
. 1
aprec,0<o <Tje ) a.° =+oo. Toto ¢islo 7 budeme nazyvat exponentom

k=1
konvergencie postupnosti A a teda 7 = 7(A).

7(A) =inf{t > 0: i a,’ < 4oo} (1)

n=1

1V prvom zosite so seminara: strana 2, 20, 23.



Je zname ([10, str. 40]), Ze pre 7(A) plati>

7(A) = limsup llogn .
n—oo Og aTL
Priklady:
A={1,2%3% ..} = 1(A) =+
A={1,2,3!...} = 7(4) =0.

Pre dalsie potreby pripomenieme pojem asymptotickej hustoty a rovnomer-
nej hustoty postupnosti (mnozin) prirodzenych ¢&isel. Ak A = (ag)52,, a1 <
as < ..., ax € N tak znakom A(p+ 1,p+s) (p,s € N) oznacime pocet prvkov
mnoziny AN [p+1,p+ s|. Potom ¢&isla

d(A) = liminf Al s) ,d(A) = limsup Al s)

§— 00 S §—00 S
nazyvame dolnou resp. hornou asymptotickou hustotou mnoziny A (postupnosti
A). Ak d(A) = d(A) =: d(A), tak é&islo d(A) = lim @ nazyvame asympto-
§—00
tickou hustotou mnoziny A (pozri [9, str. 70-71]). Namiesto A(1, s) piSeme aj
A(s). Dalej je dobre zname, 7e

d(A) = liminf ﬁ,E(A) = lim sup L (2)

k—oo ay k—oo Ok

a ak existuje d(A), tak

Polozme
as = liminf A(p+ 1,p+ s),
p—00

o’ =limsup A(p+ 1,p+ s).

p—00

Potom existuju
S

u(A) = lim & u(A) = lim &
s—0o0 S s—0o0 S
a nazyvaju sa dolna resp. hornd rovnomerna hustota mnoziny (postupnosti) A.
Ak u(A) = uw(A4) =: u(A), tak u(A) nazgvame rovnomerna hustota mnoziny
(postupnosti) A (pozri [2]).
Pre Tubovolntt mnozinu A C N plati
u(4) < d(A) < d(4) < T(A) 3)

Akxz e (0,1]]az= ) 8”2%”) je jeho nekoneény dyadicky rozvoj, tak kladic

n=1
Ay = {n : eo(x) = 1} dostaneme priradenie = +— A,, ktoré je bijektivnym
zobrazenim intervalu (0, 1] na triedu U vSetkych nekoneénych mnozin A C N.

2Na workshope profesor Grekos spominal exponencialnu hustotu, e A = lim log A(n)/ logn.
Vidime, ze €A = 7(A). Mozno by mohli byt zaujimavé v tejto stvislosti zname vysledky o
exponencialnej hustote.



Piseme aj p(A,) = z, vo vSeobecnosti ak A = {a1 < a2 < ...}, tak p(A) =

o0
S 27 € (0,1]. Cislo p(A) sa nazyva dyadické ¢islo mnoziny A.
k=1

Pri pevnom n sa interval (0, 1] rozpada na 2™ intervalov (n-tého poradia)

) — (j J+ 1]
n 2/,7/7 2rn b
()

7=20,1,2,...,2™ — 1. Dyadicky rozvoj kazdého cisla z i,;’ zacina tou istou n-
ticou prvych éislic €9,...,e%. Struéne hovorime, 7e i9) patri k n-tici el ...,

ren” r n

(€2 je0alebo 1, k=1,2,...,n).

1 Exponent konvergencie a hustoty postupnosti
prirodzenych cisel

Nech A = (a,)22,, a1 <as < ...,ar € N (k=1,2,...). Potom (pozri [10, str.

40])

logn

T(A) = ligisol(l)p Tog ar

Tento fakt dava tusit, Ze existuje nejakd stvislost medzi velkostou exponentu
konvergencie a jej hustotami.
Vsimnime si, Ze n < a,,, preto pre kazdt nekoneénit mnozinu A (A € U)

T(A) < 1. (4)

Ak kazdej mnozine A € U priradime ¢islo 7(A), dostaneme tak zobrazenie
T: U —[0,1].
Veta 1.1. (i) Ak d(A) >0, tak 7(A) = 1.
(ii) Ak 7(A) <1, tak d(A) = 0.

S vyrokom (%) je ekvivalentny vyrok (v): Ak 7(A) < 1, tak d(A) = 0. Preto
(i) je vlastne zosilnenim vyroku (v).

(Ako dosledok dostdvame, ze 7(A4) < 1, tak §(A) =0.)

Doékaz: strana 6, 7

M. Magcaj: Nemoze stcasne platit d(A) = 0 a 7(A) = 1. Kontrapriklad:
mnozina P vSetkych prvocisel. (k-te prvocislo je rddovo klogk.)

Veta 1.2. Plati T[] = [0, 1].

Dokaz: strana 8.
Preskimame stvis exponentu konvergencie s rovnomernou hustotou.

Propozicia 1.1. Ak u(A) > 0, tak 7(A) = 1.

Dokaz. Ak u(A) > 0, tak d(A) > 0 a tvrdenie vyplyva z Vety 1.1 (7). O
V stvislosti s vetou 1.1 (i7) poznamenajme, ze ak 7(A) < 1, tak eSte nemusi

platit u(4) = 0. Pre A = G {10% +1,...,10% + k} plati 7(A) = 0 a pritom

u(A) = 0, 7(A) = 1. o



A ={11,101,102,1001, 1002, 1003, . ..}. (‘jislaak(m>+1 =105+1,...,arney =
2 2
10* 4 E, Cize tieto ¢leny st medzi 10* a 10%+1.

k(k+1)
logn _ log 2550 2log(kt1) _
logan < log 10F < L — 0= T(A) =0

LG5 —0=dA)=0=u(A)=0

A(10°41,10F +k

AOHLIOHR) — 1 = y(A) =0

Logaritmicka hustota: Z vety 1.1 tiez lahko vyplyva, Ze 7(4) < 1= §(A4) = 0.
Otéazky: Stuvislost exponentu konvergencie s gap-density.

2 Exponent konvergencie a Baireov priestor ras-
tucich postupnosti

Znakom (U, p) oznaCime Baireov priestor rasttcich postupnosti prirodzenych
¢isel ([1, str. 185], [7, str. 15]). Ak X = (2,)221,Y = (yn)22, € U, tak p(X,Y) =
0,ked X =Y a

1

min{n : T, # yn}’

p(X,Y) =

ked X £Y.
Lahko moZno overit, Ze (U, p) je uplny metricky priestor.
Pomocou pojmu exponent konvergencie mozno na U definovat funkciu 7: U —
[0,1],
7(X) = limsup logn
n—oo 108Xy

pre X = (z,)22, €U.
Zobrazenie 7 je surjektivne zobrazenie priestoru U na interval [0,1] (pozri
Vetu 1.2).

Pri pevnom n > 2 polozme

logn

Tn<X) =

~ logx,
Lema 2.1. Funkcia 7, (n > 2) je spojitd na U.

Dékaz. Nech A = (ar)72, € U. Uvézme, ze funkcia 7, (n > 2) je konStantna
vguli B(4,1) = {X = (z){2; € U : p(X,A4) < 1}. Z toho je tvrdenie uz
zrejmé. O

Pozndmka: Z predoslej lemy mozno odvodit, Ze funkcia 7, 7(X) = lim sup 7,,(X)

n—oo

pre X € U patri nanajvys do druhej Bairovej triedy By (pozri [8, str. 429, Veta
3].3)

Lema 2.2. Funkcia T je nespojita v kaZdom bode priestoru U.
Doékaz: strany 12-14.

Veta 2.1. Funkcia 7: U — [0, 1] patri presne do druhej Baireovej triedy Bs.

3Tam je to robené pre funkcie definované na R, ale uréite sa to dé rozsirif na metrické
priestory. TODO: sktis najst inde.



Dokaz. Podla poznamky za Lemou 2.1 patri bud do By alebo do Bz (do By
nepatri, lebo je vSade nespojitd). Keby patrila do B, tak mnozina jej bodov
nespojitosti by bola prvej kategorie v U. To je v spore s Lemou 2.2. O

Na zaver tejto Gasti eSte preskiimame Struktiru priestoru (U, p) z hladiska
velkosti exponentu konvergencie prvkov z U.
Polozme

U ={X=(zp)s, €U :T(X) <1
Uy ={X =(zp), €U :7(X)=1

Veta 2.2. MnoZina Uy je prvej Baireovej kategorie hustd v U.
Désledok 2.1. MnozZina U je rezidudlna v U.

Dokaz vety 2.2: strana 15, vyuzije sa Veta 2 z [12]. Iny dokaz vety 2.2 moze
byt zaloZzeny na Vete 1.1 (7).

Ked uZ vieme, ze funkcia prvej Bairovej kategdrie, Tahko zistime Borelovu
triedu mnoziny Uy. Podla [5, §27] je zobrazenie f: X — Y, kde X,Y st metrické
priestory a Y je navySe separabilny, Bairovej triedy o prave vtedy, ked vzor Tu-
bovolnej uzavretej mnoziny je multiplikativnej Borelovej triedy «, ekvivalentne
vzor kazdej otvorenej mnoziny je z aditivnej Borelovej triedy a. Uy = 771(0,1),
preto Uy je typu Gs.. Komplement tejto mnozZiny, ¢ize mnozina U, je typu Fys.4

2.1 Pérovitost

Zaujimala by nas aj pérovitost mnoziny Uy.5 Pripometime najprv niektoré za-
kladné pojmy stvisiace s pdrovitostou.
Nech (Y, d) je lubovolny metricky priestor. Potom ozna¢me

Y(y, 7, M) =sup{t > 0: (32 € Y)(B(z,1) C B(y,r)) A (B(z,t) N M = 0)}.

Hodnoty p(y, M) = lim sup M a p(y, M) = lim igf M nazyvame hor-
+ - r—0

r—0
nou a dolnou pérovitostou mnoziny M v bode y. Ak p(y, M) = p(y, M), tak sa
spolo¢nd hodnota oznac¢uje p(y, M) a nazjva péroviotost mnoziny M v bode .
Cisla p(y, M), p(y, M), p(y, M) vzdy lezia v intervale [0, 1].

Mnozina M sa nazyva porous (very porous) v y ak p(y, M) > 0 (p(y, M) >
). Ak 0 < ¢ < 1, tak M je c-porous (very c-porous) v y, ak p(y, M) > ¢
p(y, M) > ¢). MnoZina M sa nazyva strongly porous v y, ak p(y, M) =1 (&
p(y, M =1)).

Ak niektora s tychto vlastnosti plati pre vSetky y € Y, hovorime, Ze Y je
porous, very porous. .. Ak M je spoc¢itatelnym zjednotenim mnozin, ktoré maju
dant vlastnost, volame ju o-porous, o-very porous. ..

Kazda mnozina, ktora je porovita v Y je riedka. Kazda o-pdrovitda mnozina
je prvej Bairovej kategérie.

Na dokaz o-pdrovitosti vyuzijeme postup vyuzity v ¢lanku [6] pri dokaze
Theorem 2.2. Vlastne uvedeny postup mozno vyuZit bezo zmeny, treba si len
uvedomit, ktoré predpoklady st v spominanom dokaze nevyhnutné.

4TODO Nejaky iny sposob, ako ukizat, Ze to nie je prvej Borelovej triedy?
5Kedze kazda pérovitad mnozina je riedka, Up nie je pérovita (v celom priestore).



Predpokladajme, Ze mame dané funkcie h,: U — [0,1] pre n > 2, pricom
hn(A) zévisi len od prvych n élenov a1 < ay < ... < a, postupnosti A. Dalej
nech

h(A) = limsup h,, (4),
Vo={AelU:h(A) <1},
Vi={AeclU:h(A) =1}

(Tieto podmienky st splnené pre funkcie 7, ako aj pre funkcie h,, z [6].) Defi-
nujme podobne ako v [6] pre m =2,3,...ap=1,2,...

1
1
Tp ={A €U :Vy>phn(A) <1_E}

Zrejme plati

Vo = G T
n=2

T € | T
p=1

Veta 2.3. Mnozina Vy je o-1-pdrovitd na V;.°
Dékaz. Ak A € Vi, tak limsuph,(A) = 1, ¢ize existuje postupnost (ng)7,
n—oo
taka, ze
lim h,, (A) =1.
k—oo

VoIbou dostatoéne velkého k vieme dosiahnut, ze ny > p a hy,, (4) > 1 — %

Potom pre kazda postupnost C € B(A, %) tiez plati h,,, (C) > 1 — L (pretoze

m
prvych ny ¢lenov postupnosti A a C' je rovnakych). Z toho dostaneme, Ze

B(A, )N Ty, = 0.
ng

Preto (4, 7, p) = L. O
Dosledok 2.2. Mnozina Uy je o-1-pdrovitd na Uy .

Samozrejme, zostavaju tu dalSie zaujimavé otazky tykajice sa pérovitosti.

3 Funkcia g(z) = 7(A4,) a jej vlastnosti

Stvis medzi ¢islami = € [0, 1] a priradenymi mnozinami A, = {n € N: ¢, (z) =

o0
1}, # = 3 ex(x)27%, nas vedie k vysetrovaniu vlastnosti funkcie g: (0,1] —
n=1
[0,1], g(x) = 7(A,) pre = € (0,1]. Pritom odvodime aj isté metrické vysledky,
ktoré dopliiaju vysledky z predoslej ¢asti prace.
Najprv uvedieme jednoduché vlastnosti funkcie g.

6Mysli sa tym, Ze existuje postupnost mnozin 1-pérovitych v kazdom bode Vi, ktorych
zjednotenim je Vy. Cize volba postupnosti mnozin nezavisi od vyberu bodu z Vi, v ktorom
skiimame pdrovitost.



Propozicia 3.1. Pre kazdy interval I C (0,1] plati g[I] = [0, 1].

Doékaz: 17,18
Teda funkcia g nadobtuida vSetky svoje hodnoty na kazdom intervale. Z tohoto
faktu ihned vyplyva

Propozicia 3.2.
(i) Funkcia g ma Darbouzovu vlastnost.
(i) Funkcia g je nespojitd v kaZdom bode intervalu (0,1].
Naskyta sa prirodzena otazka do ktorej Bairovej triedy patri funkcia g.
Veta 3.1. Funkcia g patri presne do druhej Bairovej triedy Bs na (0, 1].
Dokaz: strany 19-21

Propozicia 3.3. Zobrazenie h: (U,dg) — ((0,1),|:|) definované ako h(A,) =
je spojite.”

Dékaz. Ak dp(Az, Ay) < %, tak = aj y lezia v tom istom intervale n-tého
poradia a plati [z — y| < 2. O

Poznamka: KedZe sme ukézali, Ze g € By a 7: U — [0, 1] mozZno vyjadrit ako
T = g o h, vyplyva z Propozicie 3.3, ze T je najviac druhej Bairovej triedy.

Este sa zmienime o hladinovych mnozinach funkcie g(x) = 7(A,).

Pre t € R polozme

E(t)={z€(0,1]: g(z) = 7(Az) < t}.

Potom pre t > 1 je E(t) = (0,1], pre t < 0 zase E(t) = 0.
Veta 3.2. Pret <1 plati dim E(t) = 0.

Dokaz: 22, [7]
Daosledok 3.1. Pret <1 plati A\(E;) = 0.

Uvézme, ze ak polozime F (1) = {z € [0,1] : g(x) = 7(A,) = 1}, tak

(0,1] = E(1) U F(1), (5)
pricom E(1) N F(1) = 0.
Veta 3.3.
(i) Plati N\(E1) =0, AM(F(1)) = 1.

(ii) Funkcia g je ekvivalentnd na intervale (0,1] s funkciou identicky rovnou
1.

"Povodne som myslel, Ze je to homeomorfizmus, to viak neplati.



4 Exponent konvergencie a subaditivne miery
Mnozinové funkcia m: P(N) — [0, 00) sa nazjva submiera, ak
(i) AC B = m(A) <m(B),
(ii) m(AU B) < m(A) +m(B),
(i) m({a}) =0

Ak navySe pre Iubovolné ¢ > 0 existuja mnoziny Aq,..., A, také, ze A, U...U
Ar=Nam(A;) <eprei=1,... k.

Pomocou exponentu konvergencie mozno definovat subaditivnu mieru p, na
2N = P(N) tak, %e polozime p,(A) = 0 pre kazdt kone¢nt podmnozinu A C N

a pre nekonecéné kladieme 1, (A) = 7(A) = limsup li)ogga” .
n—oo

Propozicia 4.1.

(i) Funkcia p, je subaditivna.

(i) Funkcia pr je monotdnna.
Propozicia 4.2. Pre lubovolné 2 mnoziny A, B C N plati 1, (A, UB) = max{p,(A), u-(B)}.
Propozicia 4.3. Submiera p, nie je kompaktnd.

TODO (moje otazky): Aky vztah je medzi dp a dp na U?
Da sa vymysliet nejakd pekna metrika na U/, aby A, — x bol homeomorfizmus.
(Intervaly (237, 72%]“) tvoria bazu (0, 1). Stacilo by asi, aby po preneseni topoldgie

z U boli tieto otvorené.)
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