1 Uvod!

Najprv uvedieme niektoré zname pojmy a tvrdenia z analyzy a z algebry, ktoré budeme
neskor potrebovat.
Ideal I okruhu A nazyvame prvoidedl, ak

Va,bec A:abel=aclVbel.

Ideal I okruhu A nazyvame mazimdlny, ak I # A a ak pre kazdy idedl J I C J C A
implikuje J = I alebo J = A.

Ideal I komutativneho okruhu A s 1 je maximalny < A/I je pole.
Ideal I komutativneho okruhu A s 1 je prvoidedl < A/I je obor integrity.

Propozicia 1.1. Nech (C,+,-) je okruh s jednotkou a nech A je mazimdlny idedl v C.
Potom A je prvoidedl.

Propozicia 1.2 (AC). Kazdy vlastny idedl okruhu je obsiahnuty v nejakom mazimdlnom
idedle.

Pripomenime esSte niektoré zname fakty o kompaktnosti.

Hovorime, Ze systém mnozin je centrovany, ak kazdy konec¢ny podsystém mé neprazdny
prienik. Topologicky priestor X je kompaktny prave vtedy, ked kazdy centrovany systém
uzavretych mnozin v X ma neprazdny prienik.

Metricky priestor (X,d) je kompaktny < (X,d) je Gplny a totdlne ohraniceny (totalne
ohraniceny znamend, ze pre kazdé £ > 0 existuje kone¢n4 e-siet).

Je znamym dosledkom axiéomy vyberu, ze kazdy centrovany systém je obsiahnuty v neja-
kom ultrafiltre. Z toho moézeme ziskat dudlne tvrdenie pre idedly:

Propozicia 1.3 (AC). Nech {U;;i € I} je systém podmnozin mnoziny X, z ktorého sa
nedd vybrat koneéné pokrytie X. Potom tento systém mozno doplnit na maximdlny idedl na
mnoZzine X.

2 Maximalne idealy v C(0,1)

Vsetky spojité funkcie z uzavretého intervalu (0,1) spolu s obvyklym s¢itovanim a né-
sobenim funkcii tvoria okruh s jednotkou, budeme ho oznacovat C. Maximélne idealy tohto
okruhu sa prave idedly tvaru

Ap={feC;flp) =0},

kde p € (0, 1).

Tento vysledok dokdzeme dvoma spdsobmi, postup z ¢ldnku [1] sa opiera o kompaktnost
priestoru (0, 1), zatialéo v dokaze z [4] sa vyuZiva Gplnost a totdlna ohranic¢enost. Najprv uve-
dieme doékaz z [4], dokaz podobny ako v [1] urobime vSeobecnejsie - pre lubovolny kompaktny
hausdorffovsky topologicky priestor.

Veta 2.1. Idedil A C C je mazimdlny prave vtedy, ked A = A, pre nejaké p € (0,1).

Dokaz. Ak A je vlastny idedl, tak kazdy prvok f € A sa musi v nejakom bode vynulovat.
(Inak by f.1 =1 ¢€ A.) Tiez si véimnime, 7e ak stcet dvoch nezédpornych funkcii sa nuluje v
nejakom bode p, tak kazda z tychto dvoch funkcii nadobuada v bode p hodnotu 0.

Je zrejmé, ze A, je idedl v C'. UkaZeme, ze tento idedl je maximalny. Postupujme nepriamo,
nech by existoval vlastny ideal B tak, ze A, C B C C. Potom existuje f € B\A,, t.j. f(p) # 0.
Potom f2 € B a f?(p) > 0.

lhttp://thales.doa.fmph.uniba.sk/sleziak/texty/trf.html
2V okruhu bez 1 to nemusi platit, napriklad (4) v 27Z.



Funkcia g: (0,1) — R, g(z) = |z — p| (x € (0,1)) patri do A, teda aj do B. Polozme
h(z) = f*(z) + g(x). Funkcia h patri do B a h > 0. Potom aj h.+ =1 € B, a teda B = C,
¢ize B nie je vlastny ideal.

Nech A je maximélny ideal v C(0,1). Ukazeme, Ze existuje p, také, ze A = A,. Nech
n € N a pre 1 <i <n nech h; je nezapornd funkcia z C taka, ze

1 .
hi(x) = 0 préave vtedy, ked = <z< L

n n
Zrejme plati

hi(x)...hp(z) =0,

¢ize hy ... h, € A, preto niektord z funkcii hq, ..., h, patri do A. (A4 je prvoideél.) Ta funkciu
h;, pre ktora h; € A, ozna¢ime ako f,.

Méme pre kazdé n € N nezéapornt funkciu f,, € A taka, ze f;,1(0) = {(a,,b,) ab, = an—i—%.
Ak m < n, fm, fn € A, tak f,, + fn € A. Preto existuje z,,,, tak, ze fn, + fn(Tmn) =
0. Z toho vyplyva, Ze fim(Tmn) = 0, fu(Tmn) = 0. Potom Zy,, € (an,bn) N {ap,by) a
(@, by ) N (@, b ) # 0, na zdklade éoho plati

1 1
|an *am| S _7|bn *bm| S .
m m

Postupnosti (a,), (b, ) st cauchyovské, preto (vdaka tiplnosti (0, 1)) majt limitu. KedZe, dizka
intervalu {(a,,b,) je %, majui obe postupnosti spoloént limitu, ozna¢me ju p.

Nech teraz f € A. Pre kazdé n € N plati f2 + f,, € A. Teda existuje bod z,, taky, Ze
f?(xn) + f(zn) = 0. Potom x,, € (an,b,) a fno(x,) = 0. Pretoze x,, — p, zo spojitosti f
dostaneme f(p) = 0. d

Postup z predchadzajiiceho dokazu mozeme pouzit pre Tubovolny metricky priestor.

Veta 2.2. Nech X je 4plng a totdlne ohranideny metricky priestor a nech C(X) je okruh
spojitych redlnych funkcii na X. A je mazimdlny idedl v C(X), tak prdve vtedy, ked A = A,
pre nejaké p € X.

Dokaz. To, ze A, je maximalny idedl, sa da ukézat rovnako ako v predchadzajicom
dokaze, iba namiesto funkcie |z — p| pouzijeme funkciu d(z, p).

Vdaka totalnej ohrani¢enosti pre kazdé n € N, existuje koneéna %—Siet’, Cize pokrytie
By, 1,...,B,, 1 priestoru X. Zvolime h;(z) = max{0,d(x;, z) — %} a podobne ako v pred-
chadzajucom dokaze zostrojime postupnost f,,. Nulovd mnozina f,, bude nejakd uzavretd gula
v X, pricom polomery tychto gl konverguji k 0 a ich stredy tvoria cauchyovskt postupnost.

Zvysok dokazu prebieha rovnako ako v predchidzajicom pripade. O

3 Maximalne idealy v okruhoch spojitych funkcii

Pre Tubovolny topologicky priestor X budeme oznacovat ako C(X, R) okruh vSetkych
spojitych funkcii z X do R a C*(X, R) okruh vSetkych ohranicenych spojitych funkcii do R.
(Pre kompaktné priestory tieto okruhy splyvaju.)

Vety hovoriace o maximalnych idedloch v C(X, R) a C*(X, R) mozno néjst v ¢lankoch
[6], [8], tiez v knihe [7].

Opit plati, Ze ak f € A, kde A je vlastny idedl v niektorom z tychto okruhov, tak f sa
musi v nejakom bode vynulovat. Inak by sme totiz dostali g = f2 € Aal= g% € A, &ize
ideal A nie je vlastny.

Veta 3.1. Nech X je kompaktny Ts-priestor. Potom A je mazximdlny idedl v okruhu
C(X,R) (C*(X,R)) prdave vtedy, ked existuje p € X také, Ze

A=A, ={f€C(X,R); f(p) =0}



Dokaz. Je zrejmé, Ze A, je idedl. Najprv ukazeme, Ze je to maximalny idedl.

Definujme ®,: C(X, R) — R predpisom ®,(f) = f(p). Lahko sa overi, ze ®, je okruhovy
homomorfizmus. Kedze C(X, R) obsahuje vSetky konstantné funkcie, ®, je surjektivny. Pri-
tom plati Ker®, = A,. Podla vety o faktorovom izomorfizme potom C(X, R)/A, = R, teda
A, je maximalny ideal.

Este treba ukézaf, ze kazdy maximdlny idedl v C (X, R) mé takyto tvar. Nech by A bol
taky ideal v C'(X, R), ktory nie je obsiahnuty v Ziadnom A,,.

To znamena, ze pre kazdé p € X existuje f, € A tak, ze f,(p) # 0. Potom

S2(p)>0a f,c A

Zo spojitosti f, vyplyva, ze f, > 0 aj na nejakom okoli U, bodu p. Z kompaktnosti priestoru
X vyplyva, ze existuje koneéné podpokrytie {Up, ,...,U,, } pokrytia {U,,p € X}. Definujme

o) = 3" 12 (@),

Zrejme g € A a stasne g > 0 na celom priestore X, lebo {U,,,...,U,,} je pokrytie. Potom
g.% =1€ Aa A=C, ¢ize A nie je vlastny idedl, ¢o je spor. O

Podmienku o kompaktnosti nemdzeme vo vSeobecnosti vynechat. Nech X je nekompaktny
Tichonovovsky (=75 a uplne regulérny) priestor. Potom existuje centrovany systém F;, i € I,
uzavretych mnozin taky, ze (| F; = 0. Potom {f: X — R : (Ji € I); f[F;] = 0} je vlastny
ideél a nie je obsiahnuty v A,. (Vdaka uplnej reguldrnosti dostaneme existenciu funkcie f
takej, ze f(p) = 1, f[Fi] = 0.) Pre Tichonovovské priestory je teda kompaktnost ekvivalentna
s podmienkou z vety 3.1.

Pre kazdy Tichonovovsky priestor existuje Stone-Cechova kompaktifikacia 3X priestoru
X. BX je kompaktny hausdorflovsky priestor, ktory ma ti vlastnost, Ze kazd spojita funkciu
f: X — Z, Z je kompaktny, mozno jednoznaéne spojito rozsirit na f: X — Z. Teda aj
pre kazdt ohrani¢enti funkciu f: X — R ma jediné spojité rozsirenie f. Priradenie f — f je
bijekcia medzi C*(X, R) a C* (68X, R). Sucasne zachovéiva opericie, je to teda izomorfizmus.
Samozrejme izomorfizmus zachovéva aj maximalne idealy, t.j. maximéalne idedly v C*(X, R)
budi prave idealy tvaru A, = {f : f(p) = 0} pre p € 8X.

Podobna charakterizcia plati aj v C'(X, R):

Veta 3.2 (Gelfand-Kolmogorov). Nech X je Tichonovousky priestor. Potom A C
C (X, R) je mazimdlny idedl prave vtedy, ked existuje jeding bod p € X taky, Ze

A=A, ={feCX,R);pe f1(0)}.

Oznacme ako I(X) mnozinu vietkych maximéalnych idealov C'(X) pre kompaktny priestor
X a definujme uzdver B podmnoziny B C I(X) tak, ze

JEB & ({J|J €eB}C
Zobrazenie p — A, je bijekcia medzi X a I(X). Mozeme overit, ze pre p € X a A C X plati
peEAvX & A,e{A;qe A} v I(X).

Teda I(X) je priestor homeomorfny s X.

7 uvedeného vyplyva, Ze dva kompaktné hausdorffovské topologické priestory st home-
omorfné prave vtedy, ked okruhy C'(X) a C(Y) st izomorfné.

Ak X je Iubovolny Tichonovovsky priestor, mézeme zaviest na I(X) topolégiu tym istym
spoésobom. Mozno ukazat, Ze I(X) je kompaktny a je homeomorfny s 5X. (Ukazali sme uz, Ze
C(X) = O(BX), preto aj I(X) = I(8X) = 3X.) Ziskali sme teda iny popis Stone-Cechovej
kompaktifikacie 5X.



4 Maximalne idealy v priestoroch (okruhoch) postup-
nosti

Ak z = (z,,), y = (yn) s postupnosti redlnych ¢isel, potom definujeme x4y = (z, +yn),
xy = (Tpyn). Pri takto definovanych operédcidch je mnoZina s vSetkych redlnych postup-
nosti okruh s jednotkou I = 1,1,...,1,... a mnozina [ = [() vietkych = = (z,,) pre ktoré
> |an| < 400 je okruh bez jednotky. Mnozina vSetkych ohrani¢enych postupnosti l, je okruh
s jednotkou.

Najprv ukdzeme ako vyzeraji maximalne idealy v okruhoch s a l.

Postupnosti st spojité funkcie z N s diskrétnou topoldgiou do priestoru R. Teda s =
C(N,R) alooc = C*(N, R). Teda veta 3.1 a 3.2 ndm poskytuji popis maximalnych idedlov v
tychto priestoroch. Je zndmy popis priestoru SN pomocou ultrafiltrov. Z neho mozno ziskaft
charakterizaciu maximéalnych idedlov v s a l... My dokaZeme o nieco vSeobecnejsie tvrdenia
inym spdsobom bez pouzitia SN.

Pripomernime najprv pojem Z-konvergencie. Nech Z je ide4l na N. Postupnost z, Z-
konverguje k L, ak pre kazdé ¢ > 0 plati {n € N: |x,,—L| > ¢} € Z. Oznacenie: 7 -limz,, = L.

Ak 7 je ideél, tak k nemu duélny filter budeme oznac¢ovat F(Z). Podmienka Z -limz,, = L
je ekvivalentna s tym, ze {n € N: |z, — L| <e} € F(Z) pre kazdé ¢.

Propozicia 4.1. Ak T je mazimdlny idedl, tak pre kaZdi ohranicent postupnost existuje
prave jedna Z-limita.

Dokaz pozri v [9].

Propozicia 4.2. Idedl A v Iy, je mazimdlny prdve vtedy, ked existuje mazimdiny idedl T
na N tak, Ze
A=A7r ={x €lx;Z-limz, = 0}.

Dokaz. Az je idedl. Najprv ukédZeme, Ze je maximélny. Podla propozicie 4.1 existuje
T -lima,, pre kazda postupnost (z,,) € ls. Cize moézeme definovat zobrazenie ®7: lo, — R
tak, ze ®z(x) = Z-lima,. Zrejme Az = Ker®7 a I /A7 = R. Pretoze I, obsahuje vSetky
kon$tantné postupnosti, @7 je surjektivne. Teda Az je maximélny ideal.

Este treba ukézat, ze kazdy maximalny idedl ma takyto tvar. Nech by A bol ideél, kto-
ry nie je obsiahnuty v ziadnom Az. Nech M(N) je mnozina vSetkych maximélnych idedlov
na N. Potom pre kazdy maximéalny idedl Z € M(N) existuje takd postupnost (x,) € A, Ze
Z-limx,, = L > 0. Teda existuje V7 € F(Z) tak, ze x,, > % pre kazdé n € Vz.

Staci ukazaf, ze existuje koneény poéet maximéalnych idedlov Zi,...,Z; tak, Ze mnoziny
Vz,s- .., Vz, pokryji celé N. Ak totiz oznacime z* t postupnost, pre ktort ¢, > % na Vz,,
tak postupnost (z,) = (z} + ...+ 2¥) splta z, > L =37 | & > 0 pre kazdé n € N. Potom
% < %, Cize aj (%) € lo. Z toho dostavame, ze z,, - % =1 € A a idedl A nie je maximalny.

Predpokladajme, Ze neexistuje taka koneéna mnozina maximalnych idealov 77, ..., 7k,
7e mnoziny Vz,,...,Vrz, pokryja celé N. Potom systém {Vz;Z € M(N)} mozno doplnit na
maximalny idedl Zy (propozicia 1.3). Lenze potom Vz, € Zy a stcasne Vz, € F(Zyp), ¢o je
Spor. U

Predchédzajicu propoziciu by sme mohli zovSeobecnit na fubovolny podokruh I, kto-
ry obsahuje jednotku a s kazdou invertovatelnou postupnostou (z,) (t.j. odrazenou od 0)
obsahuje aj postupnost (xi), pretoze nic¢ iné sme v dékaze nepouzili.

Vsimnime si, ze idedly Az zahffiaja aj idedly tvary Z,,, = {(z,,) € R;x, = 0}. Staci za T
zobrat maximéalny ideal vSetkych mnozin, ktoré neobsahuji m.

Pre Iubovolni postupnost « = (x,,) ozna¢me Z, = {n € N;z,, = 0} mnozinu vSetkych
tych indexov, na ktorych mé tato postupnost nulovi hodnotu.

Propozicia 4.3. Nech R je podokruh okruhu s, ktory obsahuje 1 a



(i) ak (x,) € R je postupnost takd, Ze x,, > 0 pre vietky n, tak aj postupnost (i) € R,
(i) pre kaZdd podmnoZinu M C N ezistuje v R postupnost y = (y,) tak, Ze Z,, = M.
Potom idedl A v R je mazimdlny prdve vtedy, ked existuje ultrafilter F na N tak, Ze
A=Ay ={zx€sZ, €F}

Dokaz. Najprv overme, ze A je idedl. Nech z,y € A, z € s. Potom Z, = Z_, € F,
ZyNZy CZyyy€F, Zy C Ly, €F,Cizeaj —x,x+y,v.2 €A

1¢ A, ¢ize A je vlastny idedl.

Teraz ukazeme, ze A je maximalny idedl. Nech by A C B C s, B je idedl. Potom existuje
x € B\ A, t.j. Z, ¢ F. Pretoze F je ultrafilter, N\ Z, € F. Postupnost y taka, ze Z, = N\ Z,
patri do A. Potom (2,) = (y2 + 22) mé vietky ¢leny kladné a 1 = (2, - =) € B, ¢o je spor s
predpokladom, ze B je vlastny ideal. B !

Este treba ukézat, Ze kazdy idedl je obsiahnuty v idedle tvaru Ar. Ak B je Iubovolny
idedl v R, tak {Z,;x € B} je zrejme centrovany systém. (Ak by Z,NZ, = 0, tak 22 +y2 > 0
pre kazdé n € N a opif dostaneme jednotkovii postupnost.) Tento centrovany systém mozno
doplnit na ultrafilter F a plati B C Agr. O

Poznamenajme, ze pre ultrafilter 7 = {A C N;m € A} dostaneme maximalny ideél
Im = {(zn) € R; 2, = 0}.

Désledok 4.4. Idedl A v s je mazimdlny prdve vtedy, ked existuje ultrafilter F na N tak,
Ze
A=Ar={xes;Z, € F}

Nech 7 je pripustny ideal na mnozine N. Ako obvykle F(Z), F(Z*) budeme oznacovat
konvergen¢né polia Z-konvergencie a Z*-konvergencie. Je zrejmé, Ze obe tieto konvergencné
polia st uzavreté vzhladom na nésobenie a rozdiel, st to teda podokruhy okruhu s. Takisto
sa Tahko overi, Ze I—limi = m, " —lim% = m Ak M C N a definujeme
postupnost (y,,) tak, ze y, =0 pren € M a y, = %, tak tato postupnost patri do R. (Ob-
vykla konvergencia implikuje 7 aj Z*-konvergenciu.) To znamené, ze F(Z) a F(Z*) vyhovuja
predpokladom predchadzajtcej propozicie.

Déosledok 4.5. Idedl A v F(T) (F(Z*)) je mazimdlny prave vtedy, ked existuje ultrafilter
F na N tak, Ze B
A=Ar={x€s2Z, € F}.

Poznamka 4.6. Idedly v F(Z) by sme mohli vySetrovat pomocou vety 3.2 zavedenim
vhodnej topoldgie na mnozine NU{co}. Definujme na tejto mnozine topologicky priestor A(Z)
tak, Ze v8etky prvky N st izolované a okolia co st prave mnoziny {co} U F, kde F' € F(T).
Funkcia f: A(Z) — R je spojitd prave vtedy, ked postupnost f(n) Z-konverguje k f(o0).
Okruh F(Z) je teda izomorfny s okruhom C(A(Z), R). Priestory A(Z) vSak nie si kompaktné,
teda by sme museli skiimat ich Stone-Cechove kompaktifikicie.

Pre okruh [ polozme
TIm ={z = (x,) €1: 2, =0}

Propozicia 4.7. J,, je mazimadlny idedl v [.

Doékaz. Nech y € A\ T, Tm G A C 1, A je idedl. Ukdzeme, ze potom kazdé z = (z,,) € 1
patri do A (a tak A =1.)
Nech z = (z,) € . KedZze y ¢ T, mame y,,, # 0. Do J,,, (a teda aj do A) patri

—Y1, Y2, -, _ym71707 —Ym+1,---



no potom aj ich sucet
0,0,...,0,9,,0,0,...

patri do A. Potom do A bude patrit aj stéin tejto postupnosti s postupnostou

m

0,0,....0,2™ 0.0,...
y

Teda
0,0,...,0,2,,0,0,... € A,

sucasne
21,22y« -+ 7Zm71707zm+172m+2, ... €A

S¢itanim dostaneme z = (z,) € A. Teda A =1.

O

Priklad 4.8. Nech A = {(x,) €l : 2,, # 0 len pre koneény pocet n}. Zrejme A je idedl
v [ a A nie je podmnozina ziadneho z idedlov Z,,. Teda aj v | existuji idealy rozne od Z,,.

Dalsim takym idedlom by mohol byt idedl Ax.

Poznamka 4.9. Kazdy z idedlov Az, Z]:, Jm je evidentne prvoideal. Pre Ar je to

trividlne a vyplyva z Propozicie 1.1, pre J,, sa to lahko overi.

Ozna¢me ¢ mnozinu vSetkych konvergentnych postupnosti. Polozme
Im = {(xn) € CTm = 0}
Propozicia 4.10. Idedly v ¢ su prave idedly tvaru Z,, o idedl

A= {(zp); lim z, = 0}.

Dokaz. Na mnozine NU{oo} zavedme topoldgiu tak, ze vSetky prvky N st izolované body
a okolia bodu oo st préave dopluky koneénych mnozin. (Je to vlastne jednobodovéa kompaktifi-
kécia diskrétneho priestoru na mnozine N.) Konvergentné postupnosti si v jednojednoznacne;j
korespondencii so spojitymi funkciami z tohto priestoru do R. (Hodnota funkcie v bode oo
je rovna limite postupnosti.) NavySe je tento priestor kompaktny a z vety 3.1 dostaneme

uvedeny vysledok.

5 DalSie problémy

O

(I) Mozno vysledok ¢lanku rozsirit na okruhy M(X) redlnych ohrani¢enych funkcii na

priestore X7

(IT) Vsetky Z-konvergentné postupnosti v I, tvoria okruh (podokruh okruhu redlnych ohra-
ni¢enych postupnosti). Co vietko mozno povedat a dokazat o ideéloch v F(Z) (=mno-

Zina v8etkych Z-konvergentnych postupnosti)?
(II1) Sktmat dalsie idedly v l:
Vo={z=(z,) €l : lim z, =0}

Vo = {x = (z,,) € ls : limstat x,, = 0}

Skiimat vlastnosti faktorovych okruhov I podla Vp, Vo. VySetrif topologickt polohu
Vo vo Vy. Lahko sa ukaze, ze Vp, Vy st uzavreté podpriestory Banachovho priestoru

o so suprémovou normou. (Treba ukazat, Ze ak limstat 2P =La () = (z,), tak

limstat =, = 0.)



(I) Ohrani¢ené funkcie na mnozine X su vlastne spojité ohranic¢ené funkcie z topologického
priestoru Xy na mnozine X s diskrétnou topolégiou. Teda maximélne idedly sa A = A,
(z vety 3.2) pre p € 8X,.

V [3] st charakterizované maximalne idedly okruhu vSetkych funkcii Fun(F, X) (X -
Iubovoln4 mnoZina, F - pole) ako {f: X — Y; f~1(0) € F}, kde F je ultrafilter na X.
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