Cvicenie 2 — Podrupy

Na pripomenutie:

Nech (G, ) je grupa a H C G je Tubovolnd podmnozina G. Hovorime, 7ze H je podgrupa
grupy G, ak H s binarnou operaciou * ztzenou na podmnozinu H tvori grupu.

Ak H # 0, tak H je podgrupa < (Va,b € H) axb € H A a~! € H (uzavretost na operaciu
* a inverzné prvky) < (Va,b € H) a='b € H.

1.

Dokézte: Ak H je podgrupa grupy (G, ) tak H2> = H- H C H. (Tu - oznacuje bindrnu
operaciu na P(G), ktor sme definovali na predoslom cvieni, t.j. A-B = {a-b;a €
A,b € B} pre lubovolné A, B C G.)

. Ak A B, C st podgrupy G a C C AU B, tak C C A alebo C C B.

. Tvoria pri s¢itovani/nasobeni matic grupu $tvorcové matice n x n, ktoré s: symetrické,

antisymetrické, diagondlne, reguldrne, horné trojuholnikové... (V principe si mozete
vymysliet ¢okolvek zmysluplné, bolo by vSak dobre pre obe operacie najst aspon po
jednom priklade, kedy to nie je grupa a po jednom priklade kedy to grupa je. V oboch
pripadoch nam stac¢i overovat kritérium podgrupy namiesto celej definicie grupy.)

. Najdite priklad nekoneénej grupy, ktord obsahuje netrividlnu koneénit podgrupu. (Pod

netrividlnou podgrupou rozumieme podgrupu, ktord mé viac ako jeden prvok.)

. Matice typu n x n, ktoré v kazdom riadku a kazdom stlpci maji prave jednu jednotku

a ostatné prvky si nulové, s operaciou nasobenia matic tvoria grupu.

. Ukézte, ze H = {™;m,n st neparne} je podgrupa grupy (Q\ {0},-).

. Najdite vSetky podgrupy grupy Zs x Zs (st¢in dvoch grip sme definovali na minulom

cvideni) a vietky podgrupy grupy Z,4 (v oboch pripadoch operacia &). Maju tieto grupy
rovnaky pocet dvojprvkovych podgrup? (Z toho, ¢o sa nau¢ime neskor — pravdepodobne
na najblizsej prednaske — sa na zdklade tejto ivahy bude dat zdovodnit, Ze tieto dve
grupy nie sd izomorfné.)

. Dokéazte, alebo vyvrafte: Ak Hy je podgrupa G; a Hs je podgrupa Go, tak Hy X Hs je

podgrupa G x Ga.

. Nech V je vektorovy priestor nad polom R. Je aj kazdd podgrupa grupy (V,+) pod-

priestorom priestoru V? Ako je to s vektorovymi priestormi nad polom Z,?



