Cvicenie 3

Homomorfizmy, izomorfizmy

Na pripomenutie: Homomorfizmus f: (G,0) — (H,*)

flgi092) = f(g1) * f(g2)

Bijektivny homomorfizmus voldme izomorfizmus (injektivny homomorfizmus voldme mo-
nomorfizmus, surjektivny monomorfizmus voldme epimorfizmus).

Ak existuje epimorfizmus f: (G, *)(H, o) —, tak hovorime, Ze grupa H je homomorfnym
obrazom grupy G.

1.

Zistite, ¢i su grupy G a H izomorfné a ¢i je niektord z nich homomorfnym obrazom
druhej. Svoju odpoved zdovodnite!
a) G=R,+), H=(RT,")

Zistite, ¢i st grupy G a H izomorfné a ¢i je niektora z nich homomorfnym obrazom
druhej. Svoju odpoved zdovodnite!

a) G = (Q,+), H=(Q\{0},-)

b) G = (R,+), H = (R*,")
) G=(Q+), H=(Q", )
d) G = (R, +) x (R +), H=(C,+)
e) G =(R,+), H=(Q+)

Néjdite v8etky izomorfizmy f: (C\ {0},-) — (C\ {0},").

Nech (G, o) je grupa. Je zobrazenie g — g~! izomorfizmus z G na G? Ak nie, vedeli by

ste definovat binarnu operaciu * na G, tak, aby toto zobrazenie bol izomorfizmus grap
(G,0) a (G,*)? Je uvedené zobrazenie izomorfizmom, ak G je komutativna?

Nech f: G — H je homorofizmus grap. Dokazte:
a) Zobrazenie f je surjektivne préve vtedy, ked Im f = H.
b) Zobrazenie g je injektivne prave vtedy, ked Ker f = {e}.

Nech g: G — G' ah: H — H’ st homomorfizmy grip. Potom aj zobrazenie f: Gx H —
G’ x H' dané predpisom f(z,y) = (g(x), h(y)) je homomorfizmus. Ak g a h st izomor-
fizmy (surjektivny homomorfizmus/injektivny homomorfizmus), tak f je izomorfizmus
(surjektivny homomorfizmus/injektivny homomorfizmus).



Cyklické grupy

Na pripomenutie: Cyklickd grupa je grupa G, ktora je generovana nejakym jej prvkom a € G,
t.j. G = [a]. Prvok a sa vola generdtor cyklickej grupy G.

Ak G je cyklickd grupa a a je jej generator, tak G = {a™;n € Z}, t.j. G pozostava prave
z mocnin generatora a.

1.

Nech f: (G, *) — (H, o) je homomorfizmus. Dokazte, Ze potom plati:

a) f(a") = f(a)"

b) a" =eq = f(a)" =epny

c¢) Ak f je navySe izomorfizmus, tak a" = e = f(a)" =ep.

d) Izomorfizmus zachovéva rdd prvku, t.j. rdd prvku a v grupe G je rovnaky ako rad
prvku f(a) v grupe H.

Nech (G, *) je cyklickd grupa a a je jej generator. Potom Iubovolny homomorfizmus z G
do nejakej grupy (H, o) je jednoznaéne uréeny obrazom prvku a.

‘ a b ¢ d
a
Dopliite nasledujicu tabulku b d tak aby ste dostali grupu. Je tato
c d
d

grupa izomorfna s niektorou z grip Z4 alebo Zg x Zo? Ak &no, najdite (aspoii jeden)
izomorfizmus.

N4jdite v8etky izomorfizmy medzi (Z4, ®) a (Zs \ {0}, ®).

N4jdite vsetky homomorfizmy:
a) z0 Zy do Zo X Zo,
b) ZO Z2 X Z2 do Z4,

Zistite, ¢ st grupy G a H izomorfné. Svoju odpoved zdovodnite!
a) G = (Z7 \ {0}7 ')7 H= (Z67€B)

b) G = (Zv+)7 H= (@a+)

C) G= (26769)? (Z%@) X (Z?n@)



