Cvicenie 4
Permutacie

Na pripomenutie: Kazda permutéciu vieme (jednoznacne) rozlozit na disjunktné cykly, z to-
hoto rozkladu vieme zistit jej rdd a paritu. Pre cykly Tahko vieme vyratat inverzni permu-
taciu: (1324)~1 = (4231).

Kazdy cyklus mozno zapisat viacerymi sposobmi: (1324) = (3241) = (2413) = (4132).

Disjunktné permutécie (a teda aj disjunktné cykly) komutuji.

Permutécie vieme rozlozit aj na transpozicie. Cykly vieme rozlozit napriklad takto:
(a1az...a,) = (a1apn)(ar1an-1) ... (a1az2) alebo (ajaz...a,) = (an-1ay) ... (a2a,)(a1a,)
Permutécia je pdrna < ma parny pocet inverzii < dé sa rozlozit na parny pocet permutacii.
Pri skladani permutacii sa parita permutacii sprava podobne ako parita celych ¢isel pri sci-
tovani.

1. V tomto cvifeni budeme pracovat s permuticiami mnoziny {1,2,3,4,5,6,7,8} (¢ize
prvkami grupy Ss) a budeme zadané permutécie aj vysledky vzdy zapisovat ako stéiny
disjunktnych cyklov: Oznacme
p = (14)(235)(78)

W = (234)(67)

7 = (135)(24)(68)

a) Vypocitajte (po)oTapo(hor)

b) Ku kazdej z uvedenych permutacii vypocitajte inverzni permutéciu.

c) Zistite rad a paritu permutécii o, 1, T a aj permutécii, ktoré sme dostali ako vysledky
v predchadzajucich castiach tejto tlohy.

2. Pre dané permutécie urcte rad, paritu, a rozklad na disjunktné cykly:

p=(23157), 7=(21133), ¥ =(33731)

Dalej vypocitajte permutacie o7, ¢t 771, =L

3. Vypocitajte p o1 a 1) o p pre:
a) ¢ = (14)(5678), v = (23)(5678)
b) p = (124)(5678), ¢ = (23)(5678).
Je niektory z tychto pripadov prikladom nedisjunktnych permutécii, ktoré komutuja?

2

L2 .. an ) je k, zistite pocet inverzii permutécie (aln o

4. Ak pocet inverzii permutacie (a1 a

5. Dokéazte, ze grupa S, je generovana:
a) Mnozinou vSetkych transpozicii.
b) Mnozinou transpozicii {(12), (13),...,(1n)}.
¢) Mnozinou transpozicii {(12), (23),...,(n — 1,n)}.

d) Transpoziciou (12) a cyklom (12...n). (Hint: Skiste vyratat (12...n)"%(12)(12...n)*.)

6. Dokazte, ze alternujica grupa A, je generovana:
a) Mnozinou vsetkych cyklov (ijk) dizky 3.
b) Mnozinou cyklov dizky 3 tvaru (123), (124), ..., (12n).

7. * Kolko permutécii z grupy .S,, mé rad 27

Cyklické grupy II
1. Nech n € N\ {0}. Pre kazdé k | n existuje k-prvkova podgrupa grupy (Z,, ®).



2. Izomorfizmus grupy G na samu seba volame automorfizmus. Dokazte, ze:
a) Mnozina Aut G vSetkych automorfizmov grupy G je grupou transformécii.
b) Definujeme pre Tubovolné a € G zobrazenie f,: G — G ako f,(9) = aga™*. Potom
plati fop = fo o f» pre lubovolné a,b € G.
c¢) Pre kazdé a € G je zobrazenie f, automorfizmus grupy G (takyto automorfizmus
nazveme vnutorny).
d) Mnozina VAut G vSetkych vnutornych automorfizmov grupy G je grupou transfor-
macii.
e) Grupa G je komutativna prave vtedy, ked mnozina VAut G vSetkych jej vnatornych
automorfizmov je jednoprvkova.
f) Zobrazenie a — f, je surjektivny homomorfizmus z G na VAut G. Najdite jadro
tohoto automorfizmu.

3. V kazdej grupe maja nasledujtce prvky rovnaky rad: z a yxy~'; ab a ba; abc, bca a

cab. Naopak, prvky abc a cba modzu mat rozny rad. (Hint: Jedna moZnost ako dokazat,
ze dva prvky g,h € G maju rovnaky rad je dokazat ekvivalenciu " = e < y" = e.
Ind moznost je najst izomorfizmus f: G — G taky, ze f(g) = h, a pouzit fakty, Ze
izomorfizmy zachovavaja rad prvkov.)

4. Nech a,b € G, kde G je grupa, a,b # 1 také, ze ab = ba a b> = 1. Dokazte, Ze
{a™, ba™, b*a"™;n € Z} je podgrupa grupy G.

5. Ak rad prvku a v grupe G je n a e je neutralny prvok tejto grupy, tak pre prirodzené
¢isla k € N plati a* = e prave vtedy, ked n | k. Dalej pre kazdé s € N existuje m € N
také, ze a®* =am™ a0 <m<m—1.



