Cvicenie 1 — grupy, podgrupy

Grupy
Definicia 1. Grupa je dvojica (G,0), kde G je mnoZina a o je bindrna operacia o na G,
pri¢om
(i) pre vSetky a,b,c € G plati ao (boc) = (aob)oc. (asociativnost)
(ii) existuje prvok e € G tak, Ze pre vSetky a € A plati aoe = a = eoa. (neutralny prvok)
(i) ku kazdému prvku a € G existuje prvok b € G tak, ze aob = boa = e. (inverzny prvok)

Ak je navySe operacia o komutativna, G sa nazyva komutativna (abelovskd) grupa.

Inverzny prvok k a v grupe G je prvkom a jednoznac¢ne uréeny, zvycajne sa oznacuje a .

V grupe platia zdkony o krdteni, ¢ize pre kazdé a,b, c € G plati:

aob=aoc = b=c

boa=coa = b=c

1. Nech (G, #) je grupa. Dokézte:
a)Txy=yxr S rryxr Lxy L =ec
b) Ak z xx = e pre vSetky x € G, tak G je komutativna.

2*. Nech * je asociativna bindrna operéacia na mnozine G # (). Nech pre kazdé a,b € G
maju rovnice a * x = b, y * a = b rieSenia v G. (Inymi slovami, pre kazdé a,b € G
existujt z € G a y € G také, ze axx = b, yxa = b.) Dokdzte, ze (G, *) je grupa. (Hint:
Skuste zac¢at dokazom existencie lavého a pravého neutralneho prvku.)

3. Nech (G,-) je grupa a P(G) je systém vSetkych podmnozin G. Dokézte, ze operacia -
na mnozine P(G) dana predpisom

A-B={a bja,beG}

je asociativna. Tvori P(G) \ {#} s touto operaciou grupu?

4*. Kazd4 kone¢nd grupa s parnym pocétom prvkov obsahuje prvok z taky, ze z = x 1.
5. Ak (G, xg) a (H, xp) st grupy, tak aj G x H s operaciou (a, b)*(a’,b') = (axga’,bxgb’)
je grupa.

6. Matice typu n x n, ktorych determinant je rovny 1, s operaciou nasobenia matic tvoria
grupu.

7. Nech G je mnozina vetkych funkcii f,,: R — R, ktoré su tvaru f,,(z) = ax + b
pre nejaké realne ¢isla a,b € R. Tvori tato mnozina funkcii s operaciou skladania
zobrazeni grupu? Je mnozina {f,;a,b € R,a # 0} s operaciou skladania zobrazeni
grupa? Dostaneme grupu, ak vezmeme len také a,b € R, Zze a = 1?7 V tjch pripadoch,
ked dostaneme grupu, je tdto grupa komutativna?

8. Oznacme:
My ={f:Z — Z; f je bijekcia}
My = {f € My; f(n) = n pre vSetky celé ¢isla n az na koneény pocet}
Ms = {f € My; f(n) = n len pre koneény pocet n}.
Ktoré z mnozin My, Ms, M3 tvoria grupu spolu s operaciou skladania zobrazeni?



9.

Dopliite nasledujticu tabulku d tak aby ste dostali grupu.
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Podgrupy

Nech (G, %) je grupa a H C G je Iubovolnd podmnozina G. Hovorime, 7e H je podgrupa
grupy G, ak H s binarnou operaciou * zuzenou na podmnozinu H tvori grupu.

Ak H # 0, tak H je podgrupa < (Va,b € H) axb € H AN a~! € H (uzavretost na operaciu
* a inverzné prvky) < (Va,b€ H) a~ b€ H.

V pripade, ze H # ) je konetnd podmnozina G, tak H je podgrupa < (VYa,b € H)
axbe H.

Ak A C G, tak najmensiu podgrupu G obsahujiica A ozna¢ujeme [A] a voldme ju podgrupa
generovand mnozinou A.

1.
2.

10.

11.

Néjdite vsetky podgrupy (Zg, ®).

Dokézte: Ak H je podgrupa grupy (G, ) tak H2 = H- H C H. (Tu - oznacuje bindrnu
operaciu na P(G), ktort sme definovali v tlohe 3 v ¢asti o grupéch.)

Ak A, B,C st podgrupy G a C C AU B, tak C C A alebo C C B.

Tvoria pri séitovani/nasobeni matic grupu $tvorcové matice n x n, ktoré st: symetrické,
antisymetrické, diagondlne, reguldrne, horné trojuholnikové... (V principe si mozete
vymysliet ¢okolvek zmysluplné, bolo by vSak dobre pre obe operacie najst aspon po
jednom priklade, kedy to nie je grupa a po jednom priklade kedy to grupa je. V oboch
pripadoch nam stac¢i overovat kritérium podgrupy namiesto celej definicie grupy.)

. N4jdite priklad nekonecnej grupy, ktord obsahuje netrividlnu koneéntt podgrupu. (Pod

netrividlnou podgrupou rozumieme podgrupu, ktord mé viac ako jeden prvok.)

Matice typu n x n, ktoré v kazdom riadku a kazdom stipci maji prave jednu jednotku
a ostatné prvky s nulové, s operaciou nasobenia matic tvoria grupu.

Ukazte, ze H = {*; m,n st neparne} je podgrupa grupy (Q \ {0},).

Najdite vSetky podgrupy grupy Zs x Zs (sGéin dvoch grip sme definovali na minulom
cviceni) a vSetky podgrupy grupy Z4 (v oboch pripadoch operacia @). Maju tieto grupy
rovnaky pocet dvojprvkovych podgriap? (Z toho, ¢o sa nauéime neskor — pravdepodobne
na najblizsej prednaske — sa na zéklade tejto Gvahy bude daf zdovodnit, Ze tieto dve
grupy nie s izomorfné.)

Dokézte, alebo vyvratte: Ak H; je podgrupa G a Hs je podgrupa Gs, tak Hy X Hs je
podgrupa G7 x Gs.

Nech V je vektorovy priestor nad polom R. Je aj kazd4 podgrupa grupy (V,+) pod-
priestorom priestoru V? Ako je to s vektorovymi priestormi nad polom Z,?

Nech H je vlastnd podgrupa grupy G (t.j. H # G). Dokézte, ze |G — H] = G.



