Cvicenie 2

Homomorfizmy, izomorfizmy

Na pripomenutie: Homomorfizmus f: (G,0) — (H,*)

flgi092) = f(g1) * f(g2)

Bijektivny homomorfizmus voldme izomorfizmus (injektivny homomorfizmus voldme mo-

nomorfizmus, surjektivny monomorfizmus voldme epimorfizmus).
Ak existuje epimorfizmus f: (G, *)(H, o) —, tak hovorime, Ze grupa H je homomorfnym
obrazom grupy G.

1.

Zistite, ¢i sa grupy G a H izomorfné a grupa H je homomorfnym obrazom grupy G.
Svoju odpoved zd6vodnite!

a) G=(R,+) x (R,+), H=(C,+)

b) G =(Q,+), H=(R,+)

) G=(Q+), H=(Q",)

Zistite, ¢i st grupy G a H izomorfné a ¢i je niektora z nich homomorfnym obrazom
druhej. Svoju odpoved zdovodnite!
a) G=(R,+), H=(R",")

b) G = (R\{0},-), H = (R, -)

) G = (R\ {0}, )’ = (C\{0},)

d) G =(Q,+), H=(Q\{0},")

) (Z47 )7 H= (Z2 X Z27€B)

Nech (G, o) je grupa. Je zobrazenie g — g~ ! izomorfizmus z G na G? Ak nie, vedeli by

ste definovat bindrnu operaciu * na G, tak, aby toto zobrazenie bol izomorfizmus grip
(G,0) a (G, *)? Je uvedené zobrazenie izomorfizmom, ak G je komutativna?

Nech f: G — H je homomorfizmus grap. Dokazte:
a) Zobrazenie f je surjektivne préve vtedy, ked Im f = H.
b) Zobrazenie g je injektivne prave vtedy, ked Ker f = {e}.

a) Dokazte, ze R x R\ {(0,0)} s operéciou % definovanou ako (a,b)  (¢,d) = (ac —
bd, ad + be) tvori grupu.

b) Dokézte, ze vSetky nenulové matice tvaru ( e b) tvoria s nasobenim matic grupu.
(Hint k obom ¢astiam tlohy: MoZno vam pomoZe naJst jednoduchsie riesenie to, ze tato
uloha je v ¢asti o homomorfizmoch.)

Nech g: G — G’ ah: H — H’ st homomorfizmy grup. Potom aj zobrazenie f: Gx H —
G’ x H' dané predpisom f(z,y) = (g(x), h(y)) je homomorfizmus. Ak g a h st izomor-
fizmy (surjektivne homomorfizmy/injektivne homomorfizmy), tak f je izomorfizmus
(surjektivny homomorfizmus/injektivny homomorfizmus).



Cyklické grupy

Na pripomenutie: Cyklickd grupa je grupa G, ktora je generovana nejakym jej prvkom a € G,
t.j. G = [a]. Prvok a sa vola generdtor cyklickej grupy G.

Ak G je cyklickd grupa a a je jej generator, tak G = {a™;n € Z}, t.j. G pozostava prave
z mocnin generatora a.

1.

Nech f: (G, *) — (H, o) je homomorfizmus. Dokazte, Ze potom plati:

a) f(a") = f(a)"

b) a" =eq = f(a)" =epny

c¢) Ak f je navySe izomorfizmus, tak a" = e = f(a)" =ep.

d) Izomorfizmus zachovéva rdd prvku, t.j. rdd prvku a v grupe G je rovnaky ako rad
prvku f(a) v grupe H.

Nech (G, *) je cyklickd grupa a a je jej generator. Potom Iubovolny homomorfizmus z G
do nejakej grupy (H, o) je jednoznaéne uréeny obrazom prvku a.

Najdite vietky izomorfizmy medzi (Z4, ®) a (Zs \ {0}, ®).

Najdite vsetky homomorfizmy:
a) ZO Z4 do ZQ X ZQ,
b) ZO ZQ X ZQ do Z4,

Zistite, ¢ st grupy G a H izomorfné. Svoju odpoved zd6vodnite!
a) G = (Zz \{0},0), H = (Z¢, ®)

b) G= (Z7+)7 H = (Qv"’)

C) G = (Zﬁv@)v (Z27@) X (Z37€B)

Ak rad prvku a v grupe G je n a e je neutralny prvok tejto grupy, tak pre prirodzené
¢isla k € N plati a* = e prave vtedy, ked n | k. Dalej pre kazdé s € N existuje m € N
také, ze a®* =a" a0 <m<n—1.



