Cvicenie 4

Rozklad grupy podla podgrupy

Na pripomenutie: Ak H je podgrupa G, tak Tavé triedy
aH = {ah;h € H}

tvoria lavy rozklad G podla H. (Podobne pravé triedy tvoria pravy rozklad.)
Pocet Tavych a pravych tried je rovnaky, znac¢ime ho [G : H]. Plati |G| = [G : H||H|
(Lagrangeova veta).

1. Ak G je konefnd grupa, H je podgrupa G a K je podgrupa H, tak plati rovnost
[G:K]=I[G: H]H:K].

2. Néjdite vSetky lavé (pravé) triedy grupy G podla podgrupy H, ak
a) G= (R7+)7 H:Z,
=R xR,4), H={(z,y) € R x R;y = 3z};

b) G
C) G = (Zﬁv@)v H = 2Zs;
d) G =S, H=Ay;

¢) G = Sy, H = [(12)];
) G=(2,+), H=3Z.

(Pod ,néajdite vSetky triedy“ sa rozumie to, Zze pre kazdd triedu vyberieme jedného
reprezentanta, v pripade, ze ide o koneéné mnoziny ich mozeme aj vypisat.)

3. Ak p je prvoéislo a k > 1 prirodzené ¢&islo, tak kazda p*-prvkova grupa mé p-prvkovi
podgrupu.

4. a) Nech f: A — B je surjektivne zobrazenie. Dokazte, Ze reldcia R na mnozine A uréena
predpisom aRa’ < f(a) = f(a') je relacia ekvivalencie a triedy rozkladu st mnoZiny

FH({bY) = £1(0) pre b e B.

b) Nech R je relacia ekvivalencie na mnozine A a nech B je mnozina vSetkych tried
ekvivalencie. Dokézte, Zze zobrazenie f: A — B, ktoré kazdému prvku priradi jeho
triedu ekvivalencie (teda f: a — [a]) je surjektivne.

¢) V predchadzajtcej Gasti sme kazdému surjektivnemu zobrazeniu priradili relaciu
ekvivalencie a obratene. Dokazte, ze tieto dve priradenia st navzajom inverzné.

Normalne podgrupy

Podgrupu H grupy G voldme norméalna (invariantnd), ak spliia niektort z tychto (ekviva-
lentnych) podmienok:

(i) aH = Ha pre vietky a € G,
(i) aH C Ha pre vietky a € G,
(iii) Ha C aH pre vietky a € G,
(iv) aHa=' C H pre vietky a € G,
(v) aHa™' = H pre vietky a € G,
(vi) {aH;a € G} = {Hb;b € G}.



Podmienku (iv) mozeme prepisat ako

he H

Kazda podgrupa komutativnej grupy je normélna. Najjednoduchsi priklad nekomutativ-

nej grupy, ktory pozname, je (Ss,0).

=

aha™t' € H.

id  (12) (13) (23) (123) (132)

id id  (12)  (13) (23) (123) (132)

(12) | (12) id  (132) (123) (23) (13)

(13) | (13) (123) id  (132) (12) (23)

(23) | (23) (132) (123) id  (13) (12)
(123) | (123) (13) (23) (12) (132) id

(132) | (132) (23) (12) (13) id  (123)

. 'V grupe (Ss,0) ndjdite:

a) vSetky podgrupy,
b) vSetky normélne podgrupy.

Ak H je podgrupa G a [G : H] = 2, tak H je normélna podgrupa. Navyse, pre kazdy
prvok G\ H plati 22 € H.

Ak H a H' st normélne podgrupy G také, ze HNH' = {e}, tak hh/ = h’h pre lubovolné
h e H ah' € H' (lubovolny prvok H komutuje s Tubovolnym prvkom H'.)

. Dokazte, ze Tubovolnd normalna podgrupa A, pre n > 5, ktord obsahuje asponi jeden

cyklus dlzky 3 je cela grupa A,.

Uvazujme grupu G vietkych zhodnych izometrii! roviny nemeniacich orientaciu. Inak
povedané, st to vSetky zobrazenia, ktoré moézeme dostat ako zloZenie posunutia o nejaky
vektor @ a otocenia o nejaky uhol «, ¢iZe zobrazenia dané predpisom (z,y) — (¢ +
xcosa + ysina,d — xsina + ycos ). St nasledujice grupy normalnymi podgrupami
grupy G?

a) H = v8etky posunutia;

b) H = rotécie okolo pociatku stradnicovej ststavy;

c) H, = vsetky zobrazenia z G také, ze f(x) = z, prifom z € R? je nejaky pevne
zvoleny bod roviny.

1

izometria=zobrazenie zachovavajuce vzdialenosti; zhodné = zachovavaju aj orientaciu



