Cvicenie 6
Faktorové grupy

Veta o izomorfizme: Ak f: G — G’ je homomorfizmus grup, tak Ker f je norméalna podg-
rupa grupy G a faktorovd grupa G/ Ker f je izomorfna s podgrupou Im f grupy G’.

1. Nech G je grupa vsetkych reguldrnych matic typu n x n (s operdciou ndsobenia matic).
Ako H oznalme tie z nich, ktoré maju determinant |A| = 1. Dokézte, Ze H je invariantnd
podgrupa G! Vedeli by ste ndjst grupu izomorfnt s G/H?

2. Overte, ¢i H je normélna podgrupa grupy G a opiste faktorovi grupu G/H (aké ma
triedy, vybrat z kazdej triedy prave jedného reprezentanta, zistit, ¢i je izomorfn4 s ne-
jakou znamou grupou).

a) G=RxR,+), H={(z,y);x+2y =0}
b) G = (C, )H R

c) G=(Z,+), H=4Z ={4z;z € Z}

d) G = (Zy x T, +), H = [(2,2)]

e) G=(ZXZx1Z,+), H={(n,m,0);n,m € Z}
f) G =(C\{0},"), H={ce C;c® e R\ {0}}

3. Zistite, ¢i dané grupy su izomorfné. V celom cvi¢eni budeme ako S oznacovaf grupu
({c € C;|c| = 1},-) (pripadne mnozinu prvkov tejto grupy) a C,, = ({c € C; " =1}, )
a) (C\{0},-)/{c e C;c" e R\ {0}}, (C\ {0}, )/R* (pod R tu myslime kladné realne
¢isla, cize 0 ¢ RT), S
b) (R,+)/z, S/C,, S
d) ({c € C;c" e R\ {0}},-)/RT, C,
e) ({ceC;c" e R\ {0}},-)/Ch, RT
£) C12/Cy, Z3
8) (Za X Zs, +)/(Z2 x {0}), Zs
h) S3/[(123)], (Z2, +)

4. Ukazte, ze Q/Z (obe grupy berieme so séitovanim) je nekoneénéd grupa, v ktorej méa
kazdy prvok koneény rad.

5. Nech H je normalna podgrupa G, ¢: G — G/H je kanonicky homomorfizmus a X C G.
Dokéazte: Ak ¢[X] generuje G/H, tak H U X generuje G.

6. Centrom grupy G nazyvame mnozinu Z(G) = {g € G;(Vh € G)gh = hg} takych
prvkov, ktoré komutuji so vSetkymi prvkami G. Ukazte, ze Z(G) je normélna podgrupa
grupy G.

7. Nech H je podgrupa G. Ukazte, Ze systém {HaH;a € G} je rozklad mnoziny G.



