Zadania prémiovych uloh

V priebehu semestra by tu mali postupne pribudat zadania prémiovych tloh;
spravne rieSenie kazdej tlohy je za 1 bod.

1. Nech o je bindrna operacia na G, taka, Ze:
a) o je asociativna
b) o mé lavy neutrdlny prvok e, teda existuje e € G taky, ze eoa = a pre
kazdé a € G
¢) Kazdy prvok mé lavy inverzny prvok, t.j. ku kazdému a € G existuje
b € G také, ze ba = e (kde e oznacuje lavy neutralny prvok).
Dokézte, ze (G, o) je grupa. Ukazte na priklade, Ze mnozina s asociativnou
bindrnou operéciou, ktora m4 lavy neutralny a pravy inverzny prvok este
nemusi byt grupa.

2. Ak x je asociativna bindrna operacia na G, tak hovorime, zZe (G, %) je po-
logrupa. Dokézte, ze konecna pologrupa, v ktorej platia zakony o krateni,
je grupa. Plati to aj pre nekone¢né pologrupy? (DokaZte alebo néjdite
kontrapriklad.)

3. Dokézte, ze grupa A, parnych permutécii 4-prvkovej mnoziny nema ziadnu
6-prvkovi podgrupu. (Kontrapriklad ukazujtci, Ze neplati obratenie Lag-
rangeovej vety.)

4. a) Dokazte, ze v okruhu C'(0, 1) je kazdy ideél tvaru M, = {f € C(0,1); f(p) =
0} pre p € (0,1) maximélny.
b) Dokéazte, ze vSetky maximalne idedly v C'(0,1) maja takyto tvar.

5. Nech G je grupa.
a) Pre normalnu podgrupu H definujme relaciu R ako aRb < a~'b € H.
Dokazte, ze tato relacia je kongruencia (definicia je v pozndmkach k pred-
naske). Dokazte, ze rozklad zodpovedajuci relacii R je prave rozklad G
podla podgrupy H.
b) Dokézte, ze ak R je kongruencia na G, tak [e]g je normélna podg-
rupa G. Navyse, rozklad urceny relaciou ekvivalencie R je prave rozklad
G podla tejto podgrupy.
c¢) Overte, 7e priradenia medzi normalnymi podgrupami G a kongruen-
ciami na G z predchadzajicich ¢asti Glohy st navzajom inverzné.



