Nekonecény sucin
Definicia 1. Nech (a,,)22; je postupnost redlnych éisel. Hovorime, Ze nekoneény suéin kon-
verguje k L a piSeme

oo

H cpn =1L

n=1

ak lim H ¢, = L a stCasne L # 0.

Specialne v pripade L = 0 hovorime ze tento nekonecny sucin diverguje k 0.

Jednoduché pozorovanie: Ak H ¢, konverguje, tak hm ¢, = 1. Preto sa dost casto
n=1
zapisuju ¢leny nekonecného st¢inu v tvare ¢, = 1 + a,,.

My potrebujeme nasledujuci vysledok (dokaz je viac-menej robeny podla [HM, p.79-80]):

Veta 2. Nech ay, € (0,1). Nasledujice podmienky si ekvivalentné:

o0
(i) rad Y ap konverguje;
k=1

o0
(ii) sucin [] (1 + ax) konverguje;

n=1
o0

(iii) sucin [] (1 — ag) konverguje.
n=1

Lema 3. Ak x1,...,x, > 0, tak plati:

H 1+ xy) >1+H33k

(1—$k)21—H(Ek

k=1

= 0

k
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-

Dékaz. Prva nerovnost je zrejmé. Druhd sa dokédze matematickou indukciou.

Pre n = 1 ocividne plati, pre n = 2 mdme (1 — 21)(1 —29) = 1 — 21 — 29 + x122 >
1-— (1’1 + $2).

Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre n — 1. Potom

n n—1
H (1—z)=(1- xn)H(l xg) > (L—x,)( Zxk )=1-— Zwk+xn2xk>1 Zxk
k=1 k=1

O

n
Dokaz vety. Vimnime si, ze ¢iastofné saéiny H (I1+ag) a H (1 — ax) tvoria monoténne

postupnosti. Aby sme teda ukazah Ze maja limitu, staci overit ¢ ich ohranlcenost

Najprv predpokladajme, ze Z ar < +o0o. Potom existuje kg také, ze Z ap < %7 a teda
k=1 k=ko

(s vyuzitim predchadzajicej lemy)

(oo}

] a-a)>1- Z ay >

k=ko+1 k=ko+1
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7 toho mame

s} ko
1>J[a-a) > [[ax=C>0
k=1 k=1
o 1 1
1<+ ak) < <= <
,};[1 Hzil(l —ay) ~ C
Obidva siéin potom konverguji.!
o0
Teraz predpokladajme, Zze Y ar = +00. Potom méme
k=1
o0 oo
[ +a)=14> ar=+oo;
k=1 k=1
| (CR S e S—
1 T, (0 + ar)
¢ize oba nekonec¢né su¢iny vystupujice vo vete diverguju. O

Uvedend veta neplati, ak pre a; povolime Iubovolné hodnoty. (TODO? Priklad a, =
(—1" L)

Dalsie zaujimavé fakty o nekonec¢nych sti¢inoch

I 1 ¢n konverguje < > ¢, konverguje
Cauchyho podmienka: Nekonedny sucin konverguje prave vtedy, ked pre Tubovolné ¢ exis-

PP e 1] <.

. o
tuje ng s vlastnostou k=no

Pod absolitnou konvergenciou rozumieme to, ze [ [, (14 |ax|) konverguje. Z nerovnosti

L+ 21). . (L+ap) =1 < (L+|z1]) ... 1+ |ax]) — 1

n
Veta 4 (Cauchy). Nech z, > —1 pre n € N. Ak existuje lUm > xy, tak existuje aj

n
. n v . . . . . P OO 2 _
nhﬁrgo > b1 k]:jl xy. Navyse, tdto limita je rovnd nule prdve vtedy, ked ) ;| w7 = 0.

n
Déosledok 5 (Coriolisov test). Ak (x,)22, je postupnost redlnych cisel takd, Ze rady Y

k=1
n

n
aj kzl 22 konverguji, tak konverguje aj sucin kH1(1 + Xy).

Pozri napriklad [RRA].
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1Uvedeny dokaz nie je tiplne presny. Mali by sme najprv napisat uvedené nerovnosti pre ¢iasto¢né sudiny
a potom urobit limitny prechod n — oco. Predpokladam, ze takéto detaily si zvladnete domysliet.



