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Kapitola 1
Uvod

Verzia: 7. oktébra 2010

1.1 Predhovor

ZjednoduSene sa d4 povedat, Ze tedria mnozin je vlastne disciplina, ktord sa zaoberd pracou
s nekone¢nymi mnozinami. Jej vznik si vyziadal isty filozoficky posun v chapani nekonecna.
V matematike sa dost dlho pracovalo s nekoneéne malymi a nekoneéne velkymi veli¢inami
tak, ze vlastne islo o limitné procesy, v ktorych sa tieto veli¢iny postupne mohli dostatoc¢ne
zmensovat ¢i rast. Pohlad tedrie mnoZin je v ostrom kontraste s tymto pristupom, kedZe v nej
sa pracuje s nekoneénymi mnozinami ako uz s hotovymi objektmi, ktorych proces vytvarania
uz je ukonceny.

Za pocdiatky tedrie mnozin mézeme pokladatf prace nemeckého matematika Georga Can-
tora. Okolo roku 1870 pracoval na problémoch stvisiacich s tedriou trigonometrickych radov a
v stvislosti s nimi pouzil pojem derivacie mnoziny A’ (=mnozina hromadngch bodov mnoziny
A). Pracoval tu s iterdciami tohoto pojmu — A’, A”,... A (prvé, druha, n-ta derivacia).
Ked sa mu podarilo najst mnozinu, pre ktort sa vietky kone¢né iteracie A 1iili, bolo pri-
rodzené definovat dalsiu iteraciu A(°) a potom pokracovat s dalsimi iteraciami ako A1),
Tieto ivahy boli jednym zo zdrojov, ktoré ho viedli k zavedeniu transfinitniyjch cisel, ktoré
dnes pozname ako ordinalne a kardinalne déisla.

Uz fakt, Ze pri zrode tedrie mnozin stali Cantorove vyskumy v matematickej analyze
naznacuje, ze tato oblast mé velky vyznam pre ostatné matematické discipliny. Potvrdzuje
sa to dodnes, postupne matematici nasli mnohé aplikacie vysledkov a technik z tedrie mnozin
v takmer vSetkych matematickych disciplinach.

Dolezitost tedrie mnozin je aj v tom, Ze poskytuje roznym matematickym disciplinam
spoloény jazyk — (takmer) cel4 dnesnd matematika je sformulovatelnd v jazyku tedrie mnozin.

Tento text je zamyslany ako udebny text k predmetu Tedria mnozin pre ucitelské zame-
rania na FMFI. Obsahuje uréite aj ¢asti, ktoré na prednéske nestihneme prebrat, moézu byt
vSak pre véas zaujimavé (pripadne niektoré z tychto rozsirujtcich ¢asti by mohli byt zaujimavé
aj pre Studentov odboru matematika ¢i inych odborov). Rozsirujice ¢asti st vyznacené men-
$im fontom alebo hviezdickou pri nazve prislusnej casti. Text prednasky budem priebezne
dopliiat a opravovaf, aktualna verzia bude dostupna na http://thales.doa.fmph.uniba.
sk/sleziak/vyuka/|

V texte najdete mnoZstvo vyrieSenych tiloh. Uréite nezaskodi, ak sa ich pokdsite riesit
samostatne — len samostatnym uvaZzovanim si moéZete skutoéne dokladne osvojif niektori


http://thales.doa.fmph.uniba.sk/sleziak/vyuka/
http://thales.doa.fmph.uniba.sk/sleziak/vyuka/

KAPITOLA 1. UVOD )

matematicki disciplinu. Som presvedéeny o tom, Ze v ramci tejto prednasky sa najde vela
zaujimavych poznatkov. Ako ste vSak isto spoznali aj z inych predmetov, matematika moze
byt zaujimavé a zabavna, vyzaduje si to vSak najprv nemalé tsilie na strane Studenta.

1.2 Sylaby a literatara

1.2.1 Literattra

Pri priprave tychto poznamok som ¢erpal najmé z knih [BS, D} ISS]. V &astiach o histérii tedrie
mnozin som ¢erpal hlavne z [BS,[GG] [Z]. Samozrejme, pomohli mi aj rézne internetové zdroje
ako napriklad [WIK], blogy réznych matematikov, s niektorym tilohami, ktoré uvadzam ako
cvicenia, som sa stretol na réznych matematickych diskusnych férach. Mnohé cvicenia som
prebral z [Li, ISS].

Kniha [SS| je velmi zrozumitelne pisana a je uréena pre studentov ucitelskych odborov.
Kniha [BS| je naro¢nejsia a obsahuje aj velmi pokro¢ilé ¢asti, ktoré vyrazne presahuji obsah
tohoto kurzu. Prvé dve jej kapitoly zhruba zodpovedaji tomu, ¢o budeme preberat E] Z dalsich
textov dostupnych v slovenéine alebo Gestine spomenime este [B3]. Pokial ste schopni éitat
text v angli¢tine, Tahko najdete velké mnozstvo dalsich vybornych textov o tedrii mnozin.

1.2.2 Sylaby predmetu

Zermelov-Fraenkelov axiomaticky system tedrie mnozin. Kardinalne ¢isla a kardinalna arit-
metika. Konecné a nekone¢né mnoziny. Mnozina prirodzenych ¢isel a matematicka indukcia.
Spoditatelné a nespoditatelné mnoziny. Mohutnost kontinua a kardinalita mnozin vyskytuja-
cich sa v skolskej matematike.

1.2.3 Statnicové otazky

Statnicové otazky z predmetu matematika, ktoré by ste sa mali naucit na tomto predmet si:

1. Axiomatickd metéda v tedrii mnozin, Zermelov-Fraenkelov axiomaticky systém tedrie

mnozin.
2. Konec¢né a nekone¢né mnoziny, vlastnosti koneénych mnozin.
3. Spoditatelné mnoziny, vlastnosti spoéitatelnych mnozin, existencia nespoéitatelnej mno-
ziny.

4. Model Peanovej aritmetiky celych nezapornych ¢isel v tedrii mnozin.

5. Kardinalne ¢isla. Stcet a sticin kardindlnych ¢isel, vlastnosti sactu a stc¢inu kardinalnych
Cisel.

Kratky komentar si zasluzi stvrta otazka tykajica sa konstrukcie prirodzenych ¢isel v ramci
axiomatickej tedrii mnozin. Pristup, ktory som zvolil v tomto texte, je taky, ze najprv zadefi-
nujeme ordinalne ¢isla a prirodzené ¢isla potom chiapeme ako konec¢né ordindlne ¢isla. Urobil
som tak z toho dévodu, Ze ordindlne ¢isla st zaujimavé a uzitoéné a mnohé z prostriedkov
potrebnych na formélnu definiciu prirodzenych ¢isel sa daja vyuzit aj pri definicii ordinél-
nych ¢isel. Napriklad v texte |[C2] moZete ndjst priamodiarejsi pristup, pri ktorom sa priamo
konstruuju prirodzené ¢isla, pricom o ordindloch tam nepadne ani zmienka.

1Jeden exemplar [BS| sa kedysi nachadzal aj v kniznici na atriovych domkoch — ak t4 kniznica este funguje,
mozno ju tam zozeniete. Obe knihy by vSak mali byt u nds pomerne dostupné. Ak by ste vSak mali zdujem
preditat si akukolvek literatiru, ktort v tomto texte citujem a nepodarilo by sa vdm ju zohnat, pokojne sa
obratte na mia.



6 Nieco z historie

V casti sa dotkneme aj otazky: ,, Konstrukcia oboru (usporiadaného okruhu) celych
¢isel z oboru celych nezapornych ¢isel a oboru (usporiadaného pola) raciondlnych ¢&isel z oboru
celych ¢isel.“ Nebudeme sa vSak fiou zaoberat podrobne.

1.3 Nieco z historie

No one shall expel us from the Paradise that Cantor has created.
(Nikto nds nevyZenie z raja stvoreného Cantorom.)
David Hilbert

V tejto prednaske sa budeme zaoberat axiomatickou teériou mnozin. Na tivod by bolo azda
vhodné povedat aspon stru¢ne nieco o tom ako a preco vznikla. Pokial sa chcete dozvediet
viac, ako velmi pekny (a sGcasne struény) text o histérii modernej tedrie mnozin by som vam
odporucil [BS, s.11-s.25]. (Ttto tvodnt kapitolu nazvali autori spominanej knihy ,, Romance
matematické analyzy a teorie mnozin“.)

Za zakladatela tedrie mnozin je v8eobecne povazovany Georg Cantor (hoci niektoré idey
mozno ndjst napriklad aj v dielach Bernarda Bolzana). Za zékladni tézu teérie mnozin
mozeme prehlésit moznost uchopit viacero objektov ako jediny objekt (ich mnoiinu)E] Ma-
tematikov na celom svete velmi prekvapil Cantorov dokaz, ze existuje nekonecne vela trans-
cendentnych realnych ¢isel, uverejneny v roku 1874. Origindlna bola najmi metéda dékazu
— Cantor dokézal tento vysledok bez toho, aby nejaké takéto ¢islo skonstruoval. Tento dékaz
si v ramci tejto prednasky aj ukdzeme. Sami budete mat moznost vidiet, Ze po vybudovani
potrebného aparatu je uz tento dokaz velmi jednoduchy — na rozdiel od konstruktivneho
dokazu existencie transcendentnych ¢isel pochadzajiceho od Josepha Liouvillea.

Teéria mnozin sa u mnohych matematikov stretla s vyraznym odporom. Dévody boli
rozne, jednym z nich bol aj nekonstruktivny charakter viacerych dékazov — ako napriklad
v pripade existencie transcendentnych ¢isel. Tento odpor este zosilnel po objaveni viacerych
paradoxov (sporov) v tedrii mnozin, o ktorych budeme hovorit o chvilu.

V Cantorovych préacach sa objavilo mnoho dolezitych vysledkov z tedrie mnozin — da sa
o axiomatickd tedriu mnozin. Cantorov pristup, pri ktorom bol pojem mnoziny chapany
intuitivne a pomerne volne, sa zvykne nazyvat naivnd tedria mnoZin. Na mnohé udely je
tento pristup tplne postacujici, v podstate je to presne ten pristup, ktory ste pouzivali na
prednéskach z matematiky, ktoré ste doteraz absolvovali. Zac¢iatkom 20-teho storocia sa vSak
zistilo, Ze naivny pristup k mnozindm moze viest k viacerym paradoxom.

Ako ilustréiciu struéne popiSme Russellov paradoz. (Neskor sa budeme paradoxami tedrie
mnozin zaoberat o nieco podrobnejsie.) Povedali sme si, ze zakladna ide tedrie mnoZin je cha-
pat viac objektov ako prvky jedného celku — jednej mnoziny. Takto moZeme zaviest mnozinu
v8etkych mnozin, ktorti oznacime Set. Z tejto mnoziny mozeme vymedzovat podmnoziny
pomocou roznych vlastnosti prvkov. Uvazujme vlastnost x ¢ x, t.j. mnoZina nie je prvkom
samej seba. Tato vlastnost uréi podmnozinu A = {z € Set;x ¢ x}. M4 aj mnozina A takuto
vlastnost?

Ak ju mé, ¢ize ak A ¢ A, tak podla definicie mnoziny A mé platit A € A, ¢o je spor.

Obratene, ak tuto vlastnost nemd, tak A € A. Ale do mnoziny A patria len mnoziny
s uvedenou vlastnostou. To znamend, ze A ¢ A a opéf dostdvame spor.

Pokial nechceme tedériu mnozin zavrhnat tplne, mali by sme sa pokusit nejako takymto
problémom predist. Vyznamny pokus tymto smerom urobili Alfred North Whitehead a Ber-

2Takto napisané to znie asi pomerne naivne — ale asi nie je reélne oakavat, Ze sa podari vystihniaf podstatu
celej tedrie v jedinej vete. Treba dufat, Ze jej podstatu pochopite po tomto jednosemestrovom kurze.
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trand Russell vo svojom diele Principia Mathematica. Paradoxom sa snazili predist tym,
ze vybudovali rozsiahlu tedriu typov. MnoZiny istého typu mohli byt len prvkami mnozin
vyssieho typu, ¢im sa predislo moznym cyklom a tak aj Russelovmu paradoxu. Nevyhodou
systému typov bola velkd zlozitost — do istej miery je tento fakt ilustrovany tym, ze vysledok
1+ 1 = 2 sa nachédza na strane 379 [WR, p.379,*54.43] ]

Ovela viac sa presadil axiomaticky pristup, pri ktorom sa tedria mnozin buduje z dvoch
primitivnych (=nedefinovanych) pojmov mnoZina a byl prvkom mnoZiny pomocou axiém,
ktoré popisuji spravanie tychto prvkov. Takyto axiomaticky systém zacal budovaf nemecky
matematik Ernst Zermelo, po fiom je pomenovany v stcasnosti najrozsirenejsi Zermelov-
Fraenkelov axiomaticky systém (oznacovany ako ZF resp. ZFC — po pridani axiémy vyberu).

S pouzitim axiomatického systému sa podarilo odstranit vSetky dovtedy zname paradoxy.
Samozrejme, stile vo vzduchu visela otazka, ¢i sa neobjavia nejaké nové spory v ramci axi-
omatickej teérie mnozin. Tato otazka bola jednou z pohnutok, ktoré viedli k tzv. Hilbertovmu
programu. Jeho ciele boli velmi ambiciézne, tu spomenime len dva z nich: Jednym z cielov
bolo sformalizovat celit matematiku v rdmci tedrie mnozin. Druhym cielom bolo ukazat be-
zospornost tedrie mnozin, a tym padom vlastne aj celej matematiky (alebo aspoii tej Casti,
ktort budeme schopni v rdmeci teérie mnozin sformulovat). Viac o Hilbertovom programe sa
mozete dozvediet napriklad v [Zl, Kapitola 10].

Dnes uz vieme, ze Hilbertov program sa nedd naplnit v povodnom rozsahu. Z vysledkov
rakiiskeho matematika Kurta Godla vyplyva, ze bezospornost systému ZFC sa nedé dokazat
v tomto systéme. Hilbertov program i tak vyrazne ovplyvnil podobu stcasnej matematiky,
ktora je skuto¢ne vybudovana na tedrii mnozin. Mozno nie je az také neopodstatnené oca-
kavat, Ze za priblizne storocie intenzivnej prace v tomto axiomatickom systéme (ak teda
v zdkladoch matematiky neobjavil, takZe tam snad Ziadny spor nebude. Uplnt istotu vsak
mat nemozeme.

Viac o Godelovych vetach (ako aj o niektorych filozofickych otédzkach stvisiacich s tedriou
mnozin) sa moézete dozvediet v [Z]. Tento text je pomerne naroény, rozhodne je vhodné mat
zvladnuté zéklady tedrie mnozin prv, nez ho zacnete ¢éitat.

Poznamenajme, Ze smery nacrtnuté v prave uvedenom stru¢nom historickom prehlade do
istej miery aj naznacuju akym smerom sa bude uberat nas kurz o zdkladoch tedrie mnozin.
Na jednej strane zavedieme axiémy systému ZFC a ukéZeme si, ako v fiom moZno vybudovat
napriklad obor prirodzenych éisel (a naznac¢ime konstrukciu dalsich ¢iselnych oborov). Ako
sme uz vSak spomenuli, na mnohé ucely sta¢i ,naivny“, t.j. neaxiomaticky pristup k teorii
mnozin. Ani my zvidSa nebudeme dokazy rozpitvavat az po najnizsiu logickt troven, t.j. az
z axiém, ¢o znamena, ze mnohé ¢asti uvedené v tomto texte by sa dali zvladnut aj bez znalosti
axiomatického systému, len s pouzitim naivnej téérie mnozin.

1.4 Zakladné oznadenia

Budeme pouzivat standardné oznacenia:

N ={0,1,2,...} je mnozina prirodzenych ¢isel (¢iZe na tejto prednaske povazujeme aj nulu
za prirodzené ¢islo)

Z = celé cisla

@Q = racionélne ¢isla

3 Ako vsak budeme vidiet, aj vybudovanie prirodzenych &isel v teérii ZFC bude pomerne zdlhavé a naroéné,
takZe tento fakt nie je spésobeny len zlozitostou zvoleného systému, ale aj tym, Ze sa snaZime prirodzené &isla
vybudovat z velmi obmedzeného systému zakladnych pojmov a axiém.
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8 Zakladné oznadenia

R = realne ¢isla
C = komplexné ¢isla

Poznamka 1.4.1. V roznych aplikdcidch a prikladoch (kontraprikladoch) budeme beZne
pracovat s mnozinou prirodzenych ¢éisel N, mnoZinou reélnych éisel R a dalsimi spoemnutymi
¢iselnymi obormi, ktoré poznate z nizsich roénikov. AZ neskor si ukdzeme, Ze vSetky tieto
éiselné obory mozno vybudovat v rdmci tedrie mnozin — takze ich skutoéne moézeme povazovat
za mnoziny v systéme ZFC.



Kapitola 2

Axiomaticky pristup k teorii
mnozin

2.1 Logika prvého radu

Este predtym, nez sa zacneme zaoberat mnozinami ako takymi, povieme si nie¢o o logike
prvého radu, ktoré sa zaobera vyrokmi vytvorenymi pomocou logickych spojok a kvantifika-
torov.

Logikou prvého rddu sa nebudeme zaoberat detailne, zjednoduSene povedané, je to sithrn
pravidiel pre pracu s vyrokmi, ktoré si v silade s tym ako obvykle uvazujeme. Ak by ste
sa chceli o prvorddovej logike dozvediet viac, mozete si o nej precitat v knihdch a textoch
venovanych ¢isto tejto problematike, ako napriklad [B1 [E] [Sol, IS].

2.1.1 Vyrokova logika

Pripomenieme si niektoré pravidla na overovanie pravdivosti vyrokov, ktoré uz poznate z niz-
$ich roénikov. Za vyrok mozeme povazovat akékolvek tvrdenie, ktoré moze byt pravdivé alebo
nepravdivé. (Presna definicia vyroku pre ndas nie je az takd dolezitd — v skutocnosti jediné
vyroky, s ktorymi budeme na tejto prednéske pracovat, si formuly jazyka tedrie mnozin,
ktoré zadefinujeme v podkapitole M)

Definicia 2.1.1. Negdciou vyroku p rozumieme vyrok ,neplati p*. Oznacujeme ju —p.
Pre dva vyroky p a ¢ nazyvame ich konjunkciou vyrok ,p a ¢*, oznacujeme p A q.
Disjunkcia je vyrok ,p alebo ¢“, oznacujeme pV q.
Pod implikdciou rozumieme vyrok ,ak plati p, tak plati ¢*, oznacujeme p = gq.
Ekvivalencia vyrokov p a ¢ je vyrok ,p plati prave vtedy, ked plati ¢“, oznacujeme p < q.

Tieto definicie logickych spojok st zhrnuté v nasledujicich pravdivostnych tabul’kéchE]

pla|pAg pla|pVg pla|p=g plalpeg
p | p I[1] 1 I[1] 1 11| 1 I[1] 1
1[0 1[0] 0 1[0 1 1[0 o0 1o o
0] 1 0]1] 0 01 1 01| 1 01| 0

o]0 o0 o]0 o0 0]0] 1 00| 1

INa oznalovanie pravdivosti a nepravdivosti budeme v tabulke pouzivat symboly 1 a 0. Niekedy sa zvyknti
pouzivat aj T a F, ako skratky pre anglické true a false.



{logika:PRDEMORGAN}

{logika:PRTAUTNEPR}

10 Logika prvého radu

Definicia 2.1.2. Tautoldgiou nazyvame taky vyrok, zlozeny z vyrokovych premennych a
logickych spojok, ktory je vzdy pravdivy, bez ohladu na pravdivost vyrokovych premennych,
ktoré v fiom vystupuju.

Tautolégie mozeme overovat jednoducho tabulkovou metdédou, ktort poznate z nizsich
ro¢nikov a pravdepodobne i zo strednej skoly.

Priklad 2.1.3. Overme napriklad tautoldgiu p V (—p) (princip vylacenia tretieho).

p|p|pVp
110 1
0 1 1

Ako dalsi priklad si ukézeme overenie jedného z de Morganovych pravidiel.

Priklad 2.1.4. De Morganove pravidld st pravidla ako negovat konjunkciu a disjunkciu.

=(pAq) & —pV g
=(pVq) & —pA—q

Samozrejme, pretoZe teraz vo vyroku vystupuje viacero premennych, budeme potrebovat
viac riadkov tabulky na to, aby sme vycerpali vSetky moznosti.

plqg|lprVg | -~(pVeg | pA-q | ~(pVg & (-pAq)
1]1] 1 0 0 1
1[0 1 0 0 1
01| 1 0 0 1
0/0] 0 1 1 1

Niekedy si mdézeme pri overovani platnosti tautolégie pouzit aj jednoduchsi postup. V pred-
chadzajicom priklade sme napriklad mohli na zdklade symetrie overovat o jeden riadok me-
nej. Intt moZnost zjednodusenia ilustruje nasledujtci priklad.

Priklad 2.1.5. Dokdzeme tautolégiu (p = ¢) < (=g = —p). (Tato tautolégia stvisi s princi-
pom nepriameho dokazu. Implikdcia =g = —p sa zvykne nazyvat obmena implikdcie p = q.)

Aby sme dokéazali ekvivalenciu dvoch vyrokov, staéi ukazat, Ze vyrok na Tavej strane je
nepravdivy prave v tych pripadoch, kedy je nepravdivy vyrok na pravej strane.

Implikacia je nepravdiva jedine v pripade, Ze lavy vyrok je pravdivy a pravy je nepravdivy
(pripad 1 = 0). Teda vyrok p = ¢ je nepravdivy prave vtedy, ked p = 1 a ¢ = 0. Podobne,
aby bol vjrok —q = —p nepravdivy, musi byt ¢ = 1 a —=p = 0, ¢o je presne ten isty pripad
p=1aqg=0. Vidime, zZe obe strany ekvivalencie maju vzdy ta istt pravdivostnt hodnotu.

(Tento sposob overenia tautolégie sa az tak velmi nelisi od tabulkovej metédy — vlastne
sme si len rozmysleli, v ktorych riadkoch tabulky sa na oboch strandch uvedenej ekvivalencie
vyskytne 0 — zd4a sa mi byt blizsi ku spdsobu, ako prirodzene uvazujeme o vyrokoch.)

V cviéeni néajdete viacero tautoldgii. Je dobré si uvedomit ako stvisia tautoldgie
s niektorymi typmi dokazov. Tautoldgia z prikladu[2.1.5|je presne princip nepriameho dokazu,
ktory sme uz spominali. Tautolégia z cvicenia [2.1.1p) sa tiez ¢asto pouziva pri dokazovani —
namiesto vyroku tvaru p < ¢ dokdzeme zv1ast jednotlivé implikdcie p = q a ¢ = p.

10
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2.1.2 Vyroky s kvantifikatormi

Okrem logickych spojok, dalsim néstrojom pomocou ktorého mézeme vytvéaratf zloZitejSie
tvrdenia z jednoduchsich, st kvantifikdtory. V nasledujicej definicii P(z) oznacuje vjrokovi
funkciu, éim rozumieme to, ze po dosadeni akéhokolvek objektu za x dostaneme vyrok.

Definicia 2.1.6. Vyrok (Vz)P(x) znamen4, ze pre kazdy objekt x plati vyrok P(z). Symbol
V nazyvame vseobecny kvantifikdtor.

Vyrok (3z)P(x) znamend, Ze existuje taky objekt x, pre ktory plati vyrok P(z). Symbol
d nazyvame existencny kvantifikdator.

Opit, podobne ako pri vyroku, je tadto definicia pomerne nepresnd — nie je jasné, ¢o
sa skryva za slovom ,o0bjekt“. Tato nepresnost odstrdnime v casti Zatial si mozete
predstavit, Ze hovorime o objektoch z akéhosi vopred daného systému (univerza), ¢ize vyrok
(Vz)P(x) znamend, %e P(x) plati pre kazdé x z tohoto univerza. (Univerzom pre nis neskor
bude systém vSetkych mnozin — k axiomatickej definicii mnoZin sa dostaneme az neskor.)

V praxi obvykle i tak budeme chcief hovorif nie o vSetkych objektoch, ale objektoch
z nejakej konkrétnej mnoziny A. Budeme preto pouzivat nasledujtce zéapis

(Vz € A)P(z) & (Vz)(z € A= P(a))

(3z € A)P(z) & (32)(z € AN P(z))

Cize (3z € A)P(x) je len skrateny zapis toho, Ze existuje z, ktoré si¢asne patri do mnoziny
A a spliia vyrok P(x).

Na overovanie platnosti tvrdeni s kvantifikatormi uz nemame k dispozicii jednoduchii me-
t6du, podobnt vyplneniu tabulky pravdivostnych hodnét. Je mozné zaviest niekolko pravidiel
(axiém), z ktorych sa daji ostatné tvrdenia odvodzovat. Napriklad pomerne prirodzené sa
zdaju byt tieto pravidla:

Ak plati vyrok (Vz)P(x), tak plati aj vyrok P(a) pre dany konkrétny objekt a. (Symbol P(a)
oznacuje vyrok, ktory dostaneme dosadenim a namiesto x. Presnejsie povedané, namiesto kaz-
dého volného vyskytu x — o volnych a viazanych premennjch vo vyrokoch s kvantifikdtormi
budeme hovorit o chvilu.)

Ak plati (3z)P(x) a stcasne plati P(a) = @ (kde a oznacuje nejaky konkrétny objekt a @
je nejaky vyrok), tak plati aj Q.

V tejto prednéske nebudeme vymenovéavat vSetky pouzivané pravidld a ukazovat si dokazy
tvrdeni pomocou tychto pravidiel — ak by vas tato problematika zaujala, opét sa moZete obra-
tit na prednédsky a texty venované Specidlne logike. Pokial budeme chcief overit a pravdivost
nejakého vyroku s kvantifikitormi, budeme sa drzat zdravého rozumu — budeme postupovat
tak, ako by sme o tychto vyrokoch uvazovali v obvyklom jazyku a v kazdodennych situaciach.
(Je pravda, Ze v kazdodennych situdciach neuvazujeme o mnozindch, pokojne si vak moZeme
pomdct tym, Ze pod vyrokom (Va)P(x) si namiesto ,kazdd mnozina m4 vlastnost P(x)“ na
chvilu predstavime napriklad vyrok ,kazd4 gulécka v tomto vrecku je modra“, podobne pod
(3x)P(x) si mozeme predstavit vyrok ,niektord gulocka v tomto vrecku je modra“.)

Priklad 2.1.7 (Negécia vyrokov s kvantifikdtormi). Zdovodnime platnost vyroku
=[(Vz)P(z)] & (Fz)-P(x).

Lavéa strana uvedenej ekvivalencie znamenad, Ze nie vSetky objekty, s ktorymi pracujeme
maju vlastnost P(z). To je ale presne to isté, ze medzi nimi existuje aspoii jeden objekt, ktory

2Tu pouzivame symbol €, pricom = € A oznacuje, Ze = je prvkom mnoziny A. Vyznamom tohoto symbolu
sa budeme zaoberat neskor, zatial si jednoducho mézete predstavit, zZe nase univerzum je v tomto pripade A.

11
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12 Logika prvého radu

tto vlastnost nemé, a teda spliia =P(z). (Ak nie je pravda, Ze vietky gulocky v nasom vrecku
st modré, musi byt medzi nimi aspoii jedna inej farby.)

Podobnym sposobom si mézeme ozrejmit, ze plati ekvivalencia
=[(3x)P(z)] & (Vz)-P(x).

(Tato ekvivalenciu mozeme odvodit z predchadzajicej aj jednoducho znegovanim oboch strén
v predchédzajicej ekvivalencii — pozri ilohu ))

Obidve tieto ekvivalencie ¢asto pouzivame, ak potrebujeme znegovat vyrok obsahujuci
kvantifikdtor. Strucne sa dajia zhrnat tak, Ze zmenime kvantifikdtor a virok pod nim znegu-
jeme.

Priklad 2.1.8. Pokiisme sa znegovat vyrok
R(z) := (Vz)[P(z) = (Fy)Q(z,y)].

Postupne dostaneme

~R(z) ©(@r)-[P(z) = (Fy)Q(z,y)] &
(F)[P(z) A =(Fy)Q(z,y)] <
(F)[P(z) A (Vy)-Q(z,y)]

Okrem pravidiel na negovanie vyrokov s kvantifikdtormi sme pouzili negaciu implikacie —

pozri priklad [2.1.1f).

Priklad 2.1.9. Skasme nejaky praktickejsi priklad. Najprv sa pokiisme pomocou kvantifi-
katorov zapisat, Ze postupnost redlnych éisel (z,)52, konverguje. To znamend, Ze existuje
realne cislo, ktoré je limitou tejto postupnosti:

(3L € R)(Ve > 0)(Ing € N)(Vn € N)[n > ng = |z, — L] < ¢].
Podla pravidiel, ktoré sme uviedli, je negéicia tohoto vyroku
(VL € R)(Fe > 0)(Vnp € N)(In € N)[n > ng A |z, — L| > €].

V matematickej analjze ste mozno niekedy pouzili overenie tohoto vyroku na dékaz toho, ze
postupnost nekonverguje.

V skutoc¢nosti sme tak trochu podvédzali — namiesto (3L € R)(Ve) ... by sme mali podla
nasej dohody pisat (3L)[L € R A {(Ve)...}]. (Podobne ako sme to urobili v poslednej ¢asti
tvrdenia, ktort sme mohli zapisat v tvare (¥n > ng)|z, — L| < €.) Mozete si skusit rozmysliet,
ze aj keby sme uvedené vyroky podrobnejsie rozpisali takymto spésobom, ako negaciu by sme
dostali to isté. Cize pravidla na negovanie vyrokov s kvantifikdtormi funguji aj ak premenné
vyberame len z urcitej mnoziny.

Po odbocke venovanej negaciam vyrokov s kvantifikdtormi sa eSte na chvilu vrafme k ove-
rovaniu pravdivosti takychto vyrokov. V priklade sme pre dany vyrok overili, ze je
pravdivy. Ukézme si aspon jeden priklad, kde zdévodnime, Ze nejaky vyrok obsahujtci kvan-
tifikdtory nepravdivy. (V cvideniach k tejto podkapitole néjdete dalsie vyroky, o ktorych méate
rozhodnt, ¢i st pravdivé alebo nie a svoje tvrdenie zdovodnit.)

Priklad 2.1.10. Chceme overit, ¢i vyrok

[(V2) P(z) = (V2)Q(2)] = [(Va)(P(z) = Q(x))]

12
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je pravdivy alebo nie. Po chvili uvazovania prideme na to, ze tento vyrok asi neplati. Radi
by sme to zdovodnili tak, Ze najdeme konkrétny priklad vyrokov, P(z) a Q(x) pre ktoré to
neplati.

Sktisme uvazovat napriklad vyroky o redlnych ¢islach:

P(z):=(x >2)
Q(z) = (x > 3).
(Pokial chceme zdéraznif, Ze ide o redlne éisla, mozeme pisat P(z) := (x € R) A (z > 2) a

Q(z) :== (z € R) A (z > 3). Uz sme vsak uviedli, Ze sa zaoberdme redlnymi ¢islami, takze aj
ked to explicitne nenapiSeme, vSetky vyskyty kvantifikdtorov chdpeme tak, Ze sa vztahuju na
redlne ¢isla.)

Pozrime sa najprv na lavi stranu implikdcie, ktorej neplatnost chceme ukazat, t.j. na
vyrok (Vz)P(z) = (Vx)Q(z). Tento vyrok plati, lebo lava strana implikicie, t.j. (Vz)(z > 2),
je nepravdivé. (Tvrdenie x > 2 neplati pre vSetky redlne ¢isla.)

Teraz sa pozrime na vyrok (Vz)(P(z) = Q(z)), t.j. (Va)(z > 2 = x > 3). Tento vyrok je
nepravdivy. Implikicia (z > 2 = z > 3) neplati napriklad pre z = 3.

Cize vjrok, o ktorého pravdivosti chceme rozhodniit, je ekvivalentny si implikaciou 1 = 0,

a teda je nepravdivy.

Viazany a volny vyskyt premennej O viazanom vyskyte premennej vo vyroku hovo-
rime v pripade, Ze sa vyskytuje v kvantifikidtore, viskyt bez kvantifikdtora nazyvame volns.
Ukézme si to na jednoduchych prikladoch:

(Vz € R)z% > 0 — v tomto vyroku je x viazana premenna,

22 >0 - tu je 2 volnou premennou,

r=2A(Vx € R)z? > 0 - v tomto vyroku sa premennd = vyskytuje dvakrat, prvy vyskyt je
volny a druhy viazany. Znamena to, Ze prvé x ,nie je to isté“ x ako druhé. Preto je vyhodnejsie
(zrozumitelnejsie) tento vyrok nahradit ekvivalentnym vyrokom z = 2 A (Vy € R)y? > 0.

Cvicenia
Uloha 2.1.1. Dokéite, Ze nasledujice vyroky st tautoldgie:
a) (~pVq) = (p=q)
b) (p=q) < [(p=q) N (g=p)]
~(pNg) = (-pV —q)
)

~(p=q) = (pA—q)
(p=—q)=—-p
h)) (p=-p)=p = (p=-p=-p

c)

d) (pAg)=r)e (= (g=71))
e) (peq) e (-pe )

f)

g)

be@enebel@en])p==r]ep=(q=r)
Uloha 2.1.2. Dokézte, ze nasledujtice vyroky su tautoldgie:
a) (pVq) & (qVp);
b) (pAq) < (¢ A p);

c)pVigVvr)e (pVgVr
d)pA(gAr) & (pAg) Ar

e) (pVp) < p;

f) (pAp) & p;

g) pVignr)<(pVa AV
h) [pA(gvr)ellpArg VAT
i)[pV(pAqg)] e p;
AVl ep
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14 Logika prvého radu

Uloha 2.1.3. Zistite, ¢i uvedené vyroky st tautolégie. Svoje tvrdenie zdovodnite (ak ide
o tautoldgiu, tak to dokazte; ak nie, uvedte kontrapriklad).
a) p < —p;

-p & (p= p);

(pAaq)=p;

p= —p;

(pVa)=p;

(p=q)= (p= (gA7));

(p=(gAr)) = (p=q);

PNV =g

i) [p=(rv-q)l=I[p=q={@=r)
(p=aA(@=nr)]=(p=aq)

FRocacTe

—-
N Na
~—

J

Uloha 2.1.4. Ukazte, Ze operacie -, A, V, =, < mézeme definovat pomocou:
a) negacie a konjunkcie,
) negéacie a disjunkcie,
¢) negécie a implikacie,
d) logickej spojky NAND definovanej ako PNAND Q < —(P A Q),
e) logickej spojky NOR definovanej ako PNAND Q < —(P V Q).
U

Jloha 2.1.5. Rozhodnite, ¢ st uvedené vyroky pravdivé. Svoje tvrdenie zddvodnite.

a) [(Vz)P(z) = (V2)Q(z)] = (Va)(P(z) = Q(z))
b) (F2)(P(z) A Q(z)) < [(Bz)P(z) A (32)Q(z)]
¢) (F2)(P(z) vV Q(z)) & [(3z)P(z) V (32)Q(z)]
d) (Vz)(P(z) A Q(z)) & [(Vz)P(z) A (V2)Q(z)]
e) (Vz)(P(z) vV Q(z)) & [(Vz)P(z) V (Vz)Q(z)]
f) (Vz)(P(z) = Q(z)) < [(FzP(z)) = (F2)Q(z)]
g) [(V2)(Vy)(R(z,y) = —R(y,x))] = (Va)=R(z,z)

Uloha 2.1.6. Pre vyrokovt funkciu P(z,y) uvazujme vyroky Pi(z,y) = (Vz)(Vy)P(z,y),

= (%2)3y) Pl ), Ps = (F)(¥)P(e,1), Pa = (32)(30) P(,), P = (¥9)(v2) Pz )
Ps = (Vy)(3x)P(x,y), Ps = (Yy)(3z)P(z,y), Pr = (3y)(Vx)P(z,y), Ps = (Jy)(3z)P(x,y).
a) Ukézte, Ze pre tieto vyroky plati: P, & Ps, Py < Ps a

Py — P

SN,
N,/

PP,

b) Ukézte na priklade, ze implikicie v predchadzajicom diagrame nemozno nahradit ekvi-
valenciami.

¢) Ukézte na priklade, Ze nemusia platit ekvialencie P3 = P, a P = Pg.

Toto cvidenia sa d4 struc¢ne zhrnif tak, Ze vSetky vztahy medzi vyrokmi P, ..., Py su tie,
ktoré s naznacené v uvedenom diagrame.

Uloha 2.1.7. Nech p je vyrok a Q(z) je vyrokova funkcia. Overte, ¢ platia ekvivalencie:
a) pA (F2)Q(z) < (3z)(p A Q());

14
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Uloha 2.1.8. Znegujte nasledujiice vyroky. St tieto vyroky (alebo ich negécie) pravdivé, ak
vyrokové premenné berieme z N, Z, Q, R, C (s obvyklym s¢itovanim, ndsobenim, usporiada-

nim)?
a) (Vo,y)(2? = y* = = = y);
b) (Vz)(3y) (2> = y);
¢) (Vz)(Iy)(2® = y);
d) (Va,y)(3z)(z +y = 2);
e) (3r)x? # 0;
f) (Va)2? < 0;
g) (Vr)z? < a.

2.2 Naivna teodria mnozin a jej paradoxy

Zakladom pdvodného Cantorovho pristupu k tedrii mnozin je nasledujica definicia mnoziny:
»,Mnozina je akjkolvek systém objektov, jednoznacne vymedzeny nejakou vlastnostou.“ Inak
povedané, mnozinu si mdzeme predstavif ako novy ndzov pre nejaky systém objektov, ¢o
nam umozni struc¢nejsie a jednoduchsie vyjadrovanieﬂ

Stcéasne s mnozinami mézeme robif rézne operécie, utvarat nové mnoZiny pomocou nie-
ktorych vlastnosti. Napriklad prienik mnozin A a B je takd mnozina, do ktorej patria prave
prvky spliiajiice podmienku (z € A)A(x € B), &ize opét je to systém objektov uréeny nejakou
podmienkou. Struéne to modzeme zapisat

ANB={z;(zx € A) A (x € B)}.
Potom namiesto ,,vSetky racionélne ¢isla leziace v intervale (0,1)* moZeme pouzit struénejsi

mnozinovy zapis Q N (0, 1).

RussellovEI paradox. Vidime teda, ze kazdej podmienke zodpoveda nejakd mnozina prv-
kov spliiajtcich tito podmienku. Specidlne, pokial nepouzijeme Ziadnu podmienku (inak
povedané, pouzijeme prazdnu podmienku) dostaneme mnozinu vSetkych mnozin (vSetkych
objektov). Mohli by sme ju definovat napriklad ako

Set = {z;2 =z},

kedze podmienku = = z splita kazdy objekt.
Uvazujme teraz podmienku z ¢ x. Pomocou nej dostaneme mnoZinu

A=A{z;z ¢ z}

takych mnozin, ktoré nie st svojimi vlastnymi prvkami. Polozme si otazku, ¢i do tejto mno-
ziny patri aj mnozina Set vSetkych mnozin. Na jednej strane vieme, ze mnozina Set obsahuje

3Samozrejme, tedria mnozin nam poskytuje omnoho viac, nez len jednoduchsi spésob vyjadrovania. V tejto
casti v8ak chceme hlavne ilustrovat problémy, ktoré vznikajt v naivnej teérii mnozin, aby sme si hned potom
mohli ukdzat, ako ich mozZno axiomatickym pristupom odstranif. Skuto¢ne zaujimavé vysledky a aplikacie
tedrie mnozin stretneme az v dalsich kapitolach.

4Bertrand Russell (1872-1970), britsky matematik a filozof
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16 Zermelov-Fraenkelov axiomaticky systém

vSetky mnoziny, teda aj samu seba. To znamend, ze Set € Set, a teda Set € A. Stcasne si
vSak vSimnime, ze podmienka Set € Set je presne negéaciou podmienky urcujicej mnozinu
A, ¢o znamend, ze Set ¢ A. Dostali sme teda dva navzajom si odporujice vyroky Set € A
a Set ¢ A, o je spor.

Zd4 sa, ze tento paradox bol spdsobeny tym, Ze Set je akdsi neobvykla, prilis velka
mnozina. CiZe by mozno pomohlo, keby sme sa nejakym spdsobom vedeli vyhybat ,prilis
velkym mnozindm*“. Toto vSak nie je jediny typ paradoxov, aké v naivnej tedrii mnozin
vznikali.

Berryho paradox Zadefinujeme taktito podmnozinu prirodzenych ¢isel
B = {n;n je prirodzené ¢islo, ktoré sa d& definovat najviac 20 slovami slovenského jazyka}.

Napriek tomu, ze slovensky jazyk je velmi bohaty, obsahuje len kone¢ne vela slov, nech ich je
povedzme N. Kombinéciou 20 slov dostaneme teda najviac N2° slov, ¢o je stale koneény po-
éet. Existuje teda nekonecne vela prirodzenych ¢isel, ktoré nepatria do mnoziny B. Ozna¢me
najmensie z nich ako n. Zrejme n ¢ B, ¢o znamen4, Ze

n je najmensie prirodzené ¢islo, ktoré sa neda popisat najviac 20 slovami slovenského jazyka.

Préve sme vSak ¢islo n popisali menej ako 20 slovami slovenského jazyka, a teda n € B. Opit
dostavame spor.

7Zd4 sa, ze takymto problémom by sa dalo vyhnut, keby sme upresnili, ¢o rozumieme
pod pojmom ,vlastnost“, ked hovorime o tom, Ze mnozina je stibor prvkov uréenych nejakou
vlastnostou.

2.3 Zermelov-Fraenkelov axiomaticky systém

V casti sme videli, Ze potrebujeme spresnit pravidla, pomocou ktorych moZzeme vytvarat
mnoziny, ak chceme dostat tedriu v ktorej sa nebuda daf odvodif sporné tvrdenia. Prave to
je ucelom axiomatizacie tedrie mnozin, ktora si predstavime v tejto podkapitole.

Teoéria mnozin je zaloZzend na dvoch primitivnych pojmoch — tak nazyvame pojmy, ktoré
nedeﬁnujemeE] St to pojmy mnoZina a patri (oznacujeme €).

Jediné objekty, o ktorych budeme v ramci tedrie mnozin hovorit, budi mnoZiny. Strucne
povedané: ,Vsetko je mnozina.“. Jedna mnoZina moZe patrit do inej mnoziny. Tento fakt
oznacime a € b, jeho negiciu budeme zapisovat a ¢ b.

Poznamka 2.3.1. Na zédklade predchadzajicich riadkov by sa mohlo zdat, Ze napriek tomu,
ze nazov prednasky je tedria mnozin, sa na nej nedozviete, ¢o je to vlastne mnozina je. Nie je to
celkom tak — pretoZe o chvilu uvedieme viacero axiém popisujicich, ako sa mnoZiny spravaja.
Tieto axidmy nam teda hovoria, aké sa vlastnosti mnoziny, ¢o je vlastne to najdolezitejsie,
¢o potrebujeme o mnozinach vediet.

S podobnou situiciou ste sa uz viackrat stretli na inych matematickych predmetoch. Na-
priklad pri skiimani grip nezaleZalo na tom, aké maju prvky — grupy, ktoré boli izomorfné
(=mali rovnaké grupové vlastnosti) sme povazovali z hladiska tedrie grap za rovnaké. Izomor-
fizmus medzi dvoma grupami znamen4 vlastne, Ze ich nemozno rozlisit grupovo-teoretickymi
prostriedkami. Podobne to bolo i v pripade vektorovych priestorov v prvom ro¢niku na line-
arnej algebre.

5Primitivnym pojmom sa neda vyhnat. Ak by sme kazdy pojem chceli definovat pomocou este jednoduch-
$ich pojmov, dostali by sme tak nekonec¢nu retaz definicii, ktoré zavisia jedna od druhej.
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2.3.1 Jazyk tedrie mnozin

V predchadzajiacej podkapitole sme hovorili o tom, Ze mnozina je sibor prvkov urcenych
nejakou vlastnostou. Berryho paradox nés presveddil o tom, Ze nemézeme pouzivat plne
lubovolné vlastnosti, iba dostato¢ne ,rozumné“. V tejto Casti sa s pouzitim logiky prvého
radu pokisime formalne zadefinovat, akymi vlastnostami mnozin sa budeme zaoberat.

Tedria mnoZin bude obsahovat viacero axiém o mnozinach, z ktorych budeme o mnozi-
nach moct odvodit rozne tvrdenia. Tieto tvrdenia a axiémy budt mat podobu formul tedrie
mnozin.

Vsetky formuly budi zostavené z premenngch ozna¢ujicich mnoziny (budeme pouzivat
pismena a,b,c,...,z, A, B,..., Z, pripadne ay, asg, ... ), symbolov = (oznacuje rovnost mno-
Zin), €, =, A, V, =, <, 3, V a pomocnych symbolov (, ), [, ], {, } podla pravidiel popisanych
v nasledujicej definicii:

Definicia 2.3.2.
1. Ak z, y st mnozinové premenné, tak (z = y) a (z € y) st formuly teérie mnozin. (Tieto
dva typy formtl nazyvame atomické formuly.)
2. Ak ¢, ¥ st formuly tedrie mnozin, tak aj zapisy —@, ¢ A, p Vb, o = 1 a ¢ < P su
formuly tedrie mnozin.
3. Ak x je mnozinova premenna a ¢ je formula tedrie mnozin, tak ((3z)p) a ((Va)yp) st
tiez formuly tedrie mnozin.
Za formuly teorie mnoZin povazujeme len atomické formuly a formuly, ktoré z nich vieme
ziskat pouzitim koneéného poctu uvedenych pravidiel.

2.3.2 Axiémy systému ZFC

Teraz uvedieme jednotlivé axiémy tedrie mnozin a pri niektorych struéne spomenieme aj
motivaciu pre ich zavedenie a ich najzakladnejsie dosledky. Axiomatizacia, ktora tu uvedieme,
nie je jedind pouzivand, je vSak najrozsirenejsia. Nazyva sa Zermelov-Fraenkelov systém.
(Odtial pochadzaju pismend ZF, pismeno C zastupuje axiému vyberu — Axiom of Choice.
Pokial vynechdme axiému vyberu, dostaneme systém ZF.) Kvoli jednotnosti budeme pouzivat
rovnaké ¢islovanie axiém ako v [SS|, hoci sme zvolili o ¢osi iné poradie. Spolu s axiémami
spomenieme aj niektoré jednoduché tvrdenia, ktoré z nich vyplyvaju.

Axiéma I (Axiéma extenzionality).
(Vo) (Vy)[(z = y) & (V2)(z € z & 2z € y)]

Dve mnoziny sa rovnaju prave vtedy, ked obsahuju rovnaké prvky.

Tato axiéma vlastne popisuje zékladnt vlastnost mnozin — mnozina je jednoznac¢ne urcené
prvkami, ktoré obsahuje.

Viacero dalsich axiém sa zaoberéd tym, existenciou niektorych mnozin a vytvdranim no-
vych mnoZin z uz existujucich mnozin. Napriklad je pomerne prirodzené pozadovat existenciu
aspoii jednej mnoziny, aby nas axiomaticky systém nebol Gplne bezobsazny. Tato vlastnost
mozeme formélne zapisat napriklad takto.

Axiéma IV (Axiéma existencie).
(Bz)(z = z)

Existuje aspon jedna mnozina.

17
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18 Zermelov-Fraenkelov axiomaticky systém

Pre kazdt mnozinu plati z = 2 vdaka vlastnostiam vzfahu rovnosti.
Nasleduja 2 axiémy popisujiice vytvaranie mnozin z inych mnozin.

Axiéma II (Axiéma zjednotenia mnozin).
(VA)BU)(V2)(z € U & (Fa € A)(z € a))

Pre Tubovolnt mnozinu A existuje takd mnozina U, ktord obsahuje préave tie prvky, ktoré
patria do niektorej z mnozin patriacich do A.

Definicia 2.3.3. Mnozinu U z predchadzajicej axiémy nazyvame zjednotenie systému A a
ozna¢ujeme |J A.

Z axiémy extenzionality je zrejmé, Ze mnoZina | J A je uréend jednoznacne.
Axiéma IIT (Axiéma dvojice).
(VA)(VB)(3C)(Vz)[z € C < (2 =B)V (2 = ()]

Ak a, b st mnoziny, tak existuje mnozina ktoréd obsahuje prave prvky a, b a ziadne iné. Tuto
mnozinu oznaéime {a,b}.

Tvrdenie 2.3.4. Pre lubovolné mnoZiny A, B existuje takd mnoZina C, do ktorej patria
prdave prvky patriace do mnoziny A alebo do mnoZiny B. Tuto mnoZinu oznacujeme AU B a
nazyvame zjednotenie mnozin A a B.

Dékaz. Ak A, B st mnoziny, tak podla axiémy dvojice existuje mnozina {A, B} a podla
axiémy zjednotenie existuje mnozina C, ktord obsahuje prave prvky patriace do niektorej
z mnozin A, B. O

Dalsou aplikéciou axiémy dvojice je nasledujtce jednoduché tvrdenie:

Tvrdenie 2.3.5. Pre kaZdu mnozZinu a existuje jedind mnozina A, ktord obsahuje a ako
jediny svoj prvok, t.j.
z€A& z=a.

Tiito mnoZinu oznadujeme {a}.

Dokaz. Na dokaz existencie staci pouzit axiému dvojice pre dvojicu mnoZin a, a. Jednoznad-
nost vyplyva z axiémy extenzionality. O

Nasledujtica axiéma vlastne zahfiia nekonecne vela axiom — jednu pre kazd( formulu
tedrie mnozin. Preto hovorime o schéme axiém.

Axiéma V (Schéma axiém vymedzenia). Nech ¢(z) je formula tedrie mnozin, ktord
neobsahuje B ako volni premennii. Potom plati

(VA)(3B)(V2)(z € B z€ AN p(2))

Pre kazdi mnozinu A existuje mnozina B obsahujica prave tie prvky z A, pre ktoré je
pravdivy vyrok ¢(z), ktory dostaneme nahradenim vSetkych volnych vyskytov premennej x
premennou z. Tato mnoZzinu budeme oznacovat

B:={x € A;p(x)}.

18
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Vsimnime si, Zze s podobnym sposobom tvorby mnozin sme sa uz stretli v cCasti
Nastala vSak jedna drobnéd zmena — do novovytvorenej mnoziny patria len prvky z nejakej
vopred danej mnoziny s danou vlastnostou. Teda pomocou tejto axiémy nemdZzeme zopakovat
postup, ktory sme urobili pri odvodeni Russellovho paradoxu.

Tato schému axiém budeme velmi dasto vyuzivat, ako ukazku si moézeme ukdzat existenciu
prézdnej mnoziny.

Tvrdenie 2.3.6. Ezistuje (prdve jedna) mnoZina 0 s vlastnostou

(Vz)(z ¢ 0).
Tuto mnoZinu nazyvame prazdna mnozina.

Doékaz. Jednoznacénost Tahko vyplyva z axiémy extenzionality. UkdZeme existenciu.
Podla axiémy existencie existuje aspon jedna mnozina z. Definujme teraz mnoZinu

0:={z€ux;z+#z}.
O

Mozeme poznamenat, Ze v niektorych textoch sa namiesto axiémy existencie uvddza ako
axiéma existencia prazdnej mnoziny. Z predchadzajiceho tvrdenia je zrejmé, ze takto do-
staneme ekvivalentny systém axiém — pomocou ostatnych axiém vieme z axiémy existencie
dokézat existenciu prdzdnej mnoZiny a obratene.

Schému axiém vymedzenia pouZijeme napriklad aj v nasledujicej podkapitole, ked bu-
deme definovat viaceré mnozinové operécie. Na tomto mieste este zadefinujeme prienik dvojice
mnozin.

Tvrdenie 2.3.7. Pre lubovolné dve mnoziny A, B existuje prdve jedna mnoZina C, ktord
obsahuje prdave tie proky, ktoré€ patria sicasne do A aj do B. Tuto mnoZinu nazjvame prienik
mnozin A a B a oznacujeme ju AN B.

Dokaz. Mnozina
ANB={x€ A;x € B}

existuje podla schémy axiém vymedzenia pouzitej pre mnozinu A a formulu x € B.
Jednoznacénost vyplyva z axiémy extenzionality. O

Definicia 2.3.8. Mnoziny A a B sa nazyvaju disjunkiné, ak ANB = (), t.j. ak maji prazdny
prienik.

Pred uvedenim dalSej axiémy budeme potrebovat este jednu definiciu, ktord ndm umozni
tato axiému strucnejsie zapisat.

Definicia 2.3.9. Ak A, B st mnoziny, tak hovorime, ze A je podmnoZinou B, ak kazdy
prvok mnoziny A je prvkom mnoziny B. Tento fakt oznacime A C B.

AgB(g(VZ)(ZEA:>Z€B)

Vidime teda, ze A C B je tiez formula tedrie mnozin. Budeme ju asto pouzivat ako
struénejsi zapis namiesto dlhsej formuly na pravej strane predchadzajicej ekvivalencie.

Axiéma VI (Axiéma potenénej mnoZiny).
(VA)Y3P)(Vz)(z € P& 2z C A)

Pre kazd( mnozZinu A existuje mnozina P pozostavajica prave z podmnozin mnoziny A.

19



20 Zermelov-Fraenkelov axiomaticky systém

Definicia 2.3.10. Mnozinu vSetkych podmnoZin mnozZiny A nazyvame potencénd mnozina
mnoziny A a oznacujeme P(A).

P(A) = {B; B C A}

Axiéma VI teda vlastne zarucuje existenciu potencnej mnoziny pre kazdd mnozinu.
Kvoli zostruéneniu nasledujicej axiémy zavedme eSte jeden symbol.

Definicia 2.3.11. Symbolom (3!z)P(z) oznacujeme fakt, Ze existuje jedind mnoZina x
s vlastnostou P(z).

Vsimnime si, Ze sme tym nepridali ni¢ nové k jazyku logiky prvého rddu, kedZe ten vyrok
vieme ekvivalentne prepisat napriklad takymto spdsobom

(Jz)P(z) & 3z)(P(z) A (Vy)(P(y) = y = 2)).

Zapis (Ilx) P(x) modzeme teda chapat ako skratku zépisu na pravej strane. V pripade, ze P(z)
je formula tedrie mnozin, predstavuje aj tento zapis formulu tedrie mnozin.

Pre Gplnost uvedme aj ostatné axiémy, hoci ich vyznamom sa budeme podrobnejsie za-
oberaf neskor.

Axiéma VIII (Schéma axiém substitiicie). Nech ¢(z,y) je formula tedrie mnozin, ktord
neobsahuje B ako volnii premennii. Potom plati

(VA)[(Vz € A)By)e(x,y) = (3B)(Vz)(z € B (3z € A)p(z, 2))).

Vyznam tejto axiémy by mohol bude jasnejsi po zavedeni pojmu funkcie — pozri po-
znamku Poznamenajme tieZ, Ze zo schémy axiém substitiicie vyplyva schéma axiém
vymedzenia. Obe axiémy sa vSak zvyknu uvadzat, do istej miery snad z historickych dévodov
(schéma axiém substittcie bola do axiomatického systému tedrie mnozin zahrnuté neskor) a
azda aj preto, ze schéme axiom vymedzenia je podstatne jednoduchsia a nazornejsia.

Axiéma (Axiéma regularity).
(VA)[(3B)(Be A) = (3B € A)—[(Fc)(ce AANc e B)|
Kazda neprazdna mnozina obsahuje mnozinu, ktora je s iou disjunktné.

Z axiémy regularity sa d4 pomerne Tahko odvodit, Ze pre kazdd mnozinu plati z ¢ x, preto
by sa mohlo zdat, Ze jej zavedenie bolo do istej miery motivované Russellovym paradoxom.
V skuto¢nosti dévody na zavedenie tejto boli iné, my sa nimi nebudeme detailne zaoberat.

Tvrdenie 2.3.12. Pre lubovolni mnoZinu plati x ¢ x.

Doékaz. Ak x je mnozina, tak podla tvrdenia existuje mnozina A := {z}. Podla axiémy
regularity existuje B € A také, ze BN A = (). Lenze ak B € A, tak B = = (ked%e mnozina A
je jednoprvkova) a dostdvame z N {z} = (), ¢o znamena, ze = ¢ x. O

Na prvy pohlad by sa mohlo zdat, ze axiému regularity
Axiéma X (Axiéma nekoneénej mnoziny).

FAP € AN (z € A= zU{z} € A)
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KedZze sme uz ukézali, Ze pre Tubovolné = plati ¢ x, znamena to, ze z U {z} # = a
sposobom popisanym v tejto axiéme pre kazdy prvok x priddvame nejaky novy prvok. Ked
zactneme z prazdnej mnoziny, kazdd nova mnozina, ktora takto vytvorime, je vlastnou nad-
mnozinou tej predchadzajicej. Teda potom mnoZina A skutoéne mé nekonecne vela prvkov.

Doteraz uvedené axiémy sa zvykna oznadovat ako axiomaticky systém ZF. Po pridani
nasledujicej axiémy uz dostaneme cely systém ZFC.

Axiéma VIII (Axiéma vyberu).

(VS)[(VA € S)(A £ DA(YA € S)(VB € S)(A # B = ANB = ) = (3V)(VA € 8)(3z)(VNA = {z})]

Ak S je systém disjunktnych mnozin, tak existuje mnozina B, ktord ma s kazdou z tychto
mnozin jednoprvkovy prienik.

Axiéma vyberu je velmi doélezitd axidma. Neskor si uvedieme zrozumitelnejsiu ekviva-
lentni formuléciu tejto axidomy. Axiémou vyberu sa budeme podrobne zaoberat v kapitole
7 formulécie, ktort sme uviedli, by v8ak mohlo byt jasné, preco sa nazyva axiéma vyberu —
mnozina B z kazdej mnoziny patriacej do S ,vyberd® prave jeden prvok.

Velmi dobre napisané poznamky o motivacii a vyzname jednotlivich axiém si moéZzete
precitat napriklad v [Z] s.79783]|ﬂ (Mozete si tam preéitat aj o axiémach, ktorymi sa v tomto
texte podrobne nezaoberdme, ako je axiéma regularity.)

2.4 Operacie s mnozinami

V tejto Casti sa budeme venovaf niektorym operdciam s mnozinami a ukézeme si tvrdenia,
ktoré o nich platia. Tieto vysledky maji velmi jednoduché a nazorné dokazy, preto sa od
vas oCakéva, ze takéto tvrdenia budete schopni samostatne dokazovat a ba dokonca aj na ne
prist, ked ich budete potrebovat pouzit.

V predchadzajicej kapitole sme definovali vztah , byt podmnozinou“, ktory sa zvykne
nazyvat aj inkliziou.

AgBi‘éf(Vz)(zeA:zeB)
Nasledujuce tvrdenie zhina zakladné vlastnosti inklazie.

Tvrdenie 2.4.1. Nech A, B, C st lubovolné mnoZiny. Potom plati:
(i) Pre kaZdi mnoZinu plati A C A.
(i) A = B prdve vtedy, ked AC BA B C A.

(iii) Ak plati ACB aBCC, tak ACC.

Dokaz. Uvedené tvrdenie je ekvivalentné s platnostou implikicie z € A = z € A pre
lubovolné x. Pravdivost tejto implikicie vyplyva z tautolégie r = r ak v nej za vyrok r
dosadime x € A.

Vyplyva priamo z definicie podmnoziny (s pouzitim axiémy extenzionality a tautolégie
z tlohy 2.1.1p)).

Staéi pouzit tautolégiu (p = ¢) A(g=71) = (p=1). O

Tvrdenie [2.4.1{(ii) niekedy budeme pouzivat na dokaz rovnosti mnozin — moézeme dokazo-
vat to, ze mnoziny A a B sa rovnaju tak, ze zvlast dokdZeme inkluzie A C B a B C A.

6T4to kniha je volne dostupné na internete
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Definicia 2.4.2. Ak A je podmnozina B a stfasne A # B, tak hovorime, 7e A je vlastnd
podmnozina mnoziny B. Oznacdenie A C B.

ACB& (ACB)A(A#B)

Poznamka 2.4.3. V tomto texte pouzivam C na oznadenie podmnoziny a C na oznacenie
vlastnej podmnoziny. Toto oznacenie som zvolil z toho dovodu, Ze som sa chcel vyhnut
moznym nedorozumeniam. Dost ¢asto sa na oznadenie inklizie pouziva C, najdu sa vSak
aj texty (hoci zriedkavejsie), v ktorych C je symbolom pre podmnozinu, zatialéo C oznacuje
vlastnii podmnozinu.

Budeme teraz pokracovat tym, Ze pripomenieme niektoré operacie, ktoré sme definovali
v predchédzajicej podkapitole a zadefinujeme niekolko novych.
Pre dvojicu mnozin sme zatial zadefinovali zjednotenie a prienik mnoZzin.

AUB ={z;z € AVz <€ B}
ANB={z € A;z € B}

Tieto operacie st zndzornené na obrazku pomocou Vennovych diagramov. (Vennovym
diagramom sa este budeme podrobnejsie venovat v Casti )

AUB

Obr. 2.1: Zjednotenie a prienik dvoch mnozin

Na tomto mieste si mdzeme pripomentut, Ze pre koneéné mnoziny ste sa na diskrétnej
matematiky naudili vypodéitat pocet prvkov zjednotenia dvoch mnozin:

|[AUB|=|A|+|B|—|ANB|.

(Podobné vztahy pre viac ako dve mnoziny viete takisto odvodit pouzitim principu zapojenia
a vypojenia.)

Na priklade tychto dvoch operdcii si ukdzeme, ako mozeme dokazovatf rozne mnozinové
identity. (Kedze vsak ide o jednoduché dokazy, ktoré sa daju Tahko previest na overovanie
tautoldgii, vii¢sinu z nich ponechdme ako cvicenie.)

Tvrdenie 2.4.4. Nech A, B, C' si mnoZiny. Potom plati:

(i) Au(BUC)=(AUB)UC, AN(BNC) = (ANB)NC (asociativnost operdcit U a N);
(ii) AUB=BUA, AN B = BN A (komutativnost operdcii U a N);

)
)
(ili) DUA=A, 0NA=0;
(iv) AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AUB)N(AUC) (distributivnost);
(v) AnNA=A, AUA = A (idempotentost operdcii U a N)
(vi) AN(AUB)=A, AU(ANB) = A (zdkony absorpcie).
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Dokaz. Na zéklade axidmy extenzionality sa dve mnoziny rovnaju prave vtedy, ked obsa-
huji rovnaké prvky. Teda ndm staci ukézat, ze plati

xr€e AU(BUCQ) & xr€e(AUB)UC.

Priamo na zéklade definicie zjednotenia mozeme vyrok z € AU (B U C) prepisat ako (z €
A)V [(z € B)V (x € C)]. Podobne vyrok na pravej strane ekvivalencie je ekvivalentny
s vyrokom [(x € A) V (z € B)| V (z € C). Ak si teda oznacime p := (x € A), q:=(x € B) a
r:= (z € C), tak vlastne mame dokazat

pVi(gVvr) & (pVaq)Vvr,

¢o je presne tautoldgia z tlohy [2.1.2h).
Velmi podobnym spdsobom sa dé druhd cdast tohoto tvrdenia previest na tautoldgiu

p12b). 0

V predchéidzajicom dokaze sme videli jeden mozny spésob dokazu mnozinovych identit —
zaloZeny na tom, ze dokazovanu identitu prevedieme na tautolégiu, ktort potom overujeme.
Inou moznostou je dokaz spocivajuci v algebraickej manipuldcii — pokial mame uz dokézany
dostato¢ne vela identit, mézeme ich pouzit na dokaz novych identit; takyto postup si ukdzeme
napriklad v priklade V zévere tejto podkapitoly sa budeme este venovat metdde dokazu
mnozinovych identit pomocou Vennovych diagramov.

Niekedy budeme potrebovat urobif prienik nie len jednej mnoZiny, ale celého systému
mnozin.

Ak S je mnozina, tak podla axiémy zjednotenia existuje jej zjednotenie, ktoré budeme
oznadovat | JS. Dost ¢asto hovorime v takomto pripade o zjednotent systému mnoZin, pretoze
jednotlivé prvky mnoziny S chiapeme ako mnoziny.

Budeme ¢asto pouzivat aj dve dalSie oznacenia pre zjednotenie systému mnozin, konkrétne

U A av pripade, ze S = {4;;i € I}, tak zjednotenie tohoto systému oznaéime |J A4;.
Aes iel

Poznamenajme, Ze zépisom S = {A;;i € I} rozumieme to, Ze pre kazdy prvok mnoziny
i € I je jednoznacéne uréend mnozina A;. Potom podla schémy axiém substiticie existuje aj
mnozina {A;;i € I} a podla axiémy zjednotenia existuje zjednotenie tejto mnoziny.

Budeme pouzivat aj prienik systému mnozin — pre neprdzdny systém S = {A;;i € I}
zavedieme oznacenia:

NS=[)A={x(VAcS)zc A}
AeS
() Ai = {z(Vie )z e A;}

iel

Existenciu prieniku & moézeme zdévodnif pomocou schémy axiém vymedzenia — ttto
mnozinu totiz mozeme ekvivalentne zapisat ako {z € |JS; (VA € S)z € A}. (Ak S # 0, tak
z vlastnosti (VA € §)z € A, ktorou definujeme prienik systému S, vyplyva (A € S)z € 4, a
teda z € | JS. Pre § = () by takéto zdovodnenie nefungovalo a keby sme rovnakym spésobom
cheeli definovat prienik prazdneho systému, dostali by sme mnozinu vSetkych mnozin — t4
vSak neexistuje; pozri vetu m)

Na dékaz réznych identit platnych pre prienik a zjednotenie systému mnozin moézeme
pouzit podobny pristup ako pre prienik a zjednotenie dvoch mnozin, ibaze namiesto tautoldgii
v tomto pripade dostaneme vyroky s kvantifikdtormi, ktorych platnost bude treba overit.

Nasledujiice tvrdenie hovori, Ze distributivnost plati aj pre prienik a zjednotenie systému
mnozin:
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24 Operacie s mnozinami

Tvrdenie 2.4.5. Nech S a B st lubovolné mnoziny. Potom plati:
(i) BNUes A= Uacs(BNA);
(i) BUNpes A=Naes(BUA).

Dokaz. Opit ukdzeme iba prva éast tvrdenia, druht identitu ponechdvame ako cvicenie.

Pokusme sa (podla definicie) prepisat, ¢o to znamend, Ze prvok z patri do mnoziny uve-
denej na lavej strane dokazovanej rovnosti. Pouzitime definicie prieniku dvoch mmnozin a
prieniku systému mnozin dostaneme, zZe

zeBN|JAs (zeB)A(VAES)z € A
AcS

Pre mnozinu na pravej strane rovnosti dostavame

ze |J(BnA) e (VAeS) (e BAx € A).
Acs

Ak oznaéime p := (z € B) a Q(A) := = € A, tak vlastne mame overit ekvivalenciu
pA (VA ES)QA) & (VA e S)p AQ(A).
To je presne ekvivalencia z Glohy ) O
Dokézeme aj niektoré vzfahy medzi mnozinovymi operdciami a relaciou inkluzie.

Tvrdenie 2.4.6. Nech A a B su mnoziny. Nasledujice podmienky su ekvivalentné:

(i) AC B;
(i) A=AnB;
(iii) B= AU B.

Dokaz. () = (ii): Podmienka A C B znamena platnost implikécie (z € A) = (z € B) pre
Tubovolné x.

Ak z € A, tak na zaklade tejto implikdcie plati aj x € B, &ize plati (z € A) A (z € B),
t.j. x € AN B. Tym je dokdzand inklazia A C AN B.

Obrétene, z x € ANDB, t.j. (x € A)A(x € B) vyplyva x € A. (Tu dokonca nepotrebujeme
podmienku A C B. Pouzivame vlastne tautolégiu p = (pAq).) Teda plati aj inkltzia ANB C
A.

Spojenim tychto dvoch inklazii dostdvame rovnost A = AN B.

Doékaz implikacie (i) = je velmi podobny ako dokaz predchadzajicej ¢asti, poneché-
vame ho ako cvicenie.

= : Predpokladajme, Ze plati A = AN B. Ak z € A, tak potom x € AN B, ¢o
znamend, 7e (z € A) A (x € B). Teda z patri aj do mnoziny B. Tym je ukdzand inkluzia
ACB.

Dokaz implikacie = (i) opit prenechédme citatelovi. O

Tvrdenie 2.4.7. Nech A, B, C su mnoZiny. Potom plati:
(i) 0 C A;

(i) ANBC AC AUB;
(i) Ak AC B, tak ANCCBNC a AUCC BUC.
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Dokaz. : Mnozina () neobsahuje Ziadny prvok, teda kazdy prvok z () patri aj do A.

([i): Plati z € ANB < [(z € A)A(x € B)] = z € A. Tym je dokézand inklizia ANB C A.

Podobne z z € A vyplyva (x € A)V (z € B) & 2 € AU B, a teda plati A C AU B.

(ii): Predpokladéme, ze A C B, ¢ize plati implikicia (z € A) = (z € C)). Potom plati aj
[(x € A)A(z € B)] = [(x € A)A(z € C)] (na zdklade tautoldgie (p = q) = [(pAr) = (gAT)]);
¢o je len inak zapisand implikdcia x € AN B = x € AN C. Dokaz druhej casti sa dé urobit
Uplne analogicky.

Skiuisme este urobit dokaz druhej dasti pomocou tvrdenia m (Touto metédou by sa
samozrejme dala dokazovaf aj prva ¢ast tvrdenia.) Vieme teda, Ze plati B = AU B a radi by
sme pomocou toho dokézali (AUC)U(BUC) = BUC. Z tvrdenia[2.4.4] vieme, Ze operacia U je
asociativna (vyrazy obsahujtce len tto operdciu mozeme Iubovolne prezatvorkovat), komu-
tativna (mnoZiny mézeme vymienat) a idempotentnd. Pomocou tjchto vlastnosti skuto¢ne
dostaneme

(AUB)U(BUC)=[AU(BUC)UC = (AUB)UC = BUC.
O

Ako priklad pouzitia predchadzajucich tvrdeni uvedieme iny dokaz tvrdenia .
Priklad 2.4.8. An(AUB) 2 (AnA)u(AnB) € Au(AnB)
rovnostiach sme pouzili:

(1) distributivnost — tvrdenie [2.4.4(iv])
(2) idempotentnost — tvrdenie [2.4.4)[v)
(3) fakt, ze AN B C A — tvrdenie

Dalsie operacie, ktoré budeme niekedy pouzivat st rozdiel a symetricka diferencia (sy-
metricky rozdiel) dvoch mnozin.

@ A, pricom v jednotlivych

(i) — a tvrdenie [2.4.6] pre mnoziny AN B a A.

Definicia 2.4.9. Rozdiel mnoZin A a B je mnoZina
ANB:={z € Az ¢ B}.
Symetrickd diferencia mnozin A a B je mnozina

AAB = (AN B)U(B\ A)

A B A AAB |B

Obr. 2.2: Vennove diagramy pre A~ B a AAB

Symetricky rozdiel je teda mnozina tych prvkov, ktoré patria prave do jednej z mnozin
A, B. Zodpoveda logickej spojke XOR.

Tvrdenie 2.4.10. Nech A, B, C st mnoziny. Potom plati:
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26 Operacie s mnozinami

{oper: itDEMOR
i) AN(BNnC)=(A\B)U (A\C) AN(BUC)=(ANB)N(ANC);
(1) N (BUC)=(ANB)~
i) AN(BNC)= (AN B)U (AﬂC’);
(iv) (AUB)NC=(A~NC)U(BNC),(ANB)NC=(A~NC)N(B\C);
) ANB=A~(ANB);
i) (ANB)NC=(ANC)~B=An(C\ B);
ii) (ANB)UC =(AUC) N (BN C);
(viiil) AUB=(ANB)U(B~\ A)U (AN B);
ix) ACB & AN B=1.
(x) Ak pre kazdéi € I je B; mnoZina, tak plati AN(;c; Bi = U, (ANB;) a ANU,¢; Bi =
Nes (A~ By).
(xi) Ak BCC, tak ANC C AN B.
(xii) Ak BC C, tak BNACC N A.

NANAS

Casti (i) a @ sa zvyknt nazyvat de Morganove zdkony.

Tvrdenie 2.4.11. Nech A, B, C su mnoziny. Potom plati:

i) AAB = BAA;

(ii) (AAB)AC = AA(BAC);
(iii) AAA =0, AAD = A;

(iv) AUB=AABA(AN B);
(v) ANB=AA(ANB).

Dokaz. Standardnym spdsobom prevedieme uvedené tvrdenie na dokaz tautolégie (p XOR ¢) XOR 7 <
p XOR(¢ XOR ), pricom logickd spojka XOR je uréend tabulkou

p | q | pPXORgq
11 0
110 1
01 1
0[]0 0

Pri dokazovani nasej tautolégie potom dostdvame nasledujtcu tabulku:

plqg|r|pXORq | a:=(pXORq)XOR7 | ¢XOR7 | b:=pXOR(¢XOR7") | ab
111 0 1 0 1 1
11110 0 0 1 0 1
1101 1 0 1 0 1
110]0 1 1 0 1 1
0|11 1 0 0 0 1
0(11]0 1 1 1 1 1
0|01 0 1 1 1 1
0(01]0 0 0 0 0 0
O

Vennove diagramy

Pri dékazoch mnozinovych identit mézeme pouzit aj Vennove diagramy. Pri nich zndzornime
mnoziny ako rovinné utvary, pricom dbame na to, aby mnoziny boli v tzv. generickej po-
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lohe, t.j. aby sa tam vyskytli ,vSetky mozné* oblasti. (Napriklad oblast predstavujica prvky
patriace do A aj B a nepatriace do C, ak kreslime Vennov diagram pre 3 mnoziny.)

Na obrazku st znézornené 2 resp. 3 mnoziny v generickej polohe. (MoZete sa pokusit
vymysliet, ako by ste kreslili Vennove diagramy pre viac mnozin.)

A B

Obr. 2.3: Genericka poloha

Pri dékaze postupujeme tak, ze vo Vennovom diagrame nakreslime postupne, ako vyzeraja
mnoziny na lavej a pravej strane rovnosti a tieto obrazky porovname.

Priklad 2.4.12. Ako priklad si ukdZzeme dokaz asociativnosti pre operdciu A (tvrdenie
2.4.11ffii)). Dokaz toho istého tvrdenia overenim prislusnej tautolégie tabulkovou metédou
sme uz videli.

Na obrazku vidime, ako moZzeme postupovat. Najprv (ako pomocku) sme si nakreslili
oblast zodpovedajicu mnoZine AA B a potom, pomocou nej, sme dostali mnozinu (AAB)AC
vystupujticu na lavej strane rovnosti.

Analogicky postupujeme pre mnozinu AA(BAC) na pravej strane rovnosti. Vidime, ze
sme dostali presne rovnaké obrazky, ¢ize rovnost (AAB)AC = AA(BAC) plati.

Mozete sa pytat, do akej miery je dokaz pomocou Vennovych diagramov korektny. (Od
prvého ro¢nika na vysokej skole ste uz urcite velakrat poculi, Ze ,jobrazok nie je dokaz“.)
Odpoved je, ze tento dokaz je Giplne rovnocenny s overenim prislusnej tautolégie tabulkovou
metddou. Robime tam totiZz presne to isté, ¢o pri tabulkovej metdde, len namiesto symbolov
0 a 1 pouzivame farebné zvyraznenie niektorej oblasti — pozri obrazok Mbzete si teda
vybrat ktorukolvek z tychto dvoch metdd a pouzivat ti, ktord vam vidSmi vyhovuje a pri
ktorej mate mensiu obavu z toho, ze by ste spravili chybu.

Cvicenia

Uloha 2.4.1. Dokéite tvrdenia [2.4.4] [2.4.6] [2.4.7] [2.4.5] [2.4.10] [2.4.11} resp. tie Gasti uve-
denych tvrdeni, ktoré sme nedokazali v predchddzajicom texte. (Vyskusajte si aspoil na
niektorom priklade tabulkovii metédu aj Vennove diagramy; v pripade tvrdeni tykajacich sa
inkltzie si mozete vyskusat dokaz priamo z definicie ako aj pouzitie tvrdenia M)

Uloha 2.4.2. Pokuste sa vymyslief nejaké mozné nakreslenia Vennovho diagramu pre 4
(pripadne aj viac) mnoZin.

Uloha 2.4.3. Zistite, ¢i st uvedené tvrdenia pravdivé (pre lubovolny vyrok P(z)). V pripade
nepravdivych tvrdeni rozhodnite, ¢i asponn jedna z implikicii je pravdiva. Svoje tvrdenie
zddvodnite!
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28 Usporiadané dvojice a karteziansky saéin
@ @

AAB AAB AC
BAC AA(BAC)
Obr. 2.4: Asociativnost operacie A

a) V (3z € B)P(z)] & (3z € AU B)P(x)

b) V (Vz € B)P(z)] & (Vx € AU B)P(z)

c) [ A (Vx € B)P(z)] & (Vz € AU B)P(x)

e) | A (3x € B)P(z)] < (3z € AN B)P(x)

f) [ V (Vz € B)P(z)] & (Vz € AN B)P(x)

g) [(Vx € A)P(z) A (Vz € B)P(z)] & (Vx € AN B)P(x).

2.5 Usporiadané dvojice a karteziansky sucin

Posledny typ operécie definovanej na mnozinéch, ktorym sa budeme zaoberat, je karteziansky
stéin. Tu ho zadefinujeme pre dve mnoziny, resp. pre koneény pocet mnozin, neskor (v Gasti

3.2.1) ho zadefinujeme aj kartezidnsky stéin fubovolného systému mnozin. Na to, aby sme

mohli zadefinovat kartezidnsky sicin dvoch mnozin, vSak najprv potrebujeme definovat po-

jem usporiadanej dvojice.

Definicia 2.5.1. Nech a, b s mnoziny. Potom mnozinu

(a,b) == {{a}, {a,0}}

nazyvame usporiadanou dvojicou mnozin a a b.

Tato definicia sa moze na prvy pohlad zdat neobvykla. Treba si uvedomit, ze pracujeme

iba s mnoZzinami a kazdy objekt chceme definovat ako nejakd mnozinu. Lahko si mézete v8im-
nut, Ze mnozina uvedena v definicii skuto¢ne existuje — stacéi viackrat pouzif axiému dvojice.
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000

[ )

Sy

Obr. 2.5: Vztah medzi Vennovym diagramom a tabulkou

Menej zrejmé je, preco by prave takdto mnozina mala byt vhodnou definiciou usporiadanej
mnoziny. Odpoved je, Ze splha zdkladnt vlastnost, ktord od usporiadanych mnozin vyzadu-
jeme — sformulovant v nasledujicom tvrdeni. (Pokojne by sme mohli pouZit aj akikolvek int
definiciu usporiadanej dvojice, ktord by vyhovovala tejto poziadavke.)

Tvrdenie 2.5.2. Nech a, b, ¢, d su mnoZiny. Potom
(a,b) = (c,d) & a=cAb=d.

Doékaz. Platnost implikicie < je jasna.

Predpokladame, ze plati (a,b) = (¢, d), t.j. {{a},{a,b}} = {{c},{c,d}}. Potom {a} €
{{c},{c,d}}, o znamend, ze bud {a} = {c} (a teda a = ¢) alebo {a} = {c¢,d}.

V prvom z uvedenych pripadov dostaneme {{a}, {a,b}} = {{a},{a,d}}. Ak b = qa, tak
tuto rovnost moZeme prepisat ako {{a}} = {{a}, {a,d}}, ¢o ale znamena, ze {a} = {a,d}, a
teda a = d.

Ak b # a, tak {a,b} # {a}, a preto musi platit {a,b} = {a,d} a b=d.

Zostava nam rozmysliet si druht moznost, ked {a} = {¢, d}. Tato rovnost ale znamen4, ze
a = ¢ = d. Potom pdvodni rovnost moZzeme prepisat ako {{a}, {a,b}} = {a} a zopakovanim
rovnakej iivahy, ako sme pouzili pred chvilou, dostaneme a = b = ¢ = d. O

Teraz uz moZzeme zadefinovat kartezidnsky st¢in dvoch mnozin.
Definicia 2.5.3. Kartezidnsky stc¢in mnozin A a B je mnozina, ktorej prvkami st prave také
usporiadané dvojice, kde prvy prvok patri do mnoziny a a druhy prvok patri do mnoziny b.
Tato mnozinu oznacujeme

A x B:={(a,b);a € A,b € B}.

Este overime na zdklade axiém existenciu mnoziny A x B. VSimnime si, ze {a} C AU B
aj {a,b} C AU B pre Iubovolné prvky a € A, b € B. Teda {a},{a,b} € P({)AU B} a
(a,b) = {{a},{a,b}} € P(P(AU B)). Vdaka tomu moZeme kartezidnsky sacin prepisat ako

Ax B={zx e P(P(AUB));(Fa € A)(3be B)x = (a,b)}.
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30 Usporiadané dvojice a karteziansky saéin

Existencia takejto mnoziny je zarucenéd schémou axiém vymedzeniam
Je zrejmé, Ze uvedend definicia sa d4 velmi lahko rozsirit pre koneény pocet mnozin.
Uvedieme niektoré zakladné vlastnosti kartezidnskeho st¢inu. Opét, ako obvykle, dokazy
viacerych z nich ponechame ako cvicenie.

Tvrdenie 2.5.4. Nech A, B, C, D si mnoZiny. Potom plati
() AxQ):Q)XA:Q];
i) Ax (BUC)=(Ax B)U(Ax(C);
(iii) Ax (BNC)=(AxB)N(AxC);
(iv) Ax (BNC)=(AxB)~ (Ax ().
(v) Ak navyse predpokladdme, ze A, B, C, D si neprdazdne, tak Ax B = C x D plati prdve
vtedy, ked A=C a B=D.

Dokaz. Ukdzeme druhi a piatu ¢ast tvrdenia — ostatné zostani ako cvidenie pre Citatela.

(ii): Prvok x patri do mnoziny A x (B U C) prave vtedy, ked « = (a,d) pre nejaké a € A
ad € BUC. To znamend, ze d € B alebo d € C. Teda dostéavame, ze © € A x (BUC) préave
vtedy, ked = (a,d) pre nejaké a € A a d € B alebo © = (a,d) pre nejaké a € A ad e C.
Posledna ¢ast je ale len iny zapis toho, ze x € (A x B) U (A x C).

(v): Predpokladajme, ze A # (). Teda existuje nejaky prvok a € A. Potom pre kazdy
prvok b € B plati (a,b) € A x B =C x D. Z toho, ze (a,b) € C x D uz vyplyva, ze b € D.
Dokazali sme teda inklaziu B C D.

Inkltzia D C B sa dokaZe podobne, s vyuZitim toho, ze C # (). Tym je dokézané B = D.

Rovnost A = C' mozno zddvodnit analogicky. O

Ukézeme si na konkrétnych prikladoch, Ze kartezidnsky stiéin nie je vo vSeobecnosti ko-
mutativny ani asociativny.

Priklad 2.5.5. Néjdite priklad mnozin A, B takych, ze A x B # B x Al

Stac¢i zobraf lubovolné dve jednoprvkové mnoziny A = {a}, B = {b} také, ze a # b.
(Napriklad a = 0, B = {0}.)

Potom aj mnoziny A x B = {(a,b)} a Bx A = {(b,a)} st jednoprvkové. Ak by sa rovnali,
znamenalo by to, ze (a,b) = (b, a) a podla tvrdenia [2.5.2|a = b, ¢o je spor.

Priklad 2.5.6. Najdite priklad mnozin A, B, C takych, ze A x (B x C) # A x (B x C)!
Opiit vystadime s jednoprvkovymi mnozinami. Vysktsajme A = B = C = {(}. Potom
dostaneme

0))}
0),0)}
Ak by sa tieto dve mnoziny rovnali, tak by platilo (@, (0,0)) = ((9,
aj @ = (0,0). Podla definicie usporiadanej dvojice ale (,0) =

mnozina.

Ax (B xC) = {0} x{(0,0)} = {(®,(®
(Ax B) x C={(0,0)} x {0} = {((

0),0) a podla tvrdenia
{0}}, ¢o nie je prazdna

Cvicenia
Uloha 2.5.1. Dokazte ostatné asti tvrdeniam
Uloha 2.5.2. Dokéite, 7e z rovnosti X x X =Y x Y vyplyva X =Y.

7V dalsich kapitolach uz nebudeme viésinou posupovat Gplne podrobne az k axiémam vo vetkjch doka-
zoch. Kazdopéadne na zaklade ukazok, ktoré ste videli doteraz, by mohlo byt pre vas aj pri dalsich dokazoch
predstavitelné, ze sa daju prepisat az na postupnost logickych krokov, ktoré vyuzivaju iba axiémy systému
ZFC.
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Uloha 2.5.3. Dokéazte (priamo, nie s pouzitim tvrdenia [2.5.4)):
a)Pre A, B#0plati Ax B=Bx A= A= B;
b)AxB=0& A=0V B=1.

Uloha 2.5.4. Dokéazte, ze pre A # () plati A x B C A x C & B C C. Plati toto tvrdenie
bez predpokladu A # 07

Uloha 2.5.5. Dokézte, alebo najdite kontrapriklad:

a) (Ax B)U(C x D) C (AUC) x (BU D);
b) (A x B)U(C x D)2 (AUC) x (BUD);
¢) (Ax B)U(C x D) = (AUC) x (BU D);
d) (Ax BYN(C x D) C (ANC) x (BN D);
e) (Ax B)N(C x D) D (ANC) x (BN D);
f) (Ax B)N(C x D)= (ANC) x (BN D).

Uloha 2.5.6. Dokaite, Ze pre lubovolné mnoziny A, B, C plati Ax (BAC) = (Ax B)/\(Ax
C).

Uloha 2.5.7. Ukézte, Ze ak AxC C BxDaAxC#(,tak AC BaC C D. Ukéste na
priklade, Ze bez predpokladu A x C # () uz toto tvrdenie neplati.

2.5.1 Triedy*

Niekedy je v tedrii mnozin vhodné pouzivat okrem pojmu mnozina aj pojem triedy. Pod triedou rozumieme
suhrn vSetkych mnozin spliiajicich nejakt dant formulu teérie mnozin p(z). Pokial by sme sa obmedzili
iba na = z nejakej vopred danej mnoziny A, na zéklade schémy axiém vymedzenia dostaneme takto opit
mnozinu. Pokial véak chceme hovorit o vSetkjch mnozinach splhajtcich ¢(z), uz nemame zarucené, Ze to
bude mnozina. Napriek tomu sa niekedy hodi pouzivat mnozinové zapisy aj pre triedy, treba mat vsak vzdy
na paméti, Ze nepracujeme s mnozinami (hoci pouzivame podobné zapisy).

Triedu budeme teda chépat jednoducho ako alternativny zapis nejakej formuly teérii mnozin, resp. ozna-
Genie pre systém mnozin, ktoré tejto formule vyhovuja (priom mame na paméti, Ze tento systém nemusi
byt mnozinou). S triedami sa daju robit niektoré operacie, ako napriklad prienik alebo zjednotenie dvojice
tried, daju sa zaviest triedové relacie a funkcie. Napriklad inkltiziu moZno chapat ako reldciu na triede Set
vSetkych mnozin. (O relaciach a funkcidch budeme hovorit v nasledujtcej kapitole, nie¢o o nich vsak uz viete
z nizsich ro¢nikov.) Podrobnejsie si o triedach mozete preéitat napriklad v [BS) §1.3].

V pripade, ze trieda nie je mnozinou, hovorime o vlastnej triede.

Postup, ktory sme pouzili pri Russellovom paradoxe v ZFC méZeme pouzit na zddévodnenie toho, ze
neexistuje mnozina vsetkych mnozin, ¢o vlastne znamena, ze systém vsetkych mnozin tvori vlastna triedu.

Veta 2.5.7. Trieda vsetkych mnozin
Set = {z;z = z}

je vlastnou triedou. (Inak povedané, neexistuje mnozina vietkych mnozin.)

Dékaz. Oznaéme Set = {x;2 = x} triedu vietkjch mnozin. (KedZe sem patria vietky mnozin splhajtce
formulu z € z, ide skutoéne o triedu.)
Nech by Set bola mnozina. Potom (podla schémy axiém vymedzenia) aj

A= {z € Set;z ¢ z}

by bola mnozina.

Pre mnozinu A by potom nastala jedna z moZnosti A € A alebo A ¢ A.

Ak plati A € A tak (podla definicie mnoziny A) musi platit A ¢ A, ¢o je spor.

Podobne z predpokladu A ¢ A dostavame, ze A € A, ¢o je tiez spor.

Predpoklad, ze Set je mnozina vedie k sporu — takdto mnozina preto existovat nemoze (a je to teda
skuto¢ne vlastna trieda.) |
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{rel:DEFTRANZ}

Kapitola 3

Relacie a funkcie

V tejto kapitole sa budeme zaoberat zakladnymi vlastnostami relacii a funkcii, podrobnejsie
sa budeme zaoberat niektorymi Specidlnymi typmi relécii, konkrétne ¢iastoénymi usporiada-
niami a dobrymi usporiadaniami.

3.1 Relacie

Definicia 3.1.1. Reldcia R medzi mnozinami A a B je Tubovolnd podmnoZina mnoZziny
A x B. Pokial A = B, hovorime o relécii na mnoZine A.

Obvykle namiesto (a,b) € R pouzivame zapis aRb.

Mnozinu D(R) = {a € A;(3b € B)aRb} nazyvame definicny obor relacie R a mnozinu
H(R) = {b € B;(3a € A)aRb} obor hodnot relacie R.

Priklad 3.1.2. Ak A je lubovolnd mnozina, tak
ida = {(a,a);a € A}
je relacia na mnozine A.
Priklad 3.1.3. Na mnozine I = (0,1) mdzeme zadefinovat relaciu
R={(z,y) € I x ;2> +¢y* =1}.
Grafom tejto relacie je kruznica.

Priklad 3.1.4. Na mnoZine prirodzenych ¢isel N mame definovant relaciu
{(a,b) € N x N;a < b}.

To znamend, %e a a b st v relacii prave vtedy, ked a je mensSie alebo rovné b. Je prirodzené
oznacit tuto relaciu < a fakt, Ze prvky a, b st v relécii zapisovat a < b.

Predchadzajuci priklad presne ilustruje to, ako budeme pouzivat reldcie — reldcia ndm
hovori o vzfahoch medzi prvkami mnoziny, konkrétne ak mame dant reldciu na mnozine A,
mozeme ju chapat tak, Ze popisuje, ktoré prvky mnoziny A st v uréitom vztahu.

Samozrejme, zaujimavé buda pre nas hlavne relacie, ktoré maju niektoré uzitocné vlast-
nosti.

Definicia 3.1.5. Nech A je mnozina a R je reldcia na mnozine A. Hovorime, Ze relacia R je:
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(i
i

) reflexivna, ak pre kazdé a € A plati aRa,
) ireflexivna alebo tiez antireflexivna, ak pre ziadne a € A neplati aRa,
) symetrickd, ak pre lubovolné a,b € A plati aRb = bRa,
iv) antisymetrickd, ak pre lubovolné a,b € A plati aRb A bRa = a = b,
)
)
)

—
jam

i
(v) asymetrickd, ak pre lubovolné a,b € A plati aRb = —(bRa),

(vi) tranzitivna, ak pre Iubovolné a,b,c € A plati aRb A bRc = aRc,

(vii) trichotomickd, ak pre lubovolné a,b € A plati prave jedna z moznosti aRb, bRa, a = b.

Té istd mnozina moze predstavovat reldciu na réznych mnozinach, napriklad mnozinu
R = {(z,y) € I x I;2*> +y* = 1} z prikladu mozeme chépat ako reldciu na mnozine
I = (0,1) aj na mnozine R. V kaZdej Casti predoslej definicie sa vyskytuje vlastnost, kto-
rd mé platit pre vSetky prvky z danej mnoziny. Z toho je jasné, Ze ak hovorime o tychto
vlastnostiach, musime uviest aj mnoZinu, na ktorej dand relaciu uvazujeme.

S jednym Specidlnym typom relacie — s relaciami ekvivalencie — ste sa uz pravdepodobne
stretli a mali by ste vediet o vztahu medzi reldciami ekvivalencie a rozkladmi mnozin, pozri
napriklad [KGGS, ¢ast 1.4], |OS|, [SS, podkapitola 4.3]. (Asi ste o nich hovorili na predmete
Algebra v stvislosti s faktorovymi grupami a pravdepodobne ste sa o nich uéili aj na diskrétne;j
matematike.)

Definicia 3.1.6. Relicia R na mnozine A sa nazyva reldcia ekvivalencie ak je reflexivna,
symetricka a tranzitivna.

V tejto prednaske sa budeme Casto zaoberat ¢iastoénymi usporiadaniami.

Definicia 3.1.7. Relacia R na mnozine A sa nazyva ciastocné usporiadanie na mnozine A,
ak relacia R je reflexivna, tranzitivna a antisymetricka.

Hovorime tiez, ze dvojica (A4, R) je ciastoéne usporiadand mnoZina alebo Ze mnozina A
je CiastoCne usporiadana relaciou R.

Ak st navySe Tubovolné dva rozne prvky mnoziny A porovnatelné relaciou R, t.j. plati

(Va,b € A)a # b= aRbV bRa,

nazyvame ju linedrnym usporiadanim.

V niektorych textoch sa namiesto nazvu linedrne usporiadanie pouziva termin iplné uspo-
riadanie.

Prikladom ¢iastoéného usporiadania je relacia < na mnozine N (priklad. Tato relacia
je dokonca linearnym usporiadanim.

Ciastoénymi usporiadaniami sa budeme podrobne zaoberaf v ¢asti Teraz sa eSte
pozrieme na to, ako modZzeme relacie skladat.

Definicia 3.1.8. Nech R je reldcia medzi mnozina A, B a S je reldcia medzi mnozinami B,

C'. Potom reléciu
SoR={(a,c) € Ax C;(3b e B)aRb A bRc}

nazyvame zloZenim relacii A a B.
Reléciu
R~ ={(b,a) € B x A;(a,b) € R}

medzi mnozinami B a A nazyvame inverznou reldciou k relacii R.

Tvrdenie 3.1.9. Ak R je lubovolnd reldcia medzi mnoZinami A, B, tak plati

(R°H)™' =R
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Jednoduchy dékaz ponechavame ako cvicenie.
{rel:DEFID}

Definicia 3.1.10. Nech A je mnozina. Potom relaciu
ida = {(a,a);a € A}
na mnozine A nazyvame identita na mnozine A.

Tvrdenie 3.1.11. Nech A, B si mnoziny R je reldcia medzi mnoZinami A, B a S je reldcia
medzi mnoZinami B, A. Potom plati

]%()idAV::]f
idA<>S== S.

Dokaz. Oznaéme T := Roidy.

Ak (a,b) € T, tak existuje x € A také, ze (a,x) € ids a (x,b) € R. Lenze podmienka
(a,x) € id4 znamend, ze a = x. Preto (a,b) € R. Tym sme ukdzali, ze T C R

Obratene, ak (a,b) € R, tak pre = a mame (a,z) € id4 a (z,b) € R, ¢o podla definicie
skladania relacii znamena R C T

Celkovo teda dostavame T' = R o id4 = R. Dokaz druhej Casti tvrdenia je podobny. [
{rel:TVRINVZLOZ}
Tvrdenie 3.1.12. Nech R je reldcia medzi mnozZina A a B, S je reldcia medzi mnoZinami

B a C. Potom plati:
(SoR) ™' =R 1toS™

Doékaz. Ozna¢me Tavii a pravia stranu rovnosti L = (SoR)"ta P=R 10 S~ L

Nech ¢ € C, a € A. Dvojica (c,a) patri do L prave vtedy, ked (a,c) € S o R. To je
ekvivalentné s tym, Ze existuje b € B také, ze (a,b) € R a (b,c¢) € S. Na zaklade definicie
inverzného zobrazenia moézeme tito podmienku ekvivalentne zapisat tak, ze existuje b € B
s vlastnostami (c,b) € S~! (b,a) € R™!. To je ale ekvivalentné s podmienkou (c,a) €
R 1loS =P

Tym je dokdzand rovnost L = P. O

{rel : TVRTRANZSKLAD}

Tvrdenie 3.1.13. Nech R je relicia na mnozine A. Potom plati:

(i) reldcia R je reflexivna prdve vtedy, ked idy C R;
(ii) reldcia R je symetrickd prdve vtedy, ked R~ = R;
{rel:itTRANzZSKLAD}  (ili) reldcia R je antisymetrickd prave vtedy, ked RN R =idy;
iv) reldcia R je tranzitivna prdve vtedy, ked Ro R C R;
(v) lubovolné dva rézne proky A si porovnatelné v reldcii R, ak RUR D Ax AN ida.

Dokaz. Dokéazeme iba Cast ostatné ponechame ako cvicenie, kedZe st pomerne jednodu-
ché.

Nech R je tranzitivna reldcia. Ak (z,z) € Ro R, tak existuje y € R také, ze xRy
a yRz. Z tranzitivnosti ale potom vyplyva, ze (z, z) € R. Ukdzali sme, ze Ro R C R.

Nech plati Ro R C R. Nech dalej xRy a yRz. Podla definicie skladania relacii mame
potom (z,z) € Ro R C R, teda aj xRz a R je tranzitivna. O

Pomocou tohoto tvrdenia moéZeme pomerne lahko ukéizat, Ze ak R je ¢iasto¢né (linedrne)
usporiadanie na mnozine A, tak to isté plati aj o relacii R~'. Mozete si vysktsat dokazat
toto tvrdenie priamo z definicie.

Tvrdenie 3.1.14. Ak R je &iastocné usporiadanie na mnoZine A, tak aj R~ je &iastocné
usporiadanie na A.
Ak navyse R je linedrne, tak to isté plati aj o usporiadani R™1.
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Dokaz. Predpokladame, Ze R je reflexivna, antisymetrickd a a tranzitivna relacia.

Z reflexivnosti mame id4 C R, z ¢oho vyplyva idy = z'd;l1 C R! (pozri tilohu .
T4to inkltzia znamend, ze R~! je reflexivna.

Antisymetria implikuje, Ze RN R~! = id 4, ¢o je sticasne antisymetria pre relaciu R~!,
kedze (R71)~! = R.

Tranzitivnost znamend, e Ro R C R,ateda R"'!o R™! = (Ro R)™! C R™!. (Vyuzili
sme tvrdenie a tilohu [3.1.11])

Ak navySe predpokladdme, ze Tubovolné dva rozne prvky mnoziny A st v tejto relécii
porovnatelné, znamend to, ze RUR™! D A x A~ ida. Ak je tdto podmienka splnend pre R,
tak je splnen aj pre R~1. O

’I‘ranzitivny uzaver V niektorych aplikacidch byva uzitoény pojem tranzitivneho uzaveru, o je vlastne
relacia vytvorena z danej relacie R tak, aby sa od R privelmi nelisila a sti¢asne bola tranzitivna. Nasledujtaca
definicia sprestiuje, ¢o rozumieme pod pojmom , privelmi neliSila“. Neskor, ked sa budeme zaoberat pojmom
najmensieho prvku v &iastoéne usporiadanej mnozine, by malo byt jasnejsie, prec¢o sme pouzili prave taktuto
definiciu.

Definicia 3.1.15. Nech P(z) je Tubovolné formula teérie mnozin s volnou premennou z. Potom hovorime,
ze A je nagmensia mnoZina s vlastnostou P(x) vzhladom na inkliziu, ak pre kazdu mnozinu B s vlastnostou
P(z) plati A C B.

(VB)(P(B) = AC B)

Matematickou il’ldukCiOLE zavedieme nasledujice oznacenie pre fubovolni relaciu R na mnozine A:
RO =idy;
R! = R;
R"*t1 = R™ o R pre Iubovolné prirodzené é&islo n € N.

Tvrdenie 3.1.16. Nech R je reldcia na mnozine A. Oznaéme T := |Jo | R™. Potom reldcia T je najmensia
(vzhladom na inkliziu) reldcia, ktord je tranzitivna a obsahugje reldciu R ako svoju podmnoZinu. Tuto reldciu
nazyvame tranzitivny uzaver reldcie R.

Dékaz. TODO O

V skutoc¢nosti existenciu tranzitivneho uzaveru by sme mohli ukdzat aj trochu ingym (snad jednoduchsim)
sposobom, pouzitim faktu, Ze prienik tranzitivnych relacii je opéaf tranzitivna relacia — ﬁloha Dokaz,
ktory sme tu uviedli, ma vsak ti vyhodu, Ze od istej miery aj popisuje, ako tranzitivny uzaver danej relacie

vyzera.

Cvicenia
Uloha 3.1.1. Dokézte tvrdenie |3_J___9| a tvrdenie m

Uloha 3.1.2. Nech R je relcia medzi mnozinami A a B a nech D(R) = A. Zistite, ¢ platia
nasledujtce tvrdenia. Svoje tvrdenie vzdy zdévodnite (dokaZe alebo najdite kontrapriklad):
a) R loR= idy;
b) R71 o R Cida;
c) R"1o R Didy.

Uloha 3.1.3. Nech R, S st relacie na mnozine A. Pre ktoré z vlastnosti uvedenych v definicii
3.1.5| plati:

a) Ak m4 dant vlastnost relacia R, tak ju ma aj R~

b) Ak maju dant vlastnost relacie R a S, tak ju mé aj S o R.

IMatematickou indukciou sa budeme podrobnejsie zaoberat neskér, budeme ju viak bezne pouzivat uz
teraz — poznate ju z nizsich ro¢nikov — hoci jej spravnost sme este nezdovodnili. (Zatial sme dokonca v tedrii
mnozin nedefinovali ani mnozinu prirodzenych ¢isel, pozri pozndmku [1.4.1])
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Uloha 3.1.4. Nech R, S su relacie ekvivalencie na mnozine A. Dokazte alebo najdite kon-
trapriklad:

a) relacia R~! je relacia ekvivalencie na A;

b) reldcia Ro S je reldcia ekvivalencie na A;

c) relacia RN S je relacia ekvivalencie na A.

Uloha 3.1.5. Nech R, S st ¢iastoéné usporiadania na mnozine A. Dokézte alebo najdite
kontrapriklad:

a) relacia R~! je ¢iasto¢né usporiadanie na A;

b) reldcia Ro S je Ciastoéné usporiadanie na A;

¢) reldcia RN S je ¢iastofné usporiadanie na A.

Uloha 3.1.6. Ukazte, Ze skladanie relacii je asociativne, t.j. pre relacie R medzi A a B, S
medzi BaC,aT medzi CaDplatiTo(SoR)=(ToS)oR.

Uloha 3.1.7. Graficky znazornite dané relacie R, S na mnoZine A; pokuste sa popisat a
znazornit aj reldcie R~', S~!, SoR, Ro S, Ro R, S o S. Ktoré z vlastnosti uvedenjch
v definicii 3.1.5| majua tieto relacie?

a) A=(0,1), R={(z,y) e Ax A;22 +y* =1}, S ={(z,y) € A x A;2? +y* < 1};

b) A=R; R={(z,y) € Ax A;|z| > |y[}, S = {(z,y) € Ax A;|y| > [x[};

c) A=R; R={(z,y) e Ax A;|z —y| <a}, S={(z,y) € A x A;|x — y| < b}, kde a, b st

nejaké (pevne zvolené) redlne ¢isla;

Uloha 3.1.8. Nech A je koneéna mnozina, ktord méa n prvkov. Kolko relécii, reflexivnych
reldcii, symetrickych relacii existuje na mnozine A7

Uloha 3.1.9. Dokazte, Ze ak R je relacia na mnozine A, ktora je reflexivna a tranzitivna,
tak Ro R = R. Plati aj obratena implikacia?

Uloha 3.1.10. Nech R, S si relicie medzi mnozinami A, B. Dokézte, 7e (RN S)~! =
RInSta(RUS)t=R1tusSL

Uloha 3.1.11. Dokazte nasledujtice tvrdenia. (V kazdom z nich implicitne predpokladéme,
Ze ide o relcie medzi takymi mnozinami, aby ich bolo mozné skladat.)

a) Ak R, S12 su relacie a S; C Sg, tak S1 0 R C S o R. Plati aj obratena implikacia?

b) Ak R 2, S st relacie Ry C Ry, tak S o Ry C S o Ry. Plati aj obratend implikacia?

c) Nech R; o st reldcie na mnozine A a Ry C Ry. Potom Rfl - R;l.

d) Nech R je relacia na mnozine A také, ze D(R) = A. Ak R C R™!, tak idq4 C Ro R. Plati
aj obratena implikacia?

Uloha 3.1.12. Nech A # (). Je relacia () na mnozine A reflexivna, symetrické, tranzitivna?
Ktoré z tychto vlastnosti platia pre relaciu id4?

Uloha 3.1.13. Pre relaciu R medzi mnozinami {1,2,...,m} a {1,2,...,n} definujme maticu
reldcie (oznac¢me ju Ag) tak, ze a;; = 1 ak iRj a v opacnom pripade a;; = 0. Nech R je relacia
medzi mnozinami {1,2,...,m} a {1,2,...,n} a S je reldcia medzi mnoZinami {1,2,...,n} a
{1,2,...,k}. Viete najst nejaky vzfah medzi maticou Agor a stic¢inom matic Ar.Ag? (Pozor
na vymenu poradial)

Uloha 3.1.14. Jednotlivé podmienky z definicie prepiste pomocou kvantifikdtorov a
znegujte ich.
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Uloha 3.1.15. Nech A je mnozina.

Ukazte, ze prienik Tubovolného systému tranzitivnych reldcii na mnozine A je opéit tranzitivna relacia na
mnozine A.

Pomocou tohoto vysledku ukazte, Ze pre dana relaciu R na A je relacia T := (({S C Ax A;S D A, S
je tranzitivna} najmensou (vzhladom na inkltiziu) relaciou, ktorad obsahuje A a je tranzitivna. (Cize T je
tranzitivny uzaver relacie R.)

Uloha 3.1.16. Nech R je relacia na mnozine A. Dokazte, Ze:

a) Najmensia (vzhladom na inklaziu) reflexivna relacia obsahujica R ako svoju podmnozinu je RUid 4. (Této
relacia sa zvykne nazyvat reflexivny uzdver relacie R.)

b) Najmensia (vzhladom na inklziu) symetricka relacia obsahujica R ako svoju podmnozinu je RU R™1.
(Téato relacia sa zvykne nazyvat symetricky uzdver relacie R.)

3.2 Funkcie

Velmi dolezittt tlohu v niektorych tvahdch v dalsich cGastiach tejto prednésky budd hrat
funkcie (alebo tiez zobrazenia, obidva nédzvy budeme pouzivat ako ekvivalentné).

Definicia 3.2.1. Zobrazenie (funkcia) z mnoziny A do B je reldcia medzi mnozinami A a B
takd, Zze pre kazdé a € A existuje prave jedno b € B s vlastnostou (a,b) € f.

(Va € A)(3b € B)(a,b) € f

Zobrazenie f z A do B budeme oznacovat f: A — B. Mnozinu A nazyvame definiény obor
a B obor hodnot zobrazenia f.

Poznamka 3.2.2. Namiesto zépisu (a,b) € f budeme pouzivat zapis f(a) = b, tak ako ste
boli zvyknuti aj doteraz. Definicia zobrazenia zarucuje, Ze tento zapis je zmysluplny, Ze ide
o rovnost nejakych dvoch objektov, kedze f(a) predstavuje prave jeden prvok z mnoziny B
(ten, ktory je v relacii s prvkom a).

Priklad 3.2.3. Jednoduchym prikladom zobrazenia je zobrazenie ids: A — A (pozri defi-
niciu[3.1.10)). Pre kazdé a € A plati id4(a) = a. Toto zobrazenie zvykneme nazyvat identické
zobrazenie.

Definicia 3.2.4. Ak f: A — B je zobrazenie a C C A, tak zobrazenie f|c: C — B,
definované predpisom

fle(x) = f(x)

pre vSetky x € C, nazyvame zuZenie zobrazenia f na mnozinu C.

MnoZinovo mézeme definiciu ziZenia zobrazenia zapisat ako
fle=fN(Cx B).

Skladanie zobrazent je vlastne Specidlnym pripadom skladania relacii. Mézeme si v8imnif,
ze na zaklade definicie zobrazenia mozeme vlastne zlozenie zobrazeni f: A — Bag: B — C
ekvivalentne definovat ako

go f(a) =g(f(a)) pre kazdé a € A.

Vyplyva to z toho, ze ku kazdému a existuje prave jeden prvok, s ktorym je a v relacii f a
je to prvok f(a), to isté plati aj pre f(a) a g(f(a)).

Kedze skladanie zobrazeni sme definovali ako Specidlny pripad skladania reldcii, zatial
vieme, Ze pre zobrazenia f: A — B, g: B — C je g o f relacia. Overme, Ze tato relacia je
zobrazenim.
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Tvrdenie 3.2.5. Nech f: A — B, g: B — C su zobrazenia. Potom aj g o f je zobrazenie

Dékaz. Nech a € A. Plati (a,c) € g o f prave vtedy, ked existuje b € B také, Ze (a,b) € f
a (b,c) € g. Pretoze f je zobrazenie, ku kazdému a € A existuje prave jedno b s vlastnostou
(a,b) € f. Dalej, kedZe g je zobrazenie, k tomuto a existuje jediné ¢ € C také, ze (b,c) € g.
Z toho celkovo dostavame, ze (k danému a € A) existuje prave jedno ¢ € C' také, ze (a,c) €
go f. Teda g o f je skutocne zobrazenie. O

Takisto inverznu relaciu k zobrazeniu f budeme nazyvatf inverzngm zobrazenim, ale len
v pripade, 7e f~! je tiez zobrazenie. Ak f~! je zobrazenie, hovorime tieZ, 7e k f existuje
inverzné zobrazenie.

Pripomenme si najprv potrebné pojmy, ktoré poznate uz z nizsich roc¢nikov:

Definicia 3.2.6. Nech f: X — Y je zobrazenie. Hovorime, Ze f je injektivne (prosté) zobra-
zenie (alebo tiez injekcia), ak pre vSetky z,y € X také, ze x # y plati f(z) # f(y).
Hovorime, Ze f je surjekcia (surjektivne zobrazenie, zobrazenie na), ak pre kazdé y € Y
existuje také, x € X, ze f(z) = y.
Hovorime, Ze f je bijekcia (bijektivne zobrazenie), ak f je sicasne injekcia aj surjekcia.

Definiciu injekcie mozeme ekvivalentne prepisat ako f(z) = f(y) = « = y. Teda zobraze-
nie je injektivne prave vtedy, ked sa na Ziadny prvok oboru hodnét nezobrazi viac ako jeden
prvok definiéného oboru. Zobrazenie je surjektivne, ak kazdy prvok oboru hodnét mé nejaky
vzor — prvok, ktory sa nan zobrazi.

Niektoré zakladné vlastnosti injekeii, surjekcii a bijekcii st zhrnuté v cviceniach za touto
podkapitolou. (Mnohé z nich by ste mali ovladat z prvého roénika, prinajmensom celkom
urcite tie, ktoré st uvedené v tlohe )

Ukazeme si, Ze inverzné zobrazenie k f existuje prave vtedy, ked f je bijekcia.

Tvrdenie 3.2.7. Nech f: A — B je zobrazenie. Potom f~! je zobrazenie prdve vtedy, ked
f je bijekcia.

Dokaz. Predpokladajme, Ze inverznd reldcia k f je zobrazenie, t.j. f~1 = {(b,a) €
B x A;b = f(a)} splia vlastnost z definicie zobrazenia. To znamena, Ze ku kazdému b € B
existuje prave jedno a € A také, ze f(a) =b.

Fakt, ze ku kazdému b € B existuje a € A s vlastnostou f(a) = b je presne surjektivnost
zobrazenia f. Z toho, ze také a existuje jediné dostavame injektivnost. (Ak f(a1) = f(az2) =:
b, tak a1 = as na zaklade jednoznacnosti.)

V podstate mozeme zopakovat ivahu z prvej Casti dokazu len v obratenom poradi.
Nech f je bijekcia. Zo surjektivnosti f mame, Ze ku kazdému b € B existuje a € A také,
ze (b,a) € f~'. Z injektivnosti f mame jednoznacénost takéhoto a. Cize obe podmienky
z definicie zobrazenia st pre f~! splnené. O

7 predchadzajiaceho dékazu vidime, Ze definiciu inverzného zobrazenie moZeme ekviva-
lentne preformulovat tak, Ze je to zobrazenie, pre ktoré plati

fFiy=a &  f(a) =0

Teraz sa presvedéime, Ze definicia inverzného zobrazenia, ktora sme tu uviedli, je ekviva-
lentna s definiciou, ktorti poznate z prvého roc¢nika.

Tvrdenie 3.2.8. Nech f: A — B, g: B — A su zobrazenia. Nasledujuce podmienky si
ekvivalentne:
(i) g = f~t (t.j. g je inverzné zobrazenie k f);
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(ii) platigo f =ida a fog=1idp.

Dokaz. (i)= (ii): Ak g = f~! je zobrazenie, tak podla tvrdeniaje f bijekciou. Chceme
ukézat dve rovnosti mnozin, ukdzeme ich postupne ako jednotlivé inkluzie.

Ak (a,z) € go f, tak existuje b € B tak, ze f(a) = b a g(b) = x. Predpoklad, ze g(b) =z
znamend, ze f(z) = b. Z injektivnosti f potom dostdvame, Ze z = a. Ukdzali sme teda
go fCida.

Sucasne pre kazdé a € A plati (a, f(a)) € fa(f(a),a) € g, teda (a,a) € go f a dostdvame,
zeida C go f. Zo sGcasnej platnosti tychto dvoch inklazii dostdvame prvi rovnost go f = id 4.

Ak (b,x) € f o g, tak existuje a € A také, ze a = g(b) a = = f(a). Rovnost a = ¢(b)
znamend (na zaklade definicie inverzného zobrazenie), ze b = f(a), z ¢oho médme = = b.
Dokéazali sme fog Cidp.

Nech teraz b € B. Potom plati (g(b),b) € f (podla definicie inverznej reldcie), a teda
(b,b) € fog. Teda mame aj platnost inklizie idg C f o g a celkovo dostdvame rovnost
idgp = fog.

(ii)= (i): Predpokladajme, Ze g je zobrazenie spliiajiice rovnosti go f = ids a fog = idp.

Nech (a,b) € f, t.j. b= f(a). Potom g(b) = g(f(a)) = a, teda (b,a) € g. Ukézali sme, ze
f7cye

Podobne ak (b,a) € g, t.j. a = g(b), tak f(a) = f(g(b)) = b, teda (a,b) € f a (b,a) € f~1.
Tym je dokdzané g C f~1. O

Poznamka 3.2.9. V predchadzajucich dokazoch sme so zobrazeniami pracovali ako s rela-
clami, preto sme eSte pomerne ¢asto pouzivali zapis (x,y) € f.

pouzivat zapis f(z) = y alebo tiez rovnost zobrazeni f = g budeme dokazovat tak, Zze pre
kazdé x z definiéného oboru ukdzeme platnost rovnosti f(z) = g(z).

Poznamka 3.2.10. Po zavedeni pojmu funkcie vidno, Ze schéma axiém substiticie vlastne
hovori to, Ze pre kazdua funkciu f definovani na mnozine A existuje mnozina f[A] = {f(x);x €

ALB

Poznamka 3.2.11. Axiému vyberu moZeme preformulovat tak, ze pre kazdy systém S
disjunktnych neprazdnych mnozin existuje funkcia f: S — |J S, ktora kazdej mnozine A € S
priradi nejaky prvok tejto mnoziny.

Detailnejsie zdovodnenie, Ze ide skuto¢ne o ekvivalentnt formuldciu je v tvrdeni [5.1.2]

Definicia 3.2.12. Nech f: X — Y je zobrazenie, AC X, BCY.
Potom mnozinu

flA]:={f(a);a € A}

nazyvame obraz mnoziny A v zobrazeni f a mnoZinu
f7HB] = {a; f(a) € B}

nazyvame vzor mnoziny B v zobrazeni f

V pripade, ze B = {b} je jednoprvkova mnoZina, niekedy namiesto zapisu f~*[{b}] po-
wZijeme zapis f~1(b). (Z kontextu by malo byt zrejmé, ¢i hovorime o inverznej funkcii k f,
alebo zapis f~!(b) znamend vzor jednoprvkovej mnoziny.)

2Toto preformulovanie nie je uplne presné — pri definicii zobrazenia sme pozadovali, aby bol uréeny obor
hodnot, ni¢ také v schéme axiém substittcie nie je. Keby sme vSak hovorili o triedovych funkciach, uz by sme
takto dostali presne schému axiém substitucie.
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.....

ale ponechame ako cvicenie.
{f un: TVROBRAZ'

Tvrdenie 3.2.13. Nech f: X — Y, g: Y — Z su zobrazenia, ABC X, C,DCY, ECZ,
A; C X aB; CY pre kazdé i € I. Potom plati

(i) go f[A] = g[f[Al];

(i) (g0 f)~2A] = g~ [f[A]];
(iii) A C f7f[A]] a ak f je injektivne, tak A = f~L[f[A]];
(fun:itoBreap) (V) fIfTY[C] € C a ak f je surjektivne, tak f[f~'[C]] = C;
{fun:itoBRBIGCAP} (V) f[ANB] C flA]N f[B] a ak f je injektivne, tak f[AN B] = f[A]N f[B];
(vi) flMicr Ail € Ny flAi] a ak [ je injektivne, tak f[(;c; Ail = Nier fIA;
{fun:itoBRBIGCUP} (Vi) f[AU B] = f[A]U f[B];
(viil) f[Ujer Ail = Uies f1Al
(fun:itoBReAPSYST) (%) fHCND] = f~HCIn f~Y[D];
(%) fH ier Al = Mier £7H A
(xi) fHCUD] = fHClU f7HD];
(Xii) f_l[UzEI Ai] = Uie[ f_l[Az]
(xiii) A C B = f[A] C f[B] a ak f je injekcia, tak plati aj opacnd implikdcia;
{fun:itFac} (xiv) CCD = f7YC) C f7YD] a ak f je surjekcia, tak plati aj opacénd implikdcia;
(xv) f[AJSC = AC f7HC].

Dokaz. Ak z € f[AN B], znameni to, Ze x = f(c) pre nejaké ¢ € AN B. Potom ale c € A
a stcasne aj ¢ € B. Z toho vyplyva, ze = f(c) sucasne patri do f[A] aj f[B], ¢ize patri aj
do prieniku f[A] N f[B], ¢im je dokdzana inkluzia f[AN B] C f[A] N f[B].

Predpokladajme navySe, Ze f je injekcia a pokiisme sa za tohoto predpokladu dokazaft aj
opa¢nu inklaziu. Ak x € f[A] N f[B], tak © = f(a) pre nejaké a € A a stasne x = f(b) pre
nejaké b € B. Z rovnosti x = f(a) = f(b) dostaneme, na zaklade injektivnosti f, Ze plati
a = b. Teda prvok a patri do AN B a x = f(a) je prvkom mnoziny f[A N B]. Tym sme
dokézali inklaziu f[A] N f[B] C f[A N B]. Spolu s prvou ¢astou dokazu mame uz dokdzané
obe inkltzie medzi tymito mnozinami, a teda plati rovnost.

() Nech z € f~[N;c; Ail, ¢ize f(z) € ;s Ai- To je ekvivalentné s podmienkou, ze
(Vi € I)f(x) € A;. Tato podmienku moZeme dalej ekvivalentne prepisat ako (Vi € I)x €
A a tiez © € ,o; f1[Ai]. Teda podmienky x € f~[(N,c; Ai] a @ € N, fHA] st
skutocne ekvivalentné.

flA]CC & (Vae A)f(a) eC & (Vae A)ace fHC] & AC fC). O

Nasledujtice tvrdenie uz mozno poznate z nizich ro¢nikov, pozri napriklad [Sl, cvicenia
v Casti 2.2] alebo [KGGS], Vety 1.3.3,1.3.4]. (Je treba dat pozor na to, Ze skladanie zobrazeni
je v [KGGS] definované opacéne ako v tejto prednaske, a preto je aj toto tvrdenie sformulované
inak.)

Tu ho uvadzame preto, aby sme zdoéraznili pouzitie axiémy vyberu v jednej casti do-
kazu tohoto tvrdenia. (V Casti ukazeme, Ze tato Cast tvrdenia je dokonca ekvivalentna

s axiémou vyberu v systéme ZF.)
{fun:TVRSURJINV}
Tvrdenie 3.2.14. Nech f: A — B je zobrazenie. Potom plati:

(i) f je surjekcia prave vtedy, ked existuje zobrazenie g: B — A také, Ze fog=idp.
(ii) Nech navyse A # (. Potom f je injekcia prdve vtedy, ked existuje zobrazenie g: B — A
take, Ze go f =id4.

Dokaz. (i) (Toto je vlastne jedind narocnejsia cast dokazu celého tvrdenia, je to prave
té Gast, ktord vyuziva axiému vyberu. Ostatné ¢asti by ste mali byt schopni zvlddnuf samos-
tatne.)
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Ak f je surjekcia, tak {f~1(x);x € B} je systém neprazdnych disjunktnych podmnozin
A. Nepréazdnost kazdej mnoziny f~!(x) vyplyva zo surjektivnosti (kazdé € B méa aspoil
jeden vzor). Disjunktnost vyplyva z toho, Ze f je zobrazenie, ¢iZe ziadne a € A nemdZe patrit
do f~(z) aj do f~1(y), ak z = y. (Ziadne a € A sa nemoze zobrazit na dva rozne prvky b.)

Potom podla axiémy vyberu (tak ako sme ju preformulovali v poznadmke existuje
funkcia g: B — A tak4, ze g(b) € f~1(b) pre kazdé b € B. (Ak chceme byt tplne presni, tak
axiéma vyberu hovori o zobrazeni z mnoziny { f 1 (z); z € B}, s pouzitim bijekcie z — f~1(z)
medzi B a touto mnozZinou uz vieme dostat skuto¢ne zobrazenie z B do A.)

Podmienka g(b) € f~1(b) vlastne znamena, Ze f(g(b)) = b. Platnost tejto podmienky pre
kazdé b € B znamena, ze fog = idp.

(1) Chceme ukézat, ze pre kazdé b € B existuje v zobrazeni f vzor. Rovnost f(g(b)) =
b implikuje, ze g(b) je vzorom pre b.

(ii) Kedze A # (), existuje nejaky prvok a € A; zvolme si jeden taky prvok a oznac¢me
ho ag. Zobrazenie g definujeme nasledovne:

b =
9(b) ag, inak.
Z injektivnosti f vyplyva, Ze takymto sposobom skutocne dostaneme zobrazenie. Rovnost
g(f(a)) = a (pre kazdé a € A) je zrejma z definicie zobrazenia g.

(i) (=] Ak f(x) = f(y), tak plati aj g(f(z)) = g(f(y)), ¢ize z = y. O
Déosledok 3.2.15. Ak A # () a existuje injekcia f: A — B, tak existuje surjekcia f: B — A.

Dokaz. Ak f je injekcia, tak podla druhej ¢asti tvrdenia [3.2.14] existuje g: B — A také, ze
go f =1ida. Potom ale z prvej Casti toho istého tvrdenia dostéavame, Ze g je surjekcia. O

a, ak existuje a také, ze f(a) =0b,

3.2.1 Karteziansky sucin systému mnozin

V Ccasti [2.5] sme definovali kartezidnsky stcin dvojice mnozin. V tejto ¢asti by sme chceli
zaviest do istej miery analogicky pojem pre Iubovolny (nielen koneény) systém mnozin. Este
predtym vsSak zadefinujeme projekciu, ¢o je zobrazenie uizko stuvisiace s kartezianskym saci-
nom mnozin.

Projekcie, ktoré budeme definovaf, st zobrazenia definované na kartezianskom stéine
dvoch mnozin. Ak zobrazujeme usporiadané dvojice, ¢asto budeme namiesto f((a,b)) pouzi-
vat strucnejsi zapis f(a,b). (Z kontextu by malo byt vzdy jasné, Ze mdme na mysli usporiadané
dvojice.)

Definicia 3.2.16. Ak A, B st lubovolné mnoziny, tak zobrazenia p1: AX B — Aapy: A X
B — B, dané predpismi

pi(a,b) =a
p2(a,b) =b

pre (a,b) € A x B, budeme nazyvatl projekcie z kartezidnskeho si¢inu A X B na mnoziny A
a B.

Niekedy budeme pouzivat aj oznadenie p4, ppg, t.j. vlastne nie je vyznacené, ¢i ide o pro-
jekciu na prvia a druht mnozinu, ale ¢i ide o projekciu na mnozinu A alebo mnozinu B.

Moézeme si vsimnut, Ze usporiadand dvojica je jednoznacne uréend hodnotami zobrazeni
p12- (To je vlastne len inak preformulované tvrdenie [2.5.2)).

Teraz by sme chceli zadefinovat kartezidnsky sucin systému mnozin {4;,i € I}, ktory by
mal podobné vlastnosti, t.j. ak pre kazdé i € I zvolime nejaky prvok z A;, mal by tym byt
jednoznaéne uréeny prvok suéin. Tato poziadavku spliia nasledujica definicia.
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Definicia 3.2.17. Nech [ je mnozina a pre kazdé i € I je A; mnozina. Potom kartezidnsky
stcin systému mnozin A;, ¢ € I definujeme ako mnozinu vSetkych zobrazeni z I do |J A;

i€l
takych, Ze obraz prvku i patri do A4;. Oznacujeme ho [] A;.
i€l
[TA4i={f: 1A £6) € A}

i€l i€l

Pre kazdé i € I definujeme zobrazenie p;: [ A; — A;
i€l

ktoré nazyvame i-ta projekcia.

Vidime, Ze ide skutocne o pojem analogicky ku kartezidnskemu sic¢inu dvoch mnozin.
Zatial¢o pri kartezidnskom stéine dvoch mnozin bol kazdy jeho prvok jednoznaéne urdeny
dvomi stradnicami, tu mame stradnice indexované prvkami z I.

3.2.2 Karteziansky sucin funkcii

Dalsi pojem, ktory bude pre nas neskér uzitocny, je kartezidnsky sucin funkcii. Podobne ako
) )

pri kartezianskom sté¢ine mnozin, budeme ho definovat zvlast pre sic¢in dvoch mnozin a zvI4st

pre sucin systému mnozin.

Definicia 3.2.18. Nech f: A — C, g: B — D st zobrazenia. Potom ich kartezidnsky sicin
je zobrazenie f x g: A x B — C x D uréené predpisom

fxg(a,b) = (f(a),g(b)).
Ak pre kazdé i € I je f;: A; — B, zobrazenie, tak karteziansky sucin tychto zobrazeni je
g= 11 fi: 11 4i — 11 Bi, kde g(f) pre f € [ A; je uréend ako
il i€l i€l iel

9(f)(@) = fi(f(@))-

Ked nad tymito definiciami trochu porozmyslame, opét by malo byt vidno, Ze ide o ana-
logické pojmy. Zobrazenie f X g je vlastne zobrazenie, ktoré sa na prvej stradnici sprava

rovnako ako f a na druhej stradnici ako g. Zobrazenie [] f; je skonstruované pomocou sys-
el

tému zobrazeni indexovaného mnozinou I a je to zobrazenie, ktoré sa na i-tej stiradnici sprava

rovnako ako f;.

Tvrdenie 3.2.19. Nech f: A — C, g: B — D st zobrazenia.
(i) Ak f aj g su injekcie, tak f X g je injekcia.

(ii) Ak f aj g su surjekcie, tak f X g je surjekcia.

(iil) Ak f aj g su bijekcie, tak f x g je bijekcia.

Dékaz. (i) Nech f a g su injekcie. Ak plati f x g(a,b) = f x g(a’,V'), znamend to, Ze
(f(a),g(b)) = (f(a'),g(")), ¢ize f(a) = f(a'), g(b) = g(V'). Z injektivnosti zobrazeni f,
g potom méme a =a’, b ="V a (a,a’) = (b, V).

(ii) Nech f, g st surjekcie a (¢, d) € C'x D. Potom existuji a € A ab € B tak, ze f(a) = ¢,
g(b) = c. Z toho méme, ze f x g(a,b) = (c,d). Ukézali sme, Ze pre lubovolné (c,d) existuje
vzor, a teda zobrazenie f X g je surjektivne.

(iii) Vyplyva z Casti (i) a (ii). O
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V dokaze analogického tvrdenia pre sicin systému mnoZin budeme potrebovat na jednom
mieste vyuzit axiému vyberu; odvoldme sa na jej ekvivalentni formulaciu, ktort dokdzeme
neskor v kapitole

Tvrdenie 3.2.20. Nech f;: A; — B; je zobrazenie pre kazdé i € I.
(1) Ak f; je injekcia pre kazdé i € 1, tak ] f; je injekcia.
icl
(ii) Ak f; je surjekcia pre kaZdé i € I, tak ] fi je surjekcia.
iel
(iii) Ak f; je bijekcia pre kazdé i € I, tak [] fi je bijekcia.
iel
Dékaz. Oznacme g := [] f;.
iel
(i) Predpokladajme, ze vSetky f; s injekcie. Nech f, f* € J[ A; a nech g(f) = g(f’).
icl

To znamend, 7e pre kazdé i € I plati g(f)(i) = g(f')(#). Podla definicie zobrazenia g potom
dostaneme pre kazdé i € I rovnost f;(f (7)) = fi(f'(?)) a z injektivnosti zobrazenia f; vyplyva
f(@) = f'(i). Teda zobrazenia f a f’ sa rovnaju a g je skutoéne injektivne.

(i) Nech kazdé f; je surjektivne a nech f € [ B;. Potom pre kazdé i € I existuje a; € A;

iel

také, ze fi(a;) = f(7). Inak povedané, {a € A;; fi(a) = f(i)} je systém neprazdnych mnoZin.
Z ekvivalentnej formulacie axiémy vyberu (tvrdenie [5.1.2{fiii)) vyplyva existencia zobrazenia
h definovaného na I takého, ze h(i) € {a € A;; fi(a) = f(i)}, ¢ize h(i) € A; a fi(h(i)) = f(i)
pre kazdé i € I. Poslednd rovnost hovori presne to, ze g(h) = f. Ukazali sme, Ze pre kazdé
f € 11 B existuje vzor, ¢ize g je surjektivne zobrazenie.

iel

(iii) Lahko vyplyva z predchadzajtcich dvoch ¢asti. O

Cvicéenia

Uloha 3.2.1. Dokéite, Ze:

a) Zlozenie dvoch injekcii je injekcia.
b) ZloZenie dvoch surjekcii je surjekcia.
¢) ZloZenie dvoch bijekcii je bijekcia.

Uloha 3.2.2. Nech f: X —» Y, g,h: Y — Z st zobrazenia. Dokazte, Ze:

a) Ak f je surjekcia, tak plati go f =ho f = g = h.

b) Ak Z # () a plati (pre Tubovolné g,h: Y — Z) implikdcia go f = ho f = g = h, tak [ je
surjekcia.

Uloha 3.2.3. Nech g,h: X — Y, f: Y — Z st zobrazenia. Dokazte, Ze:

a) Ak f je injekcia a plati fog = foh, tak g = h.

b) Ak X # ) a pre Iubovolné g,h: X — Y plati implikicia fog = foh = g = h, tak f je
injekcia.

Uloha 3.2.4. Ak f: X — Y ag: Y — X st zobrazenia také, Ze go f = idx, tak ¢ je surjekcia
a f je injekcia. Ukédzte na priklade, Ze g nemusi byt injekcia a f nemusi byt surjekcia.

Uloha 3.2.5. Dokézte tvrdenie |3.2.13] Pre casti tvrdenia, ktoré obsahujt inkltziu a nie
rovnost, najdite priklady ukazujtce, Ze nerovnost moze byt ostré (rovnost nemusi vzdy platit).

Uloha 3.2.6. Predpokladajme, 7e f: X — Y je zobrazenie. Zapiste pomocou kvantifikdtorov
vyroky ,.f je injekcia“ a ,,f je surjekcia® a znegujte tieto vyroky.
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44 Ciastoéne usporiadané mnoziny

3.3 Ciastoéne usporiadané mnoZiny

Pripomeiime najprv definiciu ¢iastoéného usporiadania. Ciastoéné usporiadanie mnoziny A
je takd relacia < na mnozine A, ktord je reflexivna, antisymetrickéd a tranzitivna, t.j.:

(Vae A)a<a (R)
(Va,be A)a<bAb<a=a=b (A)
(Va,b,ce A)Ja<bAb<c=a<c (T)

KedZe definicia ¢iastoéného usporiadania je do istej miery motivované obvyklym usporiada-
nim redlnych a prirodzenych &isel, budeme dost ¢asto pre iastoéné usporiadanie pouzivat
symbol <. Niekedy budeme pouzivat aj symbol <, ktorym budeme oznacovat to, ze a < b a
prvky a a b sa nerovnaju.

a<b = (a<b)hNa#bd

O linedrnom usporiadani hovorime, ak st lubovolné 2 prvky mnoziny A porovnatelné,
teda ak
(Ma,be A)a#£b=a<bVb<a.

V pripade, Ze budete Studovat aj int literatiru, je treba dat pozor na to, Ze niektori autori
definuju ciastocné upozornenie inak. Suvis tychto dvoch definicii je podrobne vysvetleny na
konci tejto podkapitoly.

Za¢nime tym, Ze uvedieme niekolko prikladov ¢iastoénych usporiadani.

Priklad 3.3.1. Jednoduchymi prikladmi ¢iastoéne usporiadanych mnozin st (R, <), (Q, <),
(Z,<), (N, <) s obvyklym usporiadanim. Vo vSetkych spomenutych pripadoch ide o linedrne
usporiadanie.

Priklad 3.3.2. MoZeme si vSimnut, ze ak (A4, <) je ¢iastoéne usporiadand mnozina a B C A,
tak (B, <N (B x B)) je tiez ¢iastoéne usporiadand mnozina. Inak povedané, podmnozina
¢lastofne usporiadanej mnoziny s tym istym usporiadanim (zZenym na tito podmnozinu)
tvori opét ¢iastocne usporiadanit mnozinu.

Tlustraciou st napriklad podmnoziny R uvedené v predchadzajacom priklade.

Vyplyva to z toho, ze vSetky poZiadavky v definicii ¢iasto¢ne usporiadanej mnoziny su
tvaru (Va,b,c € A)P(a,b,c), kde P(a,b, ¢) predstavuje nejaku vlastnost relacie. Je zrejmé, ze
ak nejakd vlastnost plati pre lubovolné prvky danej mnoziny, tak plati aj pre prvky kazdej
jej podmnoziny.

Priklad 3.3.3. Ak A je lubovolna mnozina, tak (P(A), C) je ¢iastoéne usporiadand mnozina.
Vsetky vlastnosti z definicie ¢iasto¢ne usporiadanej mnoziny sme overili v tvrdeni [2.4.1}

Podla prikladu dostaneme ¢iastoéne usporiadanii mnozinu aj pre lubovolnii pod-
mnozinu mnoziny P(A).

Priklad 3.3.4. Dalsim prikladom je relacia ,deli“ na mnoZine prirodzenych éisel definovana
tak, ze
alb & (e e N)b = a.c.

Tato reldciu doverne poznate z predmetu Elementarna teéria ¢isel [C1] a nemalo by vam
robit problém, Ze ide skuto¢ne o éiastocne usporiadanti mnozinu.

Mbzeme si tiez viimntt, ze (Z, |) nie je ¢iastoéne usporiadanou mnozinou, kedze nespliia
poziadavku antisymetrie. Plati napriklad 1| —1 aj —1 | 1.
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Hasseho diagram. V pripade ¢iastocného usporiadania na konecnych mnozindch moézeme
znézornit reldciu usporiadania pomocou Hasseho diagramu.

Definicia 3.3.5. Nech (A, <) je ¢iastoéne usporiadand mnozina. Prvok a nazyvame pred-
chodcom prvku b, ak a < b a stcasne plati

a<c<b = c=aVc=b.
Prvok b sa nazyva nasledovnik prvku a.

Predchadzajica definicia vlastne hovori, Ze a je predchodcom b, ak a < b a medzi nimi
uz nie je ziadny iny prvok.

Reldciu ¢iastoéného usporiadania moZeme zndzornit, ak zndzornime dvojice prvok a jeho
predchodca. Takymto sposobom sice nedostaneme vSetky dvojice, ktoré st v relécii, no ked
doplnime dalsie dvojice, ktoré do nej musia patrit na zéklade tranzitivnosti a reflexivnosti,
dostaneme uz cela relaciu. (Inak povedané, priddme vsetky dvojice tvaru (a,a) a urobime
tranzitivny uzéver.)

Casto sa zvykne kreslit Hasseho diagram tak, Ze vzdy nakreslime $ipku z prvku do jeho
nasledovnika. My budeme kreslif Hasseho diagramy bez Sipok, ak buda dva prvky spojené
hranou, tak nasledovnik je ten z nich, ktory je na obrazku nakresleny vyssie.

{0,1,2}

{0,1}

{0}

Obr. 3.1: Hasseho diagram (P(X), C) pre 2-,3- a 4-prvkovii mnoZzinu
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Na obrazku su nakreslené Hasseho diagramy pre ¢iastoCne usporiadanit mnozinu
(P(X),C) v pripade, Ze mnozina X je 2-,3- alebo 4-prvkova. Mozeme si vSimntt, Ze tento
diagram pre 2-prvkovii mnozinu ma tvar Stvorca a pre 3-prvkovii mnozinu tvar kocky. Je
preto prirodzené povazovat diagram pre n-prvkovi mnozinu za znizornenie vrcholov a hran
n-rozmernej (hyper)kocky. Napriklad na obrazku|3.2| je 5-rozmerna hyperkocka.

{cum:FIGcuBgs} Obr. 3.2: 5-rozmernd hyperkocka — Hasseho diagram pre P(X), kde X je 5-prvkovd mnoZina

Mozeme si tiez vSimnuat, ze ak nakreslime Hasseho diagram pre ¢iasto¢ne usporiadani
mnozinu ({0, 1,2, 3,5,6,10,15}, |), tak dostaneme (pri vhodnom umiestneni vrcholov), presne
ten isty obréazok ako pre (P({0,1,2}),C). Vidime, Ze tieto dve ¢iastoéne usporiadané mno-
Ziny sa v istom zmysle rovnaké. Toto pozorovanie nas vedie k definicii izomorfizmu ciastocne
usporiadanych mnozin. Tato definicia je podobné s definiciou izomorfizmu pre iné typy struk-
tar.

Definicia 3.3.6. Nech (X, <) a (Y, =) st ¢lastocne usporiadané mnoziny a f: X — Y je
zobrazenie. Hovorime, Ze zobrazenie f je monotdnne, ak plati

(V1,20 € X)z1 < 22 = f(21) X f(22).

Niekedy pouzivame aj zéapis f: (X, <) — (Y, =<).

Ak je zobrazenie f navyse bijektivne a f~! je tiez monoténne, tak f nazyvame izomorfiz-
mus. Ak existuje izomorfizmus medzi ¢iasto¢éne usporiadanymi mnozinami (X, <) a (Y, <),
tak hovorime, Ze (X, <) a (Y, X) st izomorfné, oznac¢ujeme (X, <) = (Y, <).

Vidime, Ze f je izomorfizmus, prave vtedy, ked je to bijekcia a plati

Va1, 29 € X)zg <29 & f(21) 2 f(22).
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Obr. 3.3: Hasseho diagram pre ¢iastoéné usporiadanie | na mnozine {0,1,2,3,5,6,10,15}

Podobne, ako to bolo v pripade grup ¢i vektorovych priestorov, existencia izomorfizmu vlastne
znamend, Ze ide o rovnaké ciasto¢ne usporiadané mnoziny, ktoré sa liSia len pomenovanim
prvkov.

Definicia 3.3.7. Nech (A4, <) je ¢iastofne usporiadand mnozina a a € A. Hovorime, Ze a je
(i) najmens? prvok mnoziny A, ak pre kazdy prvok b € A plati a < b;
(ii) najvics? prvok mnoziny A, ak pre kazdy prvok b € A plati b < a;
(iii) minimdlny prvok mnoziny A, ak pre kazdé b € A plati b < a = b= q;
(iv) mazimdlny prvok pre kazdé b € A plati a < b = a =1b.

Definiciu minimélneho prvku moézeme volne preformulovat tak, Ze neexistuje prvok, ktory
by bol od neho mensi. Podobne, prvok a je maximalny, ak neexistuje prvok, ktory je od neho
(ostro) vacsi.

Lahko sa d4 vidiet, Ze najmensi prvok je stii¢asne aj minimalnym prvkom; najvicsi prvok
je sucasne aj maximalnym prvkom.

V pripade, zZe ide linedrne usporiadanie, tak minimalny prvok je najmensi prvok, maxi-
malny prvok je najvicsi prvok. Vo vSeobecnosti to v8ak neplati. D4 sa najst vela jednoduchych
prikladov (moZete si rozmysliet, ako je to s ¢iastoéne usporiadanymi mnozinami znazorne-
nymi na obrézku; my si ukédZeme jeden z nich. Ak uvazujeme fubovolni mnozinu A, ktora
ma aspon dva prvky, tak reldcia id 4 je Ciasto¢né usporiadanie na mnozine A. Pri tomto uspo-
riadani je kazdy prvok mnoZiny A minimdalny (a sticasne aj maximélny), ale mnozina A nem4
najmensi ani najvacsi prvok.

Predchadzajuci priklad sucasne ukazuje, ze maximélnych (minimélnych) prvkov moéze mat
Ciastocne usporiadand mnozina viacero. Ak vsak Ciasto¢ne usporiadanad mnozina ma najviacsi
(najmensi) prvok, tak tento prvok je jednoznacne urceny.

Ostré ciastocné usporiadanie V definicii ¢iastoéného usporiadania sme sa vlastne snazili najst
spolo¢né vlastnosti relacii ako st <, C. V niektorych textoch najdete int definiciu ¢iasto¢ného usporiadania,
ktort spliiaji napriklad relacie <, g (Napriklad v [SS], pozri [SS| s.52,Poznamka 4.4.1].) My taktito reldciu
budeme nazyvat ostré ¢iastoéné usporiadanie.

V nasledujicom tvrdeni ukdZeme, aky je vztah medzi tymito dvoma definiciami. V podstate zistime to,
ze ku kazdému ¢iastoénému usporiadaniu existuje zodpovedajuce ostré ¢iastoné usporiadanie a obratene.

Definicia 3.3.8. Reldciu < na mnozine A nazyvame ostré ciastocné usporiadanie, ak je antireflexivna,
asymetrickd a tranzitivna; t.j. pre lubovolné a, b, c € A plati

a < a;
a<b=bga
a<bAb<c=a<ec
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Odrad>

Obr. 3.4: Dalsie priklady Hasseho diagramov

Ak st navyse Iubovolné dva rozne prvky porovnatelné, tak hovorime o ostrom linedrnom usporiadani.

aFb=a<bVb<a
Najprv dokdzeme dve pomerne jednoduché lemy.

Lema 3.3.9. Nech R je reldacia na mnozine A a S = RUidg. Potom:
(i) reldcia S je reflexivna;
(ii) ak R je asymetrickd, tak S je antisymetrickd;
(iii) ak R je tranzitivna, tak aj S je tranzitivna.

Doékaz. (i) Priamo z definicie reldcie S vidime, ze id4 C S, ¢o je podla tvrdenia ekvivalentné s pod-
mienkou, ze S je reflexivna.

(ii) Nech aSb a bSa. Z definicie S vidime, Ze to moze nastat jedine v pripade, Ze a = b alebo stcasne plati
aRb aj bRa. Druha moznost vSak nenastane nikdy, lebo R je asymetrickd. Tym sme dokézali, ze aSbAbSa =
a = b, ¢o znamena, ze S je antisymetricka.

(iii) Nech aSb a bSc. Rozoberme jednotlivé moznosti:

a) a=bab=c. Potom a=c, ateda aSc.

b) a = b a bRc. Potom aRe, a teda aSc.

c) aRb a b = c. Potom aRc, a teda aSc.

d) aRb a bRc. Potom aRc, a teda aSc.

Ukazali sme, ze v kazdom pripade, ktory méze nastat, plati aSc, ¢ize relacia S je tranzitivna. O

Lema 3.3.10. Nech R je reldcia na mnozine A a S = R~ ida. Potom:
(i) reldcia S je antireflexivna;
(ii) ak R je antisymetrickd, tak S je asymetrickd;
(iii) ak R je tranzitivna a antireflexivna, tak aj S je tranzitivna.

Dokaz. (i) Zrejmé.

(ii) Sporom. Nech by platilo aSb aj bSa. To by znamenalo, Ze a # b a sicasne plati aRb i bRa. Dostali
sme spor s predpkladom, ze R je antisymetricka.

(iii) Nech aSb, bSc. To znamena, %e a # b, b # ¢, aRb a bRc. Z tranzitivnosti relacie R dostdvame, ze
aRc. Pretoze R je antireflexivna, a # ¢ a aSc. |

Na zéklade predchadzajucich liem uz dostdvame platnost korespondencie medzi ¢iastoénymi usporiada-
niami a ostrymi ¢iastoénymi usporiadaniami, ktort sme chceli dokazat.:

Désledok 3.3.11. Nech R je reldcia na mnoZine A.

Ak R je ¢iastocéné usporiadanie, tak R\ ida je ostré éiastoéné usporiadanie, pricom ak R je linedrne,
tak aj R~ ida je linedrne.

Ak S je ostré ¢iastocné usporiadanie, tak SUid 4 je ciastoéné usporiadanie, pricom ak S je linedrne tak
aj SUidy je linedrne.

Navyse, priradenia R — R ~Nidy a S — S Uidy su navzdjom inverzné priradenia medzi mnozinou
vsetkych ciastoénych usporiadani mnoziny A a mnozinou vietkych ostrych ¢iastoénych usporiadani mnoziny
A (a teda tieto priradenia su bijektivne).
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Poznamka 3.3.12. Z antireflexivnosti a asymetrie ostrého ¢iastoéného usporiadania vidime, ze ak < je ostré
¢iasto¢né usporiadanie na mnozine A, tak pre kazdé a,b € A plati prave jedna z mnoZnosti

a=15b a<b b <a.

Cize ostré ¢iastoéné usporiadanie je trichotomicka relacia.

Cvicenia

Uloha 3.3.1. Ukaite, 7e ak (A, <) je ¢iastoéne usporiadana mnozina, tak A ma nanajvys
jeden najvicsi prvok a nanajvys jeden najmensi prvok.

Uloha 3.3.2. Ukazte, Ze pre zobrazenia medzi ¢iasto¢ne usporiadanymi mnozinami plati:
a) Zlozenie dvoch monoténnych zobrazeni je monoténne zobrazenie;
b) zloZenie dvoch izomorfizmov je izomorfizmus.

Uloha 3.3.3. Nech A je mnoZina a R 2 sG Cilastocné usporiadania na A. Dokazte, alebo
vyvratte:

a) Relacia R; N Ry je Glastoéné usporiadanie na A.

b) Reldcia Ry U Ry je ¢iastoéné usporiadanie na A.

¢) Ak Ry U Ry je ¢iastofné usporiadanie na A, tak Ry C Ry alebo Ry C Ry.

Uloha 3.3.4. Najdite pre kazdy z Hasseho diagramov na obrazku podmnozinu A C N
taku, Zze ¢ilastofne usporiadand mnoZina (A, |) mé dany Hasseho diagram.

Uloha 3.3.5. Nech A je Iubovolna mnozina. St relacie A x A, id4 a () ¢iastoénymi usporia-
daniami na mnozine A?

Uloha 3.3.6. Moze byt ¢iastoéné usporiadanie na mnozine A zobrazenim z A do A?

3.4 Dobre usporiadané mnoziny

Definicia 3.4.1. Nech (A, <) je ¢iasto¢ne usporiadand mnozina. Hovorime, ze (4, <) je dobre
usporiadand mnozina, resp. ze < je dobré usporiadanie na mnozine A, ak kazda neprazdna
podmnozZina mnoZina A mé minimélny prvok v usporiadani <.

Lahko vidno, Ze dobre usporiadand mnoZina musi byt linedrne usporiadand, a teda mi-
nimalny prvok neprazdnej podmnoziny, o ktorom je re¢ v definicii, je sicasne jej najmensim
prvkom. (Staéi si vSimnut, Ze ak minimalny prvok mnoziny {a, b} je prvok a, tak plati a < b,
ak je to prvok b, tak plati b < a.)

Tiez je Tahké ukazat, ze podmnozina dobre usporiadanej mnoziny je tiez dobre usporia-
dand (tloha [3.4.1).

Skor nez uvedieme aspon jeden priklad dobre usporiadanej mnoziny, sformulujeme a do-
kazeme vetu naznacujucu, pre¢o by mohli byt dobre usporiadané mnoziny uZito¢né.

Definicia 3.4.2. Ak (A4, <) je linearne usporiadand mnozina, tak symbolom A, budeme
oznacdovat mnozinu vSetkych prvkov mensich nez A.

A, ={z € Az <a}
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50 Dobre usporiadané mnoZiny

Veta 3.4.3 (Indukcia v dobre usporiadanej mnoZine). Nech (A, <) je dobre usporia-
dand mnoZina. Nech podmnozina B C A md nasledujicu vlastnost:

(Va € A)A, C B=ac<B.
Potom B = A.

Skor nez pristupime k dokazu, vysvetlime si, o com vlastne hovori tato veta. Nech B je
mnozina prvkov z A uréenych nejakou vlastnostou. Potom podmienka z vety vlastne hovori:
Ak tito vlastnost maja vSetky prvky mensie ako a, tak ju mé aj a.“ A veta hovori,
Ze v taktomto pripade uvedent vlastnost maja vSetky prvky z A.

Toto pozorovanie vysvetluje pomenovanie vety — ide skuto¢ne presne o postup, ktory
vyuzivame pri dokaze matematickou indukciou: Ukézeme, ze ak vlastnost plati pre vSetky
prvky mensie ako a, tak plati aj pre a.

Dokaz. Sporom. Nech by B bola vlastnd podmnozina A, ¢ize A\ B # (). Kedze A \ B je
neprazdna podmnozina dobre usporiadanej mnoziny A, existuje jej najmensi prvok a.

Plati A, C B, inak by totiz do B patril niektori prvok mensi nez a. Potom ale a € B, ¢o
je spor. O

Uz sme viackrat spominali, Ze prirodzené ¢isla neskér zavedieme v ramci ZFC. Predcha-
dzajice poznamky o suvise dobrého usporiadania a indukcie naznacuju, ze ich zavedieme
ako nejakt dobre usporiadantt mnozinu. Potom budeme mat vdaka vete [3.4.3] automaticky
k dispozicii aj matematickl indukciu na mnozine prirodzenych cisel.

Zatial, kym ich nemédme vybudované v ZFC, teda prirodzené éisla vyuzivame iba v pri-
kladoch, lahko vSak nahliadneme, Ze matematickou indukciou by sme boli schopni ukdzat,
mnozina prirodzenych ¢isel a aj vSetky jej podmnoZiny (teda aj vSetky koneéné linedrne
usporiadané mnoziny) st dobre usporiadané.

Priklad 3.4.4. Kazd4 konecna linedrne usporiadand mnozina je dobre usporiadané.
Mnozina prirodzenych ¢isel N s obvyklym usporiadanim je dobre usporiadana.

Ukézeme si aj niekolko spdsobov, ako z uz vytvorenych dobre usporiadanych mnozin
mozeme dostat novéE| Takto moézeme ziskat velké mnozstvo dalsich prikladov.

Definicia 3.4.5. Nech (A4,<4), (B,<p) su ¢iasto¢ne usporiadané mnoziny. Potom relaciu
< na mnozine A x B definovanu ako
(a,b)<(@b) €  (a<ad)Via=a)A(b<pb)
nazyvame lexikografické usporiadanie. Tiez hovorime, ze (A x B, <) je lexikograficky sucin
Ciasto¢ne usporiadanych mnozin (A, <4) a (B, <p).
Antilezikografické usporiadanie na A X B definujeme ako

(@) <@, t) € (b<pV)V[b=V)A(a<pd).

3Sice tieto operacie budeme definovat pre fubovolné &iastoéne usporiadané mnoziny, vyuzivat ich budeme
hlavne pre dobre usporiadané mnoziny.
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Lexikografické usporiadanie je podobné abecednému usporiadaniu slov v slovniku alebo
mien v telefénnom zozname. Pozrieme sa na prvé pismeno (prvi suradnicu) oboch slov. Ak
s prvé pismend rozliéné, tak uz podla nich vieme rozhodnif, ktoré zo slov patri na prvé
miesto. Ak nie porovnavame dalSie stiradnice.

Z uvedenej definicie by malo byt zrejmé, Ze by sa velmi lahko dala podobnym spdsobom
roz§irit na viac ako dve stradnice.

Antilexikografické usporiadanie je velmi podobné, len ako najdélezitej$iu sme zobrali
druht (poslednt) poziciu namiesto prvej. Tvrdenia, ktoré tu uvedieme, budeme dokazovat
len pre lexikografické usporiadanie; dokazy pre antilexikografické usporiadanie by boli takmer
totozné (pozri aj poznamku [3.4.7).

V nasledujicom tvrdeni (kvoli jednoduchosti zapisu) pouzivame ten isty symbol pre uspo-
riadanie na A, B aj A x B, z kontextu by malo byt jasné, ktoru z tychto troch relacii médme
na mysli.

Tvrdenie 3.4.6. Nech (A, <), (B, <) st diastocne usporiadané mnoZiny a (A x B, <) je ich
(anti)lexikograficky sucin. Potom

(i) (A x B, <) je ciastocne usporiadand mnozina;

(ii) ak (A4, <) a (B, <) st linedrne usporiadané, tak aj (A x B, <) je linedrne usporiadand
mnozina;

(iii) ak (A, <) a (B, <) st dobre usporiadané, tak aj (A x B, <) je dobre usporiadand mno-
zZina.
Dokaz. (i): Reflexzivnost je zrejmé z definicie lexikografického usporiadania.

Antisymetria. Nech plati (a,b) < (a/,0') aj (a’,V) < (a,b).

Ak by platilo a < d, tak (a,b) < (a’,’), ¢o znamend, Ze by neplatilo (a’,b") < (a,b).
Teda musi platit a < a’. Analogickou tivahou zistime, Ze a’ < a, a teda a = a'.

Ak a = d/, tak z platnosti (a,b) < (a/,b') a (a/,b’) < (a,b) dostaneme b < b’ a b’ <b. To
ale znamend, ze b = b’.

Ukézali sme, ze a = o/, b =b', z ¢oho vyplyva (a,b) = (a’,b').

Tranzitivnost. Nech (a,b) < (a/,b') a stcasne (a/,b’) < (a”,b”). UkdZeme, Ze potom aj
(a,b) < (a’,b").

Uvazujme najprv pripad, Ze a < a’ alebo a’ < a”. V ktoromkolvek z tychto dvoch pripadov
dostavame, ze a < a”, a teda (a,b) < (a”,b").

Ako druh4 moZnost ndm zostdva a = a’ = a”’. Potom ale plati b < b a b’ < V", z ¢oho
vyplyva b < b" a (a,b) < (a”,b").

(ii): Teraz budeme predpokladat, ze (A,<) aj (B, <) st linedrne usporiadané. Nech
(a,b),(a’,b') € A x B. Potom plati niektord z moznosti a < a’ alebo o’ < a. Bez ujmy
na v8eobecnosti, nech a < a’ (ddkaz v druhom moznom pripade by bol presne symetricky).

Ak a < o/, tak z definicie lexikografického usporiadania mame (a,b) < (a’, ).

Ak a = d/, tak pre prvky b a b’ mame opif dve moZnosti. Bud b < ¥, vtedy plati
(a,b) < (a/,b); alebo b’ < b a v tomto pripade (a’,b") < (a,b).

Zistili sme, ze dvojice (a,b), (a’,b’) st vZdy porovnatelné.

(iii): Teraz budeme navysSe predpokladat, ze (A4, <) a (B, <) st dobre usporiadané. Pri-
pometime, Ze projekcia ps: A X B — A je zobrazenie p(a,b) = a.

Ak C je neprazdna podmnozina mnoziny A x B, tak p4[C] je neprazdna podmnoZina A.
Kedze (A, <) je dobre usporiadand, existuje najmensi prvok ag mnoziny p[C].

Oznacme D := {b € B;(ag,b) € C}. Mnozina D je neprazdna, kedze ag € pa[C], t.j. exis-
tuje asponl jedna dvojica (a,b) € C, kde prva suradnica je a = ag. Pretoze (B, <) je dobre
usporiadand mnozina, existuje najmensi prvok mnoziny D, ozna¢me ho by.
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palC] A
Obr. 3.5: Tlustracia k dékazu tvrdenia [3.4.6]

Ukézeme, Ze (ag, bo) je najmensi prvok mnoziny C. Nech (a,b) € C.

Z toho, ze a € p4[C], médme ag < a. Ak a = ag, znamena to, ze b € D, preto by < b a
(ap,bo) < (a,b). Ak a < ag, tak tiez (na zdklade definicie lexikografického usporiadania) plati
(ao, b()) S (a, b) O]

Poznamka 3.4.7. Nech < oznacuje lexikografické a <’ antilexikografické usporiadanie na
mnozine A x B. Dahko sa mozno presved¢it, ze f(a,b) = (b, a) je izomorfizmus medzi (Ax B, <
) a (A x B,<’). Kedze ide o izomorfné ¢iastoéne usporiadané mnoziny, ¢okolvek dokdzeme
o lexikografickom usporiadani, plati aj pre antilexikografické usporiadanie. (Cize v dokaze
tvrdeniaskutoéne stacilo dokdzat jednotlivé ¢asti pre jedno z tychto dvoch usporiadani.)

Néazorne si mozeme lexikograficky sacin predstavit pomerne jednoducho — vlastne staéi
v Hasseoveom diagrame pre mnozinu A kazdt bodku nahradif mnozinou B.

Priklad 3.4.8. Nech (B,<p) a (C,<¢) st ¢iastoéne usporiadané mnoziny. Na mnoZine
M :={0} x BU{1} x C zadefinujeme ¢iasto¢né usporiadanie < takymto sposobom:

(0,b) < (1,c¢) pre lubovolné b € B, ¢ € C,

pre b, b’ € B plati (0,b) < (0,V') prave vtedy, ked b <p ¥';

pre ¢, € C plati (0,¢) < (0,¢') préve vtedy, ked ¢ <¢ ¢

Nie je fazké overit, ze takto skutocne dostaneme ¢iastoéné usporiadanie. Ndzorne si vy-
sledné usporiadanie mozeme predstavit tak, Ze sme vSetky prvky mnoziny C dali nad prvky
mnoziny B.

Ak obe mnoziny su linedrne (dobre) usporiadané, plati to aj o vyslednej mnozine — overenie
tohoto faktu ponechame ako cvi¢enie pre Citatela. (ZovSeobecnenie tohoto faktu mozZete najst
v tlohe [3.4.3])

Pre potreby tohoto prikladu budeme volat takto mnozinu sic¢tom ¢iastocne usporiada-
nych mnozin a oznacovat (B, <p) + (C, <¢) alebo struéne B + C. Na obrazku mozete
vidiet, ¢o dostaneme, ak za B resp. C zvolime N (s obvyklym usporiadanim) alebo jedno-
prvkovii mnozinu. MoZzete si napriklad v§imnuat, Zze dobre usporiadand mnozina {0} + N je
izomorfna s dobre usporiadanou mnozinou N, zatialéo N + {0} nie je. Neskor uvidime, ze
takto definovany sicet a antilexikograficky stéin dobre usporiadanych mnozin sa daju pouzit
na zavedenie suctu a stacéinu ordinalnych ¢isel.
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o). (10)-

1,2
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(0,1)-  (0.1)- 1,0
(0,0)-  (0.0)-  (0,0)-
N+N N+{0} {0}+N

AAA
~— — ~—
. .

Obr. 3.6: Priklady na stcet dobre usporiadanych mnozin

Poznamka 3.4.9. Namiesto BUC sme v predchadzajucom priklade pouzili {0} x BU{1} xC
kvoli tomu, aby sme zabezpeéili, Ze dostaneme disjunktné mnozZiny. (Ak by mnoziny {0} x B a
{1} x C mali spolo¢ny prvok, znamenalo by to, ze (0,b) = (1,¢), a teda 0 = 1.) Namiesto 0 a 1
sme mohli pouzit lubovolné dva roézne prvky, napriklad () a {§}. Takyto trik sa ¢asto vyuziva,
ked z nejakého dovodu potrebujeme dostat dve mnoziny, ktoré st podobné na dané mnoziny
ale zabezpecit, aby boli disjunktné. (V tomto konkrétnom pripade sme chceli dostat mnoziny,
ktoré sa podobaji na B a C z hladiska ich usporiadania, ale st disjunktné.) V niektorych
textoch najdete podobnym spdsobom definovant operaciu disjunktné zjednotenie mnoZin.

Este zavedieme jeden pojem, ktory budeme potrebovat neskdr a na precvidenie préace
s nim si ukazeme jedno jednoduché tvrdenie.

Definicia 3.4.10. Pociatoény usek linedrne usporiadanej mnoziny (X, <) je podmnozina
UC X svlastnostouz e UNy<zx=yeU.

Ak (X, <) je dobre usporiadand mnozina, tak pociatocéné tseky v (X, <) st X a mnoZiny
tvaru X, = {z € X;2 < a} pre a € X. Ak totiz U je pociatoény tsek v X a U # X, tak
X U je neprazdna podmnozina X. Ozna¢me a najmensi prvok mnoziny U \ X. Kedze a je
najmensi prvok doplnku U, vSetky mensie prvky uz musia patrit do U, a teda U C X,,.

Tvrdenie 3.4.11. Nech (X, <) je linedrne usporiadand mnoZina a nech X' = {X,;a € X}
je mnoZina vietkych pociatoénijch isekov mnoZiny X. Potom zobrazenie f: X — X' urcené
predpisom

fla) = Xq

je izomorfizmus medzi ¢iastoéne usporiadangmi mnoZinami (X, <) a (X', Q).

Doékaz. Surjektivnost zobrazenia f je zrejmd z definicie mnoZiny X’. Overme injektivnost
tohoto zobrazenia.

Nech a,b € X a a # b. Kedze X je linedrne usporiadand mnozina, tieto dva prvky st
porovnatelné. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech a < b. Potom a € X}, ale sucasne a ¢ X, ¢o
znamend, ze X, # Xp. Ukdzali sme implikdciu a # b = f(a) # f(b), ¢o znamena, ze f je
injektivne.

Dalej chceme overit, Ze f je monoténne. Ak plati a < b, tak f(a) = {z € X;2 < a} C
{r € X;2 < b} = f(b). (Stadi si uvedomit, ze na zdklade tranzitivnosti z x < aaa < b
vyplyva z < b.) O
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Cvicenia

Uloha 3.4.1. Ukazte, 7ze kazda podmnozina dobre usporiadanej mnoziny (so zdedenym uspo-
riadanim) je dobre usporiadan.

Uloha 3.4.2. Nech (X, <) je linedrne usporiadana mnozina. Ukaite, e a € X je minimalny
prvok mnoziny X prave vtedy, ked X, = 0.

Uloha 3.4.3. V tejto tilohe zadefinujeme isté zovieobecnenie lexikografického stéinu.
Nech (A, <4) je ¢iastofne usporiadand mnozina a pre kazdé a € A je (B,, <,) ¢iastocne
usporiadana mnozina. Na mnozine (J,. 4 {a} x B, definujeme reldciu < predpisom:

(a,b) < (a',b") & (a<ad)Via=d)A (D<)

Tato mnoZinu budeme oznacovat v tejto tlohe > B,.
acA
a) Overte, ze takto dostaneme Giasto¢ne usporiadanti mnozinu a navyse, ak vietky pouzité

mnoziny su linedrne (dobre) usporiadané, aj Y B, je linedrne (dobre) usporiadana mnoZina.
a€A
b) Ukazte, ze ak B, = B pre kazdé A, tak dostaneme takymto spésobom lexikograficky

stéin mnozin A a B.

c) Ak A = {0, 1} (s obvyklym usporiadanim, t.j. 0 < 1), By = B a By = C, tak dostaneme
diasto¢ne usporiadant mnozinu z prikladu

d) Nech A = N, B, = {0,1,...,n} (v oboch pripadoch s obvyklym usporiadanim pri-

rodzenych ¢isel). Ako vyzerd Y. B,? (Pod otdzkou ,ako vyzerd“ sa tu mysli: Vedeli by ste
acA
ju graficky znézornit? Je izomorfné s nejakou ¢iastoéne usporiadanou mnozinou, ktora sa uz

v niektorych prikladoch vyskytla?)
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