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Kapitola 1

Úvod

Verzia: 4. novembra 2010

1.1 Predhovor

Zjednodu²ene sa dá poveda´, ºe teória mnoºín je vlastne disciplína, ktorá sa zaoberá prácou
s nekone£nými mnoºinami. Jej vznik si vyºiadal istý �lozo�cký posun v chápaní nekone£na.
V matematike sa dos´ dlho pracovalo s nekone£ne malými a nekone£ne ve©kými veli£inami
tak, ºe vlastne i²lo o limitné procesy, v ktorých sa tieto veli£iny postupne mohli dostato£ne
zmen²ova´ £i rás´. Poh©ad teórie mnoºín je v ostrom kontraste s týmto prístupom, ke¤ºe v nej
sa pracuje s nekone£nými mnoºinami ako uº s hotovými objektmi, ktorých proces vytvárania
uº je ukon£ený.

Za po£iatky teórie mnoºín môºeme poklada´ práce nemeckého matematika Georga Can-
tora. Okolo roku 1870 pracoval na problémoch súvisiacich s teóriou trigonometrických radov
a v súvislosti s nimi pouºil pojem derivácie mnoºiny A′ (=mnoºina hromadných bodov
mnoºiny A). Pracoval tu s iteráciami tohoto pojmu � A′, A′′, . . . , A(n) (prvá, druhá, n-tá
derivácia). Ke¤ sa mu podarilo nájs´ mnoºinu, pre ktorú sa v²etky kone£né iterácie A(n)

lí²ili, bolo prirodzené de�nova´ ¤al²iu iteráciu A(∞) a potom pokra£ova´ s ¤al²ími iteráciami
ako A(∞+1). Tieto úvahy boli jedným zo zdrojov, ktoré ho viedli k zavedeniu trans�nitných
£ísel, ktoré dnes poznáme ako ordinálne a kardinálne £ísla.

Uº fakt, ºe pri zrode teórie mnoºín stáli Cantorove výskumy v matematickej analýze
nazna£uje, ºe táto oblas´ má ve©ký význam pre ostatné matematické disciplíny. Potvrdzuje
sa to dodnes, postupne matematici na²li mnohé aplikácie výsledkov a techník z teórie mnoºín
v takmer v²etkých matematických disciplínach.

Dôleºitos´ teórie mnoºín je aj v tom, ºe poskytuje rôznym matematickým disciplínam
spolo£ný jazyk � (takmer) celá dne²ná matematika je sformulovate©ná v jazyku teórie mnoºín.

Tento text je zamý²©aný ako u£ebný text k predmetu Teória mnoºín pre u£ite©ské zam-
erania na FMFI. Obsahuje ur£ite aj £asti, ktoré na predná²ke nestihneme prebra´, môºu by´
v²ak pre vás zaujímavé (prípadne niektoré z týchto roz²irujúcich £astí by mohli by´ zaují-
mavé aj pre ²tudentov odboru matematika £i iných odborov). Roz²irujúce £asti sú vyzna£ené
men²ím fontom alebo hviezdi£kou pri názve príslu²nej £asti. Text predná²ky budem priebeºne
dop¨¬a´ a opravova´, aktuálna verzia bude dostupná na http://thales.doa.fmph.uniba.

sk/sleziak/vyuka/.
V texte nájdete mnoºstvo vyrie²ených úloh. Ur£ite neza²kodí, ak sa ich pokúsite rie²i´

samostatne � len samostatným uvaºovaním si môºete skuto£ne dôkladne osvoji´ niektorú
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KAPITOLA 1. ÚVOD 5

matematickú disciplínu. Som presved£ený o tom, ºe v rámci tejto predná²ky sa nájde ve©a
zaujímavých poznatkov. Ako ste v²ak isto spoznali aj z iných predmetov, matematika môºe
by´ zaujímavá a zábavná, vyºaduje si to v²ak najprv nemalé úsilie na strane ²tudenta.

1.2 Sylaby a literatúra

1.2.1 Literatúra

Pri príprave týchto poznámok som £erpal najmä z kníh [B�, D, �S]. V £astiach o histórii teórie
mnoºín som £erpal hlavne z [B�, GG, Z]. Samozrejme, pomohli mi aj rôzne internetové zdroje
ako napríklad [WIK], blogy rôznych matematikov, s niektorým úlohami, ktoré uvádzam ako
cvi£enia, som sa stretol na rôznych matematických diskusných fórach. Mnohé cvi£enia som
prebral z [Li, �S].

Kniha [�S] je ve©mi zrozumite©ne písaná a je ur£ená pre ²tudentov u£ite©ských odborov.
Kniha [B�] je náro£nej²ia a obsahuje aj ve©mi pokro£ilé £asti, ktoré výrazne presahujú obsah
tohoto kurzu. Prvé dve jej kapitoly zhruba zodpovedajú tomu, £o budeme prebera´.1 Z ¤al²ích
textov dostupných v sloven£ine alebo £e²tine spome¬me e²te [B3]. Pokia© ste schopní £íta´
text v angli£tine, ©ahko nájdete ve©ké mnoºstvo ¤al²ích výborných textov o teórii mnoºín.

1.2.2 Sylaby predmetu

Zermelov-Fraenkelov axiomatický system teórie mnoºín. Kardinálne £ísla a kardinálna arit-
metika. Kone£né a nekone£né mnoºiny. Mnoºina prirodzených £ísel a matematická indukcia.
Spo£ítate©né a nespo£ítate©né mnoºiny. Mohutnos´ kontinua a kardinalita mnoºín vyskytu-
júcich sa v ²kolskej matematike.

1.2.3 �tátnicové otázky

�tátnicové otázky z predmetu matematika, ktoré by ste sa mali nau£i´ na tomto predmet sú:
1. Axiomatická metóda v teórii mnoºín, Zermelov-Fraenkelov axiomatický systém teórie

mnoºín.
2. Kone£né a nekone£né mnoºiny, vlastnosti kone£ných mnoºín.
3. Spo£ítate©né mnoºiny, vlastnosti spo£ítate©ných mnoºín, existencia nespo£ítate©nej mnoºiny.
4. Model Peanovej aritmetiky celých nezáporných £ísel v teórii mnoºín.
5. Kardinálne £ísla. Sú£et a sú£in kardinálnych £ísel, vlastnosti sú£tu a sú£inu kardinálnych

£ísel.
Krátky komentár si zaslúºi ²tvrtá otázka týkajúca sa kon²trukcie prirodzených £ísel v rámci

axiomatickej teórii mnoºín. Prístup, ktorý som zvolil v tomto texte, je taký, ºe najprv zade�n-
ujeme ordinálne £ísla a prirodzené £ísla potom chápeme ako kone£né ordinálne £ísla. Urobil
som tak z toho dôvodu, ºe ordinálne £ísla sú zaujímavé a uºito£né a mnohé z prostriedkov
potrebných na formálnu de�níciu prirodzených £ísel sa dajú vyuºi´ aj pri de�nícii ordinál-
nych £ísel. Napríklad v texte [�2] môºete nájs´ priamo£iarej²í prístup, pri ktorom sa priamo
kon²truujú prirodzené £ísla, pri£om o ordináloch tam nepadne ani zmienka.

V £asti 6.4.4 sa dotkneme aj otázky: �Kon²trukcia oboru (usporiadaného okruhu) celých
£ísel z oboru celých nezáporných £ísel a oboru (usporiadaného pola) racionálnych £ísel z oboru
celých £ísel.� Nebudeme sa v²ak ¬ou zaobera´ podrobne.

1Jeden exemplár [B�] sa kedysi nachádzal aj v kniºnici na átriových domkoch � ak tá kniºnica e²te funguje,
moºno ju tam zoºeniete. Obe knihy by v²ak mali by´ u nás pomerne dostupné. Ak by ste v²ak mali záujem
pre£íta´ si akúko©vek literatúru, ktorú v tomto texte citujem a nepodarilo by sa vám ju zohna´, pokojne sa
obrá´te na m¬a.
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6 Nie£o z histórie

1.3 Nie£o z histórie

No one shall expel us from the Paradise that Cantor has created.

(Nikto nás nevyºenie z raja stvoreného Cantorom.)
David Hilbert

V tejto predná²ke sa budeme zaobera´ axiomatickou teóriou mnoºín. Na úvod by bolo azda
vhodné poveda´ aspo¬ stru£ne nie£o o tom ako a pre£o vznikla. Pokia© sa chcete dozvedie´
viac, ako ve©mi pekný (a sú£asne stru£ný) text o histórii modernej teórie mnoºín by som vám
odporu£il [B�, s.11-s.25]. (Túto úvodnú kapitolu nazvali autori spomínanej knihy �Romance
matematické analýzy a teorie mnoºin� .)

Za zakladate©a teórie mnoºín je v²eobecne povaºovaný Georg Cantor (hoci niektoré idey
moºno nájs´ napríklad aj v dielach Bernarda Bolzana). Za základnú tézu teórie mnoºín
môºeme prehlási´ moºnos´ uchopi´ viacero objektov ako jediný objekt (ich mnoºinu).2 Matem-
atikov na celom svete ve©mi prekvapil Cantorov dôkaz, ºe existuje nekone£ne ve©a transcen-
dentných reálnych £ísel, uverejnený v roku 1874. Originálna bola najmä metóda dôkazu �
Cantor dokázal tento výsledok bez toho, aby nejaké takéto £íslo skon²truoval. Tento dôkaz
si v rámci tejto predná²ky aj ukáºeme. Sami budete ma´ moºnos´ vidie´, ºe po vybudovaní
potrebného aparátu je uº tento dôkaz ve©mi jednoduchý � na rozdiel od kon²truktívneho
dôkazu existencie transcendentných £ísel pochádzajúceho od Josepha Liouvillea.

Teória mnoºín sa u mnohých matematikov stretla s výrazným odporom. Dôvody boli
rôzne, jedným z nich bol aj nekon²truktívny charakter viacerých dôkazov � ako napríklad
v prípade existencie transcendentných £ísel. Tento odpor e²te zosilnel po objavení viacerých
paradoxov (sporov) v teórii mnoºín, o ktorých budeme hovori´ o chví©u.

V Cantorových prácach sa objavilo mnoho dôleºitých výsledkov z teórie mnoºín � dá sa
poveda´, ºe vä£²ina z tých, s ktorými sa v rámci tejto predná²ky stretneme. Stále v²ak ne²lo
o axiomatickú teóriu mnoºín. Cantorov prístup, pri ktorom bol pojem mnoºiny chápaný
intuitívne a pomerne vo©ne, sa zvykne nazýva´ naivná teória mnoºín. Na mnohé ú£ely je
tento prístup úplne posta£ujúci, v podstate je to presne ten prístup, ktorý ste pouºívali na
predná²kach z matematiky, ktoré ste doteraz absolvovali. Za£iatkom 20-teho storo£ia sa v²ak
zistilo, ºe naivný prístup k mnoºinám môºe vies´ k viacerým paradoxom.

Ako ilustráciu stru£ne popí²me Russellov paradox. (Neskôr sa budeme paradoxami teórie
mnoºín zaobera´ o nie£o podrobnej²ie.) Povedali sme si, ºe základná ide teórie mnoºín je chá-
pa´ viac objektov ako prvky jedného celku � jednej mnoºiny. Takto môºeme zavies´ mnoºinu
v²etkých mnoºín, ktorú ozna£íme Set. Z tejto mnoºiny môºeme vymedzova´ podmnoºiny
pomocou rôznych vlastností prvkov. Uvaºujme vlastnos´ x /∈ x, t.j. mnoºina nie je prvkom
samej seba. Táto vlastnos´ ur£í podmnoºinu A = {x ∈ Set;x /∈ x}. Má aj mnoºina A takúto
vlastnos´?

Ak ju má, £iºe ak A /∈ A, tak pod©a de�nície mnoºiny A má plati´ A ∈ A, £o je spor.
Obrátene, ak túto vlastnos´ nemá, tak A ∈ A. Ale do mnoºiny A patria len mnoºiny

s uvedenou vlastnos´ou. To znamená, ºe A /∈ A a opä´ dostávame spor.
Pokia© nechceme teóriu mnoºín zavrhnú´ úplne, mali by sme sa pokúsi´ nejako takýmto

problémom predís´. Významný pokus týmto smerom urobili Alfred North Whitehead a
Bertrand Russell vo svojom diele Principia Mathematica. Paradoxom sa snaºili predís´ tým,
ºe vybudovali rozsiahlu teóriu typov. Mnoºiny istého typu mohli by´ len prvkami mnoºín
vy²²ieho typu, £ím sa predi²lo moºným cyklom a tak aj Russelovmu paradoxu. Nevýhodou
systému typov bola ve©ká zloºitos´ � do istej miery je tento fakt ilustrovaný tým, ºe výsledok

2Takto napísané to znie asi pomerne naivne � ale asi nie je reálne o£akáva´, ºe sa podarí vystihnú´ podstatu
celej teórie v jedinej vete. Treba dúfa´, ºe jej podstatu pochopíte po tomto jednosemestrovom kurze.
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KAPITOLA 1. ÚVOD 7

1 + 1 = 2 sa nachádza na strane 379 [WR, p.379,*54.43].3

Ove©a viac sa presadil axiomatický prístup, pri ktorom sa teória mnoºín buduje z dvoch
primitívnych (=nede�novaných) pojmov mnoºina a by´ prvkom mnoºiny pomocou axióm,
ktoré popisujú správanie týchto prvkov. Takýto axiomatický systém za£al budova´ nemecký
matematik Ernst Zermelo, po ¬om je pomenovaný v sú£asnosti najroz²írenej²í Zermelov-
Fraenkelov axiomatický systém (ozna£ovaný ako ZF resp. ZFC � po pridaní axiómy výberu).

S pouºitím axiomatického systému sa podarilo odstráni´ v²etky dovtedy známe paradoxy.
Samozrejme, stále vo vzduchu visela otázka, £i sa neobjavia nejaké nové spory v rámci ax-
iomatickej teórie mnoºín. Táto otázka bola jednou z pohnútok, ktoré viedli k tzv. Hilbertovmu
programu. Jeho ciele boli ve©mi ambiciózne, tu spome¬me len dva z nich: Jedným z cie©ov
bolo sformalizova´ celú matematiku v rámci teórie mnoºín. Druhým cie©om bolo ukáza´ be-
zospornos´ teórie mnoºín, a tým pádom vlastne aj celej matematiky (alebo aspo¬ tej £asti,
ktorú budeme schopní v rámci teórie mnoºín sformulova´). Viac o Hilbertovom programe sa
môºete dozvedie´ napríklad v [Z, Kapitola 10].

Dnes uº vieme, ºe Hilbertov program sa nedá naplni´ v pôvodnom rozsahu. Z výsledkov
rakúskeho matematika Kurta Gödla vyplýva, ºe bezospornos´ systému ZFC sa nedá dokáza´
v tomto systéme. Hilbertov program i tak výrazne ovplyvnil podobu sú£asnej matematiky,
ktorá je skuto£ne vybudovaná na teórii mnoºín. Moºno nie je aº také neopodstatnené o£aká-
va´, ºe za pribliºne storo£ie intenzívnej práce v tomto axiomatickom systéme (ak teda pri-
jmeme tézu, ºe drvivá vä£²ina sú£asnej matematiky je sformalizovate©ná v ZFC) sa spor
v základoch matematiky neobjavil, takºe tam sná¤ ºiadny spor nebude. Úplnú istotu v²ak
ma´ nemôºeme.

Viac o Gödelových vetách (ako aj o niektorých �lozo�ckých otázkach súvisiacich s teóriou
mnoºín) sa môºete dozvedie´ v [Z]. Tento text je pomerne náro£ný, rozhodne je vhodné ma´
zvládnuté základy teórie mnoºín prv, neº ho za£nete £íta´.

Poznamenajme, ºe smery na£rtnuté v práve uvedenom stru£nom historickom preh©ade do
istej miery aj nazna£ujú akým smerom sa bude ubera´ ná² kurz o základoch teórie mnoºín.
Na jednej strane zavedieme axiómy systému ZFC a ukáºeme si, ako v ¬om moºno vybudova´
napríklad obor prirodzených £ísel (a nazna£íme kon²trukciu ¤al²ích £íselných oborov). Ako
sme uº v²ak spomenuli, na mnohé ú£ely sta£í �naivný� , t.j. neaxiomatický prístup k teórii
mnoºín. Ani my zvä£²a nebudeme dôkazy rozpitváva´ aº po najniº²iu logickú úrove¬, t.j. aº
z axióm, £o znamená, ºe mnohé £asti uvedené v tomto texte by sa dali zvládnu´ aj bez znalosti
axiomatického systému, len s pouºitím naivnej téórie mnoºín.

1.4 Základné ozna£enia

Budeme pouºíva´ ²tandardné ozna£enia:
N = {0, 1, 2, . . . } je mnoºina prirodzených £ísel (£iºe na tejto predná²ke povaºujeme aj nulu
za prirodzené £íslo)
Z = celé £ísla
Q = racionálne £ísla
R = reálne £ísla
C = komplexné £ísla

{prelim:POZNMNOZN}
Poznámka 1.4.1. V rôznych aplikáciách a príkladoch (kontrapríkladoch) budeme beºne
pracova´ s mnoºinou prirodzených £ísel N, mnoºinou reálnych £ísel R a ¤al²ími spoemnutými

3Ako v²ak budeme vidie´, aj vybudovanie prirodzených £ísel v teórii ZFC bude pomerne zd¨havé a náro£né,
takºe tento fakt nie je spôsobený len zloºitos´ou zvoleného systému, ale aj tým, ºe sa snaºíme prirodzené £ísla
vybudova´ z ve©mi obmedzeného systému základných pojmov a axióm.
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8 Základné ozna£enia

£íselnými obormi, ktoré poznáte z niº²ích ro£níkov. Aº neskôr si ukáºeme, ºe v²etky tieto
£íselné obory moºno vybudova´ v rámci teórie mnoºín � takºe ich skuto£ne môºeme povaºova´
za mnoºiny v systéme ZFC.
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Kapitola 2

Axiomatický prístup k teórii
mnoºín

2.1 Logika prvého rádu

E²te predtým, neº sa za£neme zaobera´ mnoºinami ako takými, povieme si nie£o o logike
prvého rádu, ktorá sa zaoberá výrokmi vytvorenými pomocou logických spojok a kvanti�ká-
torov.

Logikou prvého rádu sa nebudeme zaobera´ detailne, zjednodu²ene povedané, je to súhrn
pravidiel pre prácu s výrokmi, ktoré sú v súlade s tým ako obvykle uvaºujeme. Ak by ste
sa chceli o prvorádovej logike dozvedie´ viac, môºete si o nej pre£íta´ v knihách a textoch
venovaných £ísto tejto problematike, ako napríklad [B1, E, So, �].

2.1.1 Výroková logika

Pripomenieme si niektoré pravidlá na overovanie pravdivosti výrokov, ktoré uº poznáte
z niº²ích ro£níkov. Za výrok môºeme povaºova´ akéko©vek tvrdenie, ktoré môºe by´ pravdivé
alebo nepravdivé. (Presná de�nícia výroku pre nás nie je aº taká dôleºitá � v skuto£nosti jed-
iné výroky, s ktorými budeme na tejto predná²ke pracova´, sú formuly jazyka teórie mnoºín,
ktoré zade�nujeme v podkapitole 2.3.1.)

De�nícia 2.1.1. Negáciou výroku p rozumieme výrok �neplatí p� . Ozna£ujeme ju ¬p.
Pre dva výroky p a q nazývame ich konjunkciou výrok �p a q� , ozna£ujeme p ∧ q.
Disjunkcia je výrok �p alebo q� , ozna£ujeme p ∨ q.
Pod implikáciou rozumieme výrok �ak platí p, tak platí q� , ozna£ujeme p⇒ q.
Ekvivalencia výrokov p a q je výrok �p platí práve vtedy, ke¤ platí q� , ozna£ujeme p⇔ q.

Tieto de�nície logických spojok sú zhrnuté v nasledujúcich pravdivostných tabu©kách.1

p ¬p
1 0
0 1

p q p ∧ q
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0

p q p ∨ q
1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0

p q p⇒ q
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

p q p⇔ q
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1Na ozna£ovanie pravdivosti a nepravdivosti budeme v tabu©ke pouºíva´ symboly 1 a 0. Niekedy sa zvyknú
pouºíva´ aj T a F, ako skratky pre anglické true a false.
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10 Logika prvého rádu

De�nícia 2.1.2. Tautológiou nazývame taký výrok, zloºený z výrokových premenných a
logických spojok, ktorý je vºdy pravdivý, bez oh©adu na pravdivos´ výrokových premenných,
ktoré v ¬om vystupujú.

Tautológie môºeme overova´ jednoducho tabu©kovou metódou, ktorú poznáte z niº²ích
ro£níkov a pravdepodobne i zo strednej ²koly.

Príklad 2.1.3. Overme napríklad tautológiu p ∨ (¬p) (princíp vylú£enia tretieho).

p ¬p p ∨ ¬p
1 0 1
0 1 1

Ako ¤al²í príklad si ukáºeme overenie jedného z de Morganových pravidiel.
{logika:PRDEMORGAN}

Príklad 2.1.4. De Morganove pravidlá sú pravidlá ako negova´ konjunkciu a disjunkciu.

¬(p ∧ q) ⇔ ¬p ∨ ¬q
¬(p ∨ q) ⇔ ¬p ∧ ¬q

Samozrejme, pretoºe teraz vo výroku vystupuje viacero premenných, budeme potrebova´
viac riadkov tabu©ky na to, aby sme vy£erpali v²etky moºnosti.

p q p ∨ q ¬(p ∨ q) ¬p ∧ ¬q ¬(p ∨ q)⇔ (¬p ∧ ¬q)
1 1 1 0 0 1
1 0 1 0 0 1
0 1 1 0 0 1
0 0 0 1 1 1

Niekedy si môºeme pri overovaní platnosti tautológie pouºi´ aj jednoduch²í postup. V pred-
chádzajúcom príklade sme napríklad mohli na základe symetrie overova´ o jeden riadok menej.
Inú moºnos´ zjednodu²enia ilustruje nasledujúci príklad.

{logika:PRTAUTNEPR}
Príklad 2.1.5. Dokáºeme tautológiu (p ⇒ q) ⇔ (¬q ⇒ ¬p). (Táto tautológia súvisí
s princípom nepriameho dôkazu. Implikácia ¬q ⇒ ¬p sa zvykne nazýva´ obmena impliká-
cie p⇒ q.)

Aby sme dokázali ekvivalenciu dvoch výrokov, sta£í ukáza´, ºe výrok na ©avej strane je
nepravdivý práve v tých prípadoch, kedy je nepravdivý výrok na pravej strane.

Implikácia je nepravdivá jedine v prípade, ºe ©avý výrok je pravdivý a pravý je nepravdivý
(prípad 1 ⇒ 0). Teda výrok p ⇒ q je nepravdivý práve vtedy, ke¤ p = 1 a q = 0. Podobne,
aby bol výrok ¬q ⇒ ¬p nepravdivý, musí by´ ¬q = 1 a ¬p = 0, £o je presne ten istý prípad
p = 1 a q = 0. Vidíme, ºe obe strany ekvivalencie majú vºdy tú istú pravdivostnú hodnotu.

(Tento spôsob overenia tautológie sa aº tak ve©mi nelí²i od tabu©kovej metódy � vlastne
sme si len rozmysleli, v ktorých riadkoch tabu©ky sa na oboch stranách uvedenej ekvivalencie
vyskytne 0 � zdá sa mi by´ bliº²í ku spôsobu, ako prirodzene uvaºujeme o výrokoch.)

V cvi£ení 2.1.1 nájdete viacero tautológií. Je dobré si uvedomi´ ako súvisia tautológie
s niektorými typmi dôkazov. Tautológia z príkladu 2.1.5 je presne princíp nepriameho dôkazu,
ktorý sme uº spomínali. Tautológia z cvi£enia 2.1.1b) sa tieº £asto pouºíva pri dokazovaní �
namiesto výroku tvaru p⇔ q dokáºeme zvlá²´ jednotlivé implikácie p⇒ q a q ⇒ p.
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KAPITOLA 2. AXIOMATICKÝ PRÍSTUP K TEÓRII MNO�ÍN 11

Disjunkívna normálne forma

Logické spojky môºeme chápa´ ako binárne operácie na mnoºine {0, 1}, £iºe funkcie z {0, 1} × {0, 1} do
{0, 1}. Existuje teda celkovo 16 moºných logických spojok. (Inak: 24 = 16 spôsobov ako vyplni´ tabu©ku so
4 riadkami.) Okrem spojok ∧, ∨, ⇔, ⇒, ktoré sme zvyknutí pouºíva´, dostaneme aj niektoré menej obvyklé;
napríklad spojku, ktorá bez oh©adu na hodnoty p a q má vºdy hodnotu 1.

V²etky moºné logické spojky môºeme dosta´ pomocou ¬, ∧ a ∨. Ak napríklad chceme dosta´ spojku
s tabu©kou

p q p ∗ q
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

tak to môºeme dosiahnu´ takto: (p ∧ q) ∨ (¬p ∧ q) ∨ (¬p ∧ ¬q). Inak povedané, pouºili sme disjunkciu formúl
z ktorých kaºdá je pravdivá pre jediný riadok v tabu©ke; a pridali sme tie formuly v ktorých chceme, aby
v tabu©ke bola jednotka. Rovnaký postup by sme vedeli pouºi´ aj keby sme mali viac premenných. (Jediný
prípad, kedy to nefunguje, je spojka, ktorá je vºdy rovná 0 � museli by sme pouºi´ disjunkciu 0 formúl. Tú
ale vieme dosta´ napríklad ako p ∧ ¬p.)

Zápis v takomto tvare sa zvykne nazýva´ disjunktívna normálna forma.

2.1.2 Výroky s kvanti�kátormi

Okrem logických spojok, ¤al²ím nástrojom pomocou ktorého môºeme vytvára´ zloºitej²ie
tvrdenia z jednoduch²ích, sú kvanti�kátory. V nasledujúcej de�nícii P (x) ozna£uje výrokovú
funkciu, £ím rozumieme to, ºe po dosadení akéhoko©vek objektu za x dostaneme výrok.

De�nícia 2.1.6. Výrok (∀x)P (x) znamená, ºe pre kaºdý objekt x platí výrok P (x). Symbol
∀ nazývame v²eobecný kvanti�kátor.

Výrok (∃x)P (x) znamená, ºe existuje taký objekt x, pre ktorý platí výrok P (x). Symbol
∃ nazývame existen£ný kvanti�kátor.

Opä´, podobne ako pri výroku, je táto de�nícia pomerne nepresná � nie je jasné, £o
sa skrýva za slovom �objekt� . Túto nepresnos´ odstránime v £asti 2.3.1. Zatia© si môºete
predstavi´, ºe hovoríme o objektoch z akéhosi vopred daného systému (univerza), £iºe výrok
(∀x)P (x) znamená, ºe P (x) platí pre kaºdé x z tohoto univerza. (Univerzom pre nás neskôr
bude systém v²etkých mnoºín � k axiomatickej de�nícii mnoºín sa dostaneme aº neskôr.)

V praxi obvykle i tak budeme chcie´ hovori´ nie o v²etkých objektoch, ale objektoch
z nejakej konkrétnej mnoºiny A. Budeme preto pouºíva´ nasledujúce zápisy2

(∀x ∈ A)P (x) def⇔ (∀x)(x ∈ A⇒ P (x))

(∃x ∈ A)P (x) def⇔ (∃x)(x ∈ A ∧ P (x))

�iºe (∃x ∈ A)P (x) je len skrátený zápis toho, ºe existuje x, ktoré sú£asne patrí do mnoºiny
A a sp¨¬a výrok P (x).

Na overovanie platnosti tvrdení s kvanti�kátormi uº nemáme k dispozícii jednoduchú
metódu, podobnú vyplneniu tabu©ky pravdivostných hodnôt. Je moºné zavies´ nieko©ko pra-
vidiel (axióm), z ktorých sa dajú ostatné tvrdenia odvodzova´. Napríklad pomerne prirodzené
sa zdajú by´ tieto pravidlá:
Ak platí výrok (∀x)P (x), tak platí aj výrok P (a) pre daný konkrétny objekt a. (Symbol P (a)
ozna£uje výrok, ktorý dostaneme dosadením a namiesto x. Presnej²ie povedané, namiesto

2Tu pouºívame symbol ∈, pri£om x ∈ A ozna£uje, ºe x je prvkom mnoºiny A. Významom tohoto symbolu
sa budeme zaobera´ neskôr, zatia© si jednoducho môºete predstavi´, ºe na²e univerzum je v tomto prípade A.
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12 Logika prvého rádu

kaºdého vo©ného výskytu x � o vo©ných a viazaných premenných vo výrokoch s kvanti�ká-
tormi budeme hovori´ o chví©u.)
Ak platí (∃x)P (x) a sú£asne platí P (a) ⇒ Q (kde a ozna£uje nejaký konkrétny objekt a Q
je nejaký výrok), tak platí aj Q.

V tejto predná²ke nebudeme vymenováva´ v²etky pouºívané pravidlá a ukazova´ si dôkazy
tvrdení pomocou týchto pravidiel � ak by vás táto problematika zaujala, opä´ sa môºete
obráti´ na predná²ky a texty venované ²peciálne logike. Pokia© budeme chcie´ overi´ a prav-
divos´ nejakého výroku s kvanti�kátormi, budeme sa drºa´ zdravého rozumu � budeme pos-
tupova´ tak, ako by sme o týchto výrokoch uvaºovali v obvyklom jazyku a v kaºdodenných
situáciach. (Je pravda, ºe v kaºdodenných situáciach neuvaºujeme o mnoºinách, pokojne si
v²ak môºeme pomôc´ tým, ºe pod výrokom (∀x)P (x) si namiesto �kaºdá mnoºina má vlast-
nos´ P (x)� na chví©u predstavíme napríklad výrok �kaºdá gulô£ka v tomto vrecku je modrá� ,
podobne pod (∃x)P (x) si môºeme predstavi´ výrok �niektorá gulô£ka v tomto vrecku je
modrá� .)

{logika:PRNEGFORALL}
Príklad 2.1.7 (Negácia výrokov s kvanti�kátormi). Zdôvodníme platnos´ výroku

¬[(∀x)P (x)]⇔ (∃x)¬P (x).

�avá strana uvedenej ekvivalencie znamená, ºe nie v²etky objekty, s ktorými pracujeme
majú vlastnos´ P (x). To je ale presne to isté, ºe medzi nimi existuje aspo¬ jeden objekt, ktorý
túto vlastnos´ nemá, a teda sp¨¬a ¬P (x). (Ak nie je pravda, ºe v²etky gulô£ky v na²om vrecku
sú modré, musí by´ medzi nimi aspo¬ jedna inej farby.)

Podobným spôsobom si môºeme ozrejmi´, ºe platí ekvivalencia

¬[(∃x)P (x)]⇔ (∀x)¬P (x).

(Túto ekvivalenciu môºeme odvodi´ z predchádzajúcej aj jednoducho znegovaním oboch strán
v predchádzajúcej ekvivalencii � pozri úlohu 2.1.1e).)

Obidve tieto ekvivalencie £asto pouºívame, ak potrebujeme znegova´ výrok obsahujúci
kvanti�kátor. Stru£ne sa dajú zhrnú´ tak, ºe zmeníme kvanti�kátor a výrok pod ním znegu-
jeme.

Príklad 2.1.8. Pokúsme sa znegova´ výrok

R(x) := (∀x)[P (x)⇒ (∃y)Q(x, y)].

Postupne dostaneme

¬R(x)⇔(∃x)¬[P (x)⇒ (∃y)Q(x, y)]⇔
(∃x)[P (x) ∧ ¬(∃y)Q(x, y)]⇔
(∃x)[P (x) ∧ (∀y)¬Q(x, y)]

Okrem pravidiel na negovanie výrokov s kvanti�kátormi sme pouºili negáciu implikácie �
pozri príklad 2.1.1f).

Príklad 2.1.9. Skúsme nejaký praktickej²í príklad. Najprv sa pokúsme pomocou kvanti�ká-
torov zapísa´, ºe postupnos´ reálnych £ísel (xn)∞n=0 konverguje. To znamená, ºe existuje reálne
£íslo, ktoré je limitou tejto postupnosti:

(∃L ∈ R)(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)[n > n0 ⇒ |xn − L| < ε].
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Pod©a pravidiel, ktoré sme uviedli, je negácia tohoto výroku

(∀L ∈ R)(∃ε > 0)(∀n0 ∈ N)(∃n ∈ N)[n > n0 ∧ |xn − L| ≥ ε].

V matematickej analýze ste moºno niekedy pouºili overenie tohoto výroku na dôkaz toho, ºe
postupnos´ nekonverguje.

V skuto£nosti sme tak trochu podvádzali � namiesto (∃L ∈ R)(∀ε) . . . by sme mali pod©a
na²ej dohody písa´ (∃L)[L ∈ R ∧ {(∀ε) . . . }]. (Podobne ako sme to urobili v poslednej £asti
tvrdenia, ktorú sme mohli zapísa´ v tvare (∀n > n0)|xn−L| < ε.) Môºete si skúsi´ rozmyslie´,
ºe aj keby sme uvedené výroky podrobnej²ie rozpísali takýmto spôsobom, ako negáciu by sme
dostali to isté. �iºe pravidlá na negovanie výrokov s kvanti�kátormi fungujú aj ak premenné
vyberáme len z ur£itej mnoºiny.

Po odbo£ke venovanej negáciam výrokov s kvanti�kátormi sa e²te na chví©u vrá´me
k overovaniu pravdivosti takýchto výrokov. V príklade 2.1.7 sme pre daný výrok overili,
ºe je pravdivý. Ukáºme si aspo¬ jeden príklad, kde zdôvodníme, ºe nejaký výrok obsahujúci
kvanti�kátory nepravdivý. (V cvi£eniach k tejto podkapitole nájdete ¤al²ie výroky, o ktorých
máte rozhodnú´, £i sú pravdivé alebo nie a svoje tvrdenie zdôvodni´.)

Príklad 2.1.10. Chceme overi´, £i výrok

[(∀x)P (x)⇒ (∀x)Q(x)]⇒ [(∀x)(P (x)⇒ Q(x))]

je pravdivý alebo nie. Po chvíli uvaºovania prídeme na to, ºe tento výrok asi neplatí. Radi
by sme to zdôvodnili tak, ºe nájdeme konkrétny príklad výrokov, P (x) a Q(x) pre ktoré to
neplatí.

Skúsme uvaºova´ napríklad výroky o reálnych £íslach:
P (x) := (x > 2)
Q(x) := (x > 3).
(Pokia© chceme zdôrazni´, ºe ide o reálne £ísla, môºeme písa´ P (x) := (x ∈ R) ∧ (x > 2) a
Q(x) := (x ∈ R) ∧ (x > 3). Uº sme v²ak uviedli, ºe sa zaoberáme reálnymi £íslami, takºe aj
ke¤ to explicitne nenapí²eme, v²etky výskyty kvanti�kátorov chápeme tak, ºe sa vz´ahujú
na reálne £ísla.)

Pozrime sa najprv na ©avú stranu implikácie, ktorej neplatnos´ chceme ukáza´, t.j. na
výrok (∀x)P (x)⇒ (∀x)Q(x). Tento výrok platí, lebo ©avá strana implikácie, t.j. (∀x)(x > 2),
je nepravdivá. (Tvrdenie x > 2 neplatí pre v²etky reálne £ísla.)

Teraz sa pozrime na výrok (∀x)(P (x)⇒ Q(x)), t.j. (∀x)(x > 2⇒ x > 3). Tento výrok je
nepravdivý. Implikácia (x > 2⇒ x > 3) neplatí napríklad pre x = 5

2 .
�iºe výrok, o ktorého pravdivosti chceme rozhodnú´, je ekvivalentný si implikáciou 1⇒ 0,

a teda je nepravdivý.

Viazaný a vo©ný výskyt premennej O viazanom výskyte premennej vo výroku hovoríme
v prípade, ºe sa vyskytuje v kvanti�kátore, výskyt bez kvanti�kátora nazývame vo©ný. Ukáºme
si to na jednoduchých príkladoch:
(∀x ∈ R)x2 ≥ 0 � v tomto výroku je x viazaná premenná,
x2 ≥ 0 � tu je x vo©nou premennou,
x = 2 ∧ (∀x ∈ R)x2 ≥ 0 � v tomto výroku sa premenná x vyskytuje dvakrát, prvý výskyt je
vo©ný a druhý viazaný. Znamená to, ºe prvé x �nie je to isté� x ako druhé. Preto je výhodnej²ie
(zrozumite©nej²ie) tento výrok nahradi´ ekvivalentným výrokom x = 2 ∧ (∀y ∈ R)y2 ≥ 0.
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Cvi£enia
{logika:CVTAUT}

Úloha 2.1.1. Dokáºte, ºe nasledujúce výroky sú tautológie:
a) (¬p ∨ q)⇔ (p⇒ q)
b) (p⇔ q)⇔ [(p⇒ q) ∧ (q ⇒ p)]
c) ¬(p ∧ q)⇔ (¬p ∨ ¬q)
d) ((p ∧ q)⇒ r)⇔ (p⇒ (q ⇒ r))
e) (p⇔ q)⇔ (¬p⇔ ¬q)
f) ¬(p⇒ q)⇔ (p ∧ ¬q)
g) (p⇒ ¬q)⇒ ¬p
h) ((p⇒ ¬p)⇒ p)⇒ ((p⇒ ¬p)⇒ ¬p)
i) [p⇔ (q ⇔ r)]⇔ [p⇔ (q ⇔ r)] j) [p⇒ (q ⇒ r)]⇔ [p⇒ (q ⇒ r)]

{logika:CVTAUT2}
Úloha 2.1.2. Dokáºte, ºe nasledujúce výroky sú tautológie:
a) (p ∨ q)⇔ (q ∨ p);
b) (p ∧ q)⇔ (q ∧ p);
c) p ∨ (q ∨ r)⇔ (p ∨ q) ∨ r;
d) p ∧ (q ∧ r)⇔ (p ∧ q) ∧ r;
e) (p ∨ p)⇔ p;
f) (p ∧ p)⇔ p;
g) [p ∨ (q ∧ r)]⇔ [(p ∨ q) ∧ (p ∨ r)];
h) [p ∧ (q ∨ r)]⇔ [(p ∧ q) ∨ (p ∧ r)];
i) [p ∨ (p ∧ q)]⇔ p;
j) [p ∧ (p ∨ q)]⇔ p.

Úloha 2.1.3. Zistite, £i uvedené výroky sú tautológie. Svoje tvrdenie zdôvodnite (ak ide
o tautológiu, tak to dokáºte; ak nie, uve¤te kontrapríklad).
a) p⇔ ¬¬p;
b) ¬p⇔ (p⇒ ¬p);
c) (p ∧ q)⇒ p;
d) p⇒ ¬p;
e) (p ∨ q)⇒ p;
f) (p⇒ q)⇒ (p⇒ (q ∧ r));
g) (p⇒ (q ∧ r))⇒ (p⇒ q);
h) ¬p ∧ (p ∨ q)⇒ q;
i) [p⇒ (r ∨ ¬q)]⇒ [(p⇒ q)⇒ (p⇒ r)]
j) [(p⇒ q) ∧ (q ⇒ r)]⇒ (p⇒ q)

{logika:CVREDUND}
Úloha 2.1.4. Ukáºte, ºe operácie ¬, ∧, ∨, ⇒, ⇔ môºeme de�nova´ pomocou:
a) negácie a konjunkcie,
b) negácie a disjunkcie,
c) negácie a implikácie,
d) logickej spojky NAND de�novanej ako P NANDQ⇔ ¬(P ∧Q),
e) logickej spojky NOR de�novanej ako P NANDQ⇔ ¬(P ∨Q).

Úloha 2.1.5∗. Nech ∗ je logická spojka (=binárna boolovská operácia). Dokáºte, ºe pomocou
∗ môºeme dosta´ v²etkých 16 moºných logických spojok práve vtedy, ke¤ ∗ je niektorá zo
spojok NAND a NOR.

Úloha 2.1.6. Rozhodnite, £i sú uvedené výroky pravdivé. Svoje tvrdenie zdôvodnite.
a) [(∀x)P (x)⇒ (∀x)Q(x)]⇒ (∀x)(P (x)⇒ Q(x))
b) (∃x)(P (x) ∧Q(x))⇔ [(∃x)P (x) ∧ (∃x)Q(x)]
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c) (∃x)(P (x) ∨Q(x))⇔ [(∃x)P (x) ∨ (∃x)Q(x)]
d) (∀x)(P (x) ∧Q(x))⇔ [(∀x)P (x) ∧ (∀x)Q(x)]
e) (∀x)(P (x) ∨Q(x))⇔ [(∀x)P (x) ∨ (∀x)Q(x)]
f) (∀x)(P (x)⇒ Q(x))⇔ [(∃xP (x))⇒ (∃x)Q(x)]
g) [(∀x)(∀y)(R(x, y)⇒ ¬R(y, x))]⇒ (∀x)¬R(x, x)

Úloha 2.1.7. Pre výrokovú funkciu P (x, y) uvaºujme výroky P1(x, y) = (∀x)(∀y)P (x, y),
P2 = (∀x)(∃y)P (x, y), P3 = (∃x)(∀y)P (x, y), P4 = (∃x)(∃y)P (x, y), P5 = (∀y)(∀x)P (x, y),
P5 = (∀y)(∃x)P (x, y), P6 = (∀y)(∃x)P (x, y), P7 = (∃y)(∀x)P (x, y), P8 = (∃y)(∃x)P (x, y).
a) Ukáºte, ºe pre tieto výroky platí: P1 ⇔ P5, P4 ⇔ P8 a

P3
+3 P6

�$
P1

:B

�$

P4

P7
+3 P2

:B

b) Ukáºte na príklade, ºe implikácie v predchádzajúcom diagrame nemoºno nahradi´ ekviva-
lenciami.
c) Ukáºte na príklade, ºe nemusia plati´ ekvialencie P3 ⇒ P2 a P7 ⇒ P6.
Toto cvi£enia sa dá stru£ne zhrnú´ tak, ºe v²etky vz´ahy medzi výrokmi P2, . . . , P7 sú tie,
ktoré sú nazna£ené v uvedenom diagrame.

{logikacvic:ULODISTRIB}

Úloha 2.1.8. Nech p je výrok a Q(x) je výroková funkcia. Overte, £i platia ekvivalencie:
a) p ∧ (∃x)Q(x)⇔ (∃x)(p ∧Q(x));
b) p ∨ (∃x)Q(x)⇔ (∃x)(p ∨Q(x));
c) p ∧ (∀x)Q(x)⇔ (∀x)(p ∧Q(x));
d) p ∨ (∀x)Q(x)⇔ (∀x)(p ∨Q(x)).

Úloha 2.1.9. Znegujte nasledujúce výroky. Sú tieto výroky (alebo ich negácie) pravdivé,
ak výrokové premenné berieme z N, Z, Q, R, C (s obvyklým s£itovaním, násobením, uspori-
adaním)?
a) (∀x, y)(x2 = y2 ⇒ x = y);
b) (∀x)(∃y)(x2 = y);
c) (∀x)(∃y)(x3 = y);
d) (∀x, y)(∃z)(x+ y = z);
e) (∃x)x2 6= 0;
f) (∀x)x2 < 0;
g) (∀x)x2 ≤ x.

2.2 Naivná teória mnoºín a jej paradoxy
{paradox:SECTNAIV}

Základom pôvodného Cantorovho prístupu k teórii mnoºín je nasledujúca de�nícia mnoºiny:
�Mnoºina je akýko©vek systém objektov, jednozna£ne vymedzený nejakou vlastnos´ou.� Inak
povedané, mnoºinu si môºeme predstavi´ ako nový názov pre nejaký systém objektov, £o
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nám umoºní stru£nej²ie a jednoduch²ie vyjadrovanie.3

Sú£asne s mnoºinami môºeme robi´ rôzne operácie, utvára´ nové mnoºiny pomocou niek-
torých vlastností. Napríklad prienik mnoºín A a B je taká mnoºina, do ktorej patria práve
prvky sp¨¬ajúce podmienku (x ∈ A)∧(x ∈ B), £iºe opä´ je to systém objektov ur£ený nejakou
podmienkou. Stru£ne to môºeme zapísa´

A ∩B = {x; (x ∈ A) ∧ (x ∈ B)}.

Potom namiesto �v²etky racionálne £ísla leºiace v intervale 〈0, 1〉� môºeme pouºi´ stru£nej²í
mnoºinový zápis Q ∩ 〈0, 1〉.

Russellov4 paradox. Vidíme teda, ºe kaºdej podmienke zodpovedá nejaká mnoºina prvkov
sp¨¬ajúcich túto podmienku. �peciálne, pokia© nepouºijeme ºiadnu podmienku (inak povedané,
pouºijeme prázdnu podmienku) dostaneme mnoºinu v²etkých mnoºín (v²etkých objektov).
Mohli by sme ju de�nova´ napríklad ako

Set = {x;x = x},

ke¤ºe podmienku x = x sp¨¬a kaºdý objekt.
Uvaºujme teraz podmienku x /∈ x. Pomocou nej dostaneme mnoºinu

A = {x;x /∈ x}

takých mnoºín, ktoré nie sú svojimi vlastnými prvkami. Poloºme si otázku, £i do tejto
mnoºiny patrí aj mnoºina Set v²etkých mnoºín. Na jednej strane vieme, ºe mnoºina Set
obsahuje v²etky mnoºiny, teda aj samu seba. To znamená, ºe Set ∈ Set, a teda Set ∈ A.
Sú£asne si v²ak v²imnime, ºe podmienka Set ∈ Set je presne negáciou podmienky ur£ujúcej
mnoºinu A, £o znamená, ºe Set /∈ A. Dostali sme teda dva navzájom si odporujúce výroky
Set ∈ A a Set /∈ A, £o je spor.

Zdá sa, ºe tento paradox bol spôsobený tým, ºe Set je akási neobvyklá, príli² ve©ká
mnoºina. �iºe by moºno pomohlo, keby sme sa nejakým spôsobom vedeli vyhýba´ �príli²
ve©kým mnoºinám�. Toto v²ak nie je jediný typ paradoxov, aké v naivnej teórii mnoºín
vznikali.

Berryho paradox Zade�nujeme takúto podmnoºinu prirodzených £ísel

B = {n;n je prirodzené £íslo, ktoré sa dá de�nova´ najviac 20 slovami slovenského jazyka}.

Napriek tomu, ºe slovenský jazyk je ve©mi bohatý, obsahuje len kone£ne ve©a slov, nech ich
je povedzme N . Kombináciou 20 slov dostaneme teda najviac N20 slov, £o je stále kone£ný
po£et. Existuje teda nekone£ne ve©a prirodzených £ísel, ktoré nepatria do mnoºiny B. Oz-
na£me najmen²ie z nich ako n. Zrejme n /∈ B, £o znamená, ºe

n je najmen²ie prirodzené £íslo, ktoré sa nedá popísa´ najviac 20 slovami slovenského jazyka.

Práve sme v²ak £íslo n popísali menej ako 20 slovami slovenského jazyka, a teda n ∈ B. Opä´
dostávame spor.

Zdá sa, ºe takýmto problémom by sa dalo vyhnú´, keby sme upresnili, £o rozumieme pod
pojmom �vlastnos´� , ke¤ hovoríme o tom, ºe mnoºina je súbor prvkov ur£ených nejakou
vlastnos´ou.

3Samozrejme, teória mnoºín nám poskytuje omnoho viac, neº len jednoduch²í spôsob vyjadrovania. V tejto
£asti v²ak chceme hlavne ilustrova´ problémy, ktoré vznikajú v naivnej teórii mnoºín, aby sme si hne¤ potom
mohli ukáza´, ako ich moºno axiomatickým prístupom odstráni´. Skuto£ne zaujímavé výsledky a aplikácie
teórie mnoºín stretneme aº v ¤al²ích kapitolách.

4Bertrand Russell (1872�1970), britský matematik a �lozof
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2.3 Zermelov-Fraenkelov axiomatický systém
{zfc:SECTZFC}

V £asti 2.2 sme videli, ºe potrebujeme spresni´ pravidlá, pomocou ktorých môºeme vytvára´
mnoºiny, ak chceme dosta´ teóriu v ktorej sa nebudú da´ odvodi´ sporné tvrdenia. Práve to
je ú£elom axiomatizácie teórie mnoºín, ktorú si predstavíme v tejto podkapitole.

Teória mnoºín je zaloºená na dvoch primitívnych pojmoch � tak nazývame pojmy, ktoré
nede�nujeme.5 Sú to pojmy mnoºina a patrí (ozna£ujeme ∈).

Jediné objekty, o ktorých budeme v rámci teórie mnoºín hovori´, budú mnoºiny. Stru£ne
povedané: �V²etko je mnoºina.� . Jedna mnoºina môºe patri´ do inej mnoºiny. Tento fakt
ozna£íme a ∈ b, jeho negáciu budeme zapisova´ a /∈ b.

Poznámka 2.3.1. Na základe predchádzajúcich riadkov by sa mohlo zda´, ºe napriek tomu,
ºe názov predná²ky je teória mnoºín, sa na nej nedozviete, £o je to vlastne mnoºina je. Nie je to
celkom tak � pretoºe o chví©u uvedieme viacero axióm popisujúcich, ako sa mnoºiny správajú.
Tieto axiómy nám teda hovoria, aké sú vlastnosti mnoºiny, £o je vlastne to najdôleºitej²ie,
£o potrebujeme o mnoºinách vedie´.

S podobnou situáciou ste sa uº viackrát stretli na iných matematických predmetoch.
Napríklad pri skúmaní grúp nezáleºalo na tom, aké majú prvky � grupy, ktoré boli izomorfné
(=mali rovnaké grupové vlastnosti) sme povaºovali z h©adiska teórie grúp za rovnaké. Izomor-
�zmus medzi dvoma grupami znamená vlastne, ºe ich nemoºno rozlí²i´ grupovo-teoretickými
prostriedkami. Podobne to bolo i v prípade vektorových priestorov v prvom ro£níku na
lineárnej algebre.

2.3.1 Jazyk teórie mnoºín {zfc:SSECTJAZYK}

V predchádzajúcej podkapitole sme hovorili o tom, ºe mnoºina je súbor prvkov ur£ených
nejakou vlastnos´ou. Berryho paradox nás presved£il o tom, ºe nemôºeme pouºíva´ úplne
©ubovo©né vlastnosti, iba dostato£ne �rozumné� . V tejto £asti sa s pouºitím logiky prvého
rádu pokúsime formálne zade�nova´, akými vlastnos´ami mnoºín sa budeme zaobera´.

Teória mnoºín bude obsahova´ viacero axióm o mnoºinách, z ktorých budeme o mnoºinách
môc´ odvodi´ rôzne tvrdenia. Tieto tvrdenia a axiómy budú ma´ podobu formúl teórie
mnoºín.

V²etky formuly budú zostavené z premenných ozna£ujúcich mnoºiny (budeme pouºí-
va´ písmená a, b, c, . . . , z, A,B, . . . , Z, prípadne a1, a2, . . . ), symbolov = (ozna£uje rovnos´
mnoºín), ∈, ¬, ∧, ∨, ⇒, ⇔, ∃, ∀ a pomocných symbolov (, ), [, ], {, } pod©a pravidiel
popísaných v nasledujúcej de�nícií:

De�nícia 2.3.2.
1. Ak x, y sú mnoºinové premenné, tak (x = y) a (x ∈ y) sú formuly teórie mnoºín. (Tieto

dva typy formúl nazývame atomické formuly.)
2. Ak ϕ, ψ sú formuly teórie mnoºín, tak aj zápisy ¬ϕ, ϕ ∧ ψ, ϕ ∨ ψ, ϕ⇒ ψ a ϕ⇔ ψ sú

formuly teórie mnoºín.
3. Ak x je mnoºinová premenná a ϕ je formula teórie mnoºín, tak ((∃x)ϕ) a ((∀x)ϕ) sú

tieº formuly teórie mnoºín.
Za formuly teórie mnoºín povaºujeme len atomické formuly a formuly, ktoré z nich vieme
získa´ pouºitím kone£ného po£tu uvedených pravidiel.

5Primitívnym pojmom sa nedá vyhnú´. Ak by sme kaºdý pojem chceli de�nova´ pomocou e²te
jednoduch²ích pojmov, dostali by sme tak nekone£nú re´az de�nícií, ktoré závisia jedna od druhej.
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18 Zermelov-Fraenkelov axiomatický systém

2.3.2 Axiómy systému ZFC

Teraz uvedieme jednotlivé axiómy teórie mnoºín a pri niektorých stru£ne spomenieme aj
motiváciu pre ich zavedenie a ich najzákladnej²ie dôsledky. Axiomatizácia, ktorú tu uvedieme,
nie je jediná pouºívaná, je v²ak najroz²írenej²ia. Nazýva sa Zermelov-Fraenkelov systém.
(Odtia© pochádzajú písmená ZF, písmeno C zastupuje axiómu výberu � Axiom of Choice.
Pokia© vynecháme axiómu výberu, dostaneme systém ZF.) Kvôli jednotnosti budeme pouºíva´
rovnaké £íslovanie axióm ako v [�S], hoci sme zvolili o £osi iné poradie. Spolu s axiómami
spomenieme aj niektoré jednoduché tvrdenia, ktoré z nich vyplývajú.

Axióma I (Axióma extenzionality).

(∀x)(∀y)[(x = y)⇔ (∀z)(z ∈ x⇔ z ∈ y)]

Dve mnoºiny sa rovnajú práve vtedy, ke¤ obsahujú rovnaké prvky.

Táto axióma vlastne popisuje základnú vlastnos´ mnoºín � mnoºina je jednozna£ne ur£ená
prvkami, ktoré obsahuje.

Viacero ¤al²ích axióm sa zaoberá tým, existenciou niektorých mnoºín a vytváraním
nových mnoºín z uº existujúcich mnoºín. Napríklad je pomerne prirodzené poºadova´ ex-
istenciu aspo¬ jednej mnoºiny, aby ná² axiomatický systém nebol úplne bezobsaºný. Túto
vlastnos´ môºeme formálne zapísa´ napríklad takto.

Axióma IV (Axióma existencie).
(∃x)(x = x)

Existuje aspo¬ jedna mnoºina.

Pre kaºdú mnoºinu platí x = x v¤aka vlastnostiam vz´ahu rovnosti.
Nasledujú 2 axiómy popisujúce vytváranie mnoºín z iných mnoºín.

Axióma II (Axióma zjednotenia mnoºín).

(∀A)(∃U)(∀z)(z ∈ U ⇔ (∃a ∈ A)(z ∈ a))

Pre ©ubovo©nú mnoºinu A existuje taká mnoºina U , ktorá obsahuje práve tie prvky, ktoré
patria do niektorej z mnoºín patriacich do A.

De�nícia 2.3.3. Mnoºinu U z predchádzajúcej axiómy nazývame zjednotenie systému A a
ozna£ujeme

⋃
A.

Z axiómy extenzionality je zrejmé, ºe mnoºina
⋃
A je ur£ená jednozna£ne.

Axióma III (Axióma dvojice).

(∀A)(∀B)(∃C)(∀z)[z ∈ C ⇔ (z = B) ∨ (z = C)]

Ak a, b sú mnoºiny, tak existuje mnoºina ktorá obsahuje práve prvky a, b a ºiadne iné. Túto
mnoºinu ozna£íme {a, b}.

{zfc:TVRZJEDPAIR}
Tvrdenie 2.3.4. Pre ©ubovo©né mnoºiny A, B existuje taká mnoºina C, do ktorej patria
práve prvky patriace do mnoºiny A alebo do mnoºiny B. Túto mnoºinu ozna£ujeme A∪B a
nazývame zjednotenie mnoºín A a B.

Dôkaz. Ak A, B sú mnoºiny, tak pod©a axiómy dvojice existuje mnoºina {A,B} a pod©a
axiómy zjednotenie existuje mnoºina C, ktorá obsahuje práve prvky patriace do niektorej
z mnoºín A, B.
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�al²ou aplikáciou axiómy dvojice je nasledujúce jednoduché tvrdenie:
{zfc:TVRSINGLETON}

Tvrdenie 2.3.5. Pre kaºdú mnoºinu a existuje jediná mnoºina A, ktorá obsahuje a ako
jediný svoj prvok, t.j.

z ∈ A⇔ z = a.

Túto mnoºinu ozna£ujeme {a}.

Dôkaz. Na dôkaz existencie sta£í pouºi´ axiómu dvojice pre dvojicu mnoºín a, a. Jednoz-
na£nos´ vyplýva z axiómy extenzionality.

Nasledujúca axióma vlastne zah¯¬a nekone£ne ve©a axióm � jednu pre kaºdú formulu
teórie mnoºín. Preto hovoríme o schéme axióm.

Axióma V (Schéma axióm vymedzenia). Nech ϕ(x) je formula teórie mnoºín, ktorá neob-
sahuje B ako vo©nú premennú. Potom platí

(∀A)(∃B)(∀z)(z ∈ B ⇔ z ∈ A ∧ ϕ(z))

Pre kaºdú mnoºinu A existuje mnoºina B obsahujúca práve tie prvky z A, pre ktoré je
pravdivý výrok ϕ(z), ktorý dostaneme nahradením v²etkých vo©ných výskytov premennej x
premennou z. Túto mnoºinu budeme ozna£ova´

B := {x ∈ A;ϕ(x)}.

V²imnime si, ºe s podobným spôsobom tvorby mnoºín sme sa uº stretli v £asti 2.2.
Nastala v²ak jedna drobná zmena � do novovytvorenej mnoºiny patria len prvky z nejakej
vopred danej mnoºiny s danou vlastnos´ou. Teda pomocou tejto axiómy nemôºeme zopakova´
postup, ktorý sme urobili pri odvodení Russellovho paradoxu.

Túto schému axióm budeme ve©mi £asto vyuºíva´, ako ukáºku si môºeme ukáza´ existenciu
prázdnej mnoºiny.

Tvrdenie 2.3.6. Existuje (práve jedna) mnoºina ∅ s vlastnos´ou

(∀z)(z /∈ ∅).

Túto mnoºinu nazývame prázdna mnoºina.

Dôkaz. Jednozna£nos´ ©ahko vyplýva z axiómy extenzionality. Ukáºeme existenciu.
Pod©a axiómy existencie existuje aspo¬ jedna mnoºina x. De�nujme teraz mnoºinu

∅ := {z ∈ x; z 6= z}.

Môºeme poznamena´, ºe v niektorých textoch sa namiesto axiómy existencie uvádza
ako axióma existencia prázdnej mnoºiny. Z predchádzajúceho tvrdenia je zrejmé, ºe takto
dostaneme ekvivalentný systém axióm � pomocou ostatných axióm vieme z axiómy existencie
dokáza´ existenciu prázdnej mnoºiny a obrátene.

Schému axióm vymedzenia pouºijeme napríklad aj v nasledujúcej podkapitole, ke¤ budeme
de�nova´ viaceré mnoºinové operácie. Na tomto mieste e²te zade�nujeme prienik dvojice
mnoºín.

Tvrdenie 2.3.7. Pre ©ubovo©né dve mnoºiny A, B existuje práve jedna mnoºina C, ktorá
obsahuje práve tie prvky, ktoré patria sú£asne do A aj do B. Túto mnoºinu nazývame prienik
mnoºín A a B a ozna£ujeme ju A ∩B.
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Dôkaz. Mnoºina
A ∩B = {x ∈ A;x ∈ B}

existuje pod©a schémy axióm vymedzenia pouºitej pre mnoºinu A a formulu x ∈ B.
Jednozna£nos´ vyplýva z axiómy extenzionality.

De�nícia 2.3.8. Mnoºiny A a B sa nazývajú disjunktné, ak A∩B = ∅, t.j. ak majú prázdny
prienik.

Pred uvedením ¤al²ej axiómy budeme potrebova´ e²te jednu de�níciu, ktorá nám umoºní
túto axiómu stru£nej²ie zapísa´.

De�nícia 2.3.9. Ak A, B sú mnoºiny, tak hovoríme, ºe A je podmnoºinou B, ak kaºdý
prvok mnoºiny A je prvkom mnoºiny B. Tento fakt ozna£íme A ⊆ B.

A ⊆ B def⇔ (∀z)(z ∈ A⇒ z ∈ B)

Vidíme teda, ºe A ⊆ B je tieº formula teórie mnoºín. Budeme ju £asto pouºíva´ ako
stru£nej²í zápis namiesto dlh²ej formuly na pravej strane predchádzajúcej ekvivalencie.

Axióma VI (Axióma poten£nej mnoºiny).

(∀A)(∃P )(∀z)(z ∈ P ⇔ z ⊆ A)

Pre kaºdú mnoºinu A existuje mnoºina P pozostávajúca práve z podmnoºín mnoºiny A.

De�nícia 2.3.10. Mnoºinu v²etkých podmnoºín mnoºiny A nazývame poten£ná mnoºina
mnoºiny A a ozna£ujeme P(A).

P(A) = {B;B ⊆ A}

Axióma VI teda vlastne zaru£uje existenciu poten£nej mnoºiny pre kaºdú mnoºinu.
Kvôli zostru£neniu nasledujúcej axiómy zave¤me e²te jeden symbol.

De�nícia 2.3.11. Symbolom (∃!x)P (x) ozna£ujeme fakt, ºe existuje jediná mnoºina x
s vlastnos´ou P (x).

V²imnime si, ºe sme tým nepridali ni£ nové k jazyku logiky prvého rádu, ke¤ºe ten výrok
vieme ekvivalentne prepísa´ napríklad takýmto spôsobom

(∃!x)P (x)⇔ (∃x)(P (x) ∧ (∀y)(P (y)⇒ y = x)).

Zápis (∃!x)P (x) môºeme teda chápa´ ako skratku zápisu na pravej strane. V prípade, ºe P (x)
je formula teórie mnoºín, predstavuje aj tento zápis formulu teórie mnoºín.

Pre úplnos´ uve¤me aj ostatné axiómy, hoci ich významom sa budeme podrobnej²ie za-
obera´ neskôr.

Axióma VIII (Schéma axióm substitúcie). Nech ϕ(x, y) je formula teórie mnoºín, ktorá
neobsahuje B ako vo©nú premennú. Potom platí

(∀A)[(∀x ∈ A)(∃!y)ϕ(x, y)⇒ (∃B)(∀z)(z ∈ B ⇔ (∃x ∈ A)ϕ(x, z))].
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Význam tejto axiómy by mohol bude jasnej²í po zavedení pojmu funkcie � pozri poznámku
3.2.10. Poznamenajme tieº, ºe zo schémy axióm substitúcie vyplýva schéma axióm vymedzenia.
Obe axiómy sa v²ak zvyknú uvádza´, do istej miery sná¤ z historických dôvodov (schéma
axióm substitúcie bola do axiomatického systému teórie mnoºín zahrnutá neskôr) a azda aj
preto, ºe schéme axióm vymedzenia je podstatne jednoduch²ia a názornej²ia.

Axióma (Axióma regularity).

(∀A)[(∃B)(B ∈ A)⇒ (∃B ∈ A)¬[(∃c)(c ∈ A ∧ c ∈ B)]]

Kaºdá neprázdna mnoºina obsahuje mnoºinu, ktorá je s ¬ou disjunktná.

Z axiómy regularity sa dá pomerne ©ahko odvodi´, ºe pre kaºdú mnoºinu platí x /∈ x, preto
by sa mohlo zda´, ºe jej zavedenie bolo do istej miery motivované Russellovým paradoxom.
V skuto£nosti dôvody na zavedenie tejto boli iné, my sa nimi nebudeme detailne zaobera´.

Tvrdenie 2.3.12. Pre ©ubovo©nú mnoºinu platí x /∈ x.

Dôkaz. Ak x je mnoºina, tak pod©a tvrdenia 2.3.5 existuje mnoºina A := {x}. Pod©a axiómy
regularity existuje B ∈ A také, ºe B ∩A = ∅. Lenºe ak B ∈ A, tak B = x (ke¤ºe mnoºina A
je jednoprvková) a dostávame x ∩ {x} = ∅, £o znamená, ºe x /∈ x.

Na prvý poh©ad by sa mohlo zda´, ºe axiómu regularity

Axióma X (Axióma nekone£nej mnoºiny).

(∃A)[∅ ∈ A ∧ (x ∈ A⇒ x ∪ {x} ∈ A)]

Ke¤ºe sme uº ukázali, ºe pre ©ubovo©né x platí x /∈ x, znamená to, ºe x ∪ {x} 6= x a
spôsobom popísaným v tejto axióme pre kaºdý prvok x pridávame nejaký nový prvok. Ke¤
za£neme z prázdnej mnoºiny, kaºdá nová mnoºina, ktorú takto vytvoríme, je vlastnou nadm-
noºinou tej predchádzajúcej. Teda potom mnoºina A skuto£ne má nekone£ne ve©a prvkov.

Doteraz uvedené axiómy sa zvyknú ozna£ova´ ako axiomatický systém ZF. Po pridaní
nasledujúcej axiómy uº dostaneme celý systém ZFC.

Axióma VIII (Axióma výberu).

(∀S)[(∀A ∈ S)(A 6= ∅)∧(∀A ∈ S)(∀B ∈ S)(A 6= B ⇒ A∩B = ∅)⇒ (∃V )(∀A ∈ S)(∃x)(V ∩A = {x})]

Ak S je systém neprázdnych disjunktných mnoºín, tak existuje mnoºinaB, ktorá má s kaºdou
z týchto mnoºín jednoprvkový prienik.

Axióma výberu je ve©mi dôleºitá axióma. Neskôr si uvedieme zrozumite©nej²iu ekviva-
lentnú formuláciu tejto axiómy. Axiómou výberu sa budeme podrobne zaobera´ v kapitole 5.
Z formulácie, ktorú sme uviedli, by v²ak mohlo by´ jasné, pre£o sa nazýva axióma výberu �
mnoºina B z kaºdej mnoºiny patriacej do S �vyberá� práve jeden prvok.

Ve©mi dobre napísané poznámky o motivácii a význame jednotlivých axióm si môºete
pre£íta´ napríklad v [Z, s.79�83]6. (Môºete si tam pre£íta´ aj o axiómach, ktorými sa v tomto
texte podrobne nezaoberáme, ako je axióma regularity.)

6Táto kniha je vo©ne dostupná na internete
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2.4 Operácie s mnoºinami

V tejto £asti sa budeme venova´ niektorým operáciam s mnoºinami a ukáºeme si tvrdenia,
ktoré o nich platia. Tieto výsledky majú ve©mi jednoduché a názorné dôkazy, preto sa od
vás o£akáva, ºe takéto tvrdenia budete schopní samostatne dokazova´ a ba dokonca aj na ne
prís´, ke¤ ich budete potrebova´ pouºi´.

V predchádzajúcej kapitole sme de�novali vz´ah �by´ podmnoºinou� , ktorý sa zvykne
nazýva´ aj inklúziou.

A ⊆ B def⇔ (∀z)(z ∈ A⇒ z ∈ B)

Nasledujúce tvrdenie zh¯¬a základné vlastnosti inklúzie.
{oper:TVRSUBSET}

Tvrdenie 2.4.1. Nech A, B, C sú ©ubovo©né mnoºiny. Potom platí:{oper:itSUB1}
(i) Pre kaºdú mnoºinu platí A ⊆ A.{oper:itSUB2}
(ii) A = B práve vtedy, ke¤ A ⊆ B ∧B ⊆ A.{oper:itSUB3}
(iii) Ak platí A ⊆ B a B ⊆ C, tak A ⊆ C.

Dôkaz. (i) Uvedené tvrdenie je ekvivalentné s platnos´ou implikácie x ∈ A ⇒ x ∈ A pre
©ubovo©né x. Pravdivos´ tejto implikácie vyplýva z tautológie r ⇒ r ak v nej za výrok r
dosadíme x ∈ A.

(ii) Vyplýva priamo z de�nície podmnoºiny (s pouºitím axiómy extenzionality a tautológie
z úlohy 2.1.1b)).

(iii) Sta£í pouºi´ tautológiu (p⇒ q) ∧ (q ⇒ r)⇒ (p⇒ r).

Tvrdenie 2.4.1(ii) niekedy budeme pouºíva´ na dôkaz rovnosti mnoºín � môºeme dokazova´
to, ºe mnoºiny A a B sa rovnajú tak, ºe zvlá²´ dokáºeme inklúzie A ⊆ B a B ⊆ A.

De�nícia 2.4.2. Ak A je podmnoºina B a sú£asne A 6= B, tak hovoríme, ºe A je vlastná
podmnoºina mnoºiny B. Ozna£enie A ( B.

A ( B ⇔ (A ⊆ B) ∧ (A 6= B)

Poznámka 2.4.3. V tomto texte pouºívam ⊆ na ozna£enie podmnoºiny a ( na ozna£e-
nie vlastnej podmnoºiny. Toto ozna£enie som zvolil z toho dôvodu, ºe som sa chcel vyhnú´
moºným nedorozumeniam. Dos´ £asto sa na ozna£enie inklúzie pouºíva ⊂, nájdu sa v²ak aj
texty (hoci zriedkavej²ie), v ktorých ⊆ je symbolom pre podmnoºinu, zatia©£o ⊂ ozna£uje
vlastnú podmnoºinu.

Budeme teraz pokra£ova´ tým, ºe pripomenieme niektoré operácie, ktoré sme de�novali
v predchádzajúcej podkapitole a zade�nujeme nieko©ko nových.

Pre dvojicu mnoºín sme zatia© zade�novali zjednotenie a prienik mnoºín.

A ∪B = {x;x ∈ A ∨ x ∈ B}
A ∩B = {x ∈ A;x ∈ B}

Tieto operácie sú znázornené na obrázku 2.1 pomocou Vennových diagramov. (Vennovým
diagramom sa e²te budeme podrobnej²ie venova´ v £asti 2.4.)

Na tomto mieste si môºeme pripomenú´, ºe pre kone£né mnoºiny ste sa na diskrétnej
matematiky nau£ili vypo£íta´ po£et prvkov zjednotenia dvoch mnoºín:

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|.

(Podobné vz´ahy pre viac ako dve mnoºiny viete takisto odvodi´ pouºitím princípu zapojenia
a vypojenia.)
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Obr. 2.1: Zjednotenie a prienik dvoch mnoºín{oper:FIGZJEDPRIE}

Na príklade týchto dvoch operácií si ukáºeme, ako môºeme dokazova´ rôzne mnoºinové
identity. (Ke¤ºe v²ak ide o jednoduché dôkazy, ktoré sa dajú ©ahko previes´ na overovanie
tautológií, vä£²inu z nich ponecháme ako cvi£enie.)

{oper:TVRZJEDPRIEN}
Tvrdenie 2.4.4. Nech A, B, C sú mnoºiny. Potom platí:

{oper:it1ZJEDPRIEN}

(i) A∪ (B ∪C) = (A∪B)∪C, A∩ (B ∩C) = (A∩B)∩C (asociatívnos´ operácií ∪ a ∩);
(ii) A ∪B = B ∪A, A ∩B = B ∩A (komutatívnos´ operácií ∪ a ∩);
(iii) ∅ ∪A = A, ∅ ∩A = ∅; {oper:itDISTRIB}
(iv) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C), A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C) (distributívnos´); {oper:itIDEMP}
(v) A ∩A = A, A ∪A = A (idempotentos´ operácií ∪ a ∩) {oper:it6ZJEDPRIEN}
(vi) A ∩ (A ∪B) = A, A ∪ (A ∩B) = A (zákony absorpcie).

Dôkaz. (i) Na základe axiómy extenzionality sa dve mnoºiny rovnajú práve vtedy, ke¤ ob-
sahujú rovnaké prvky. Teda nám sta£í ukáza´, ºe platí

x ∈ A ∪ (B ∪ C) ⇔ x ∈ (A ∪B) ∪ C.

Priamo na základe de�nície zjednotenia môºeme výrok x ∈ A ∪ (B ∪ C) prepísa´ ako (x ∈
A) ∨ [(x ∈ B) ∨ (x ∈ C)]. Podobne výrok na pravej strane ekvivalencie je ekvivalentný
s výrokom [(x ∈ A) ∨ (x ∈ B)] ∨ (x ∈ C). Ak si teda ozna£íme p := (x ∈ A), q := (x ∈ B) a
r := (x ∈ C), tak vlastne máme dokáza´

p ∨ (q ∨ r) ⇔ (p ∨ q) ∨ r,

£o je presne tautológia z úlohy 2.1.2a).
Ve©mi podobným spôsobom sa dá druhá £as´ tohoto tvrdenia previes´ na tautológiu

2.1.2b).

V predchádzajúcom dôkaze sme videli jeden moºný spôsob dôkazu mnoºinových identít �
zaloºený na tom, ºe dokazovanú identitu prevedieme na tautológiu, ktorú potom overujeme.
Inou moºnos´ou je dôkaz spo£ívajúci v algebraickej manipulácii � pokia© máme uº dokázaný
dostato£ne ve©a identít, môºeme ich pouºi´ na dôkaz nových identít; takýto postup si ukáºeme
napríklad v príklade 2.4.8. V závere tejto podkapitoly sa budeme e²te venova´ metóde dôkazu
mnoºinových identít pomocou Vennových diagramov.

Niekedy budeme potrebova´ urobi´ prienik nie len jednej mnoºiny, ale celého systému
mnoºín.

Ak S je mnoºina, tak pod©a axiómy zjednotenia existuje jej zjednotenie, ktoré budeme
ozna£ova´

⋃
S. Dos´ £asto hovoríme v takomto prípade o zjednotení systému mnoºín, pretoºe

jednotlivé prvky mnoºiny S chápeme ako mnoºiny.
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Budeme £asto pouºíva´ aj dve ¤al²ie ozna£enia pre zjednotenie systému mnoºín, konkrétne⋃
A∈S

A a v prípade, ºe S = {Ai; i ∈ I}, tak zjednotenie tohoto systému ozna£íme
⋃
i∈I

Ai.

Poznamenajme, ºe zápisom S = {Ai; i ∈ I} rozumieme to, ºe pre kaºdý prvok mnoºiny
i ∈ I je jednozna£ne ur£ená mnoºina Ai. Potom pod©a schémy axióm substitúcie existuje aj
mnoºina {Ai; i ∈ I} a pod©a axiómy zjednotenia existuje zjednotenie tejto mnoºiny.

Budeme pouºíva´ aj prienik systému mnoºín � pre neprázdny systém S = {Ai; i ∈ I}
zavedieme ozna£enia: ⋂

S =
⋂
A∈S

A := {z; (∀A ∈ S)z ∈ A}⋂
i∈I

Ai := {z; (∀i ∈ I)z ∈ Ai}

Existenciu prieniku S môºeme zdôvodni´ pomocou schémy axióm vymedzenia � túto
mnoºinu totiº môºeme ekvivalentne zapísa´ ako {z ∈

⋃
S; (∀A ∈ S)z ∈ A}. (Ak S 6= ∅, tak

z vlastnosti (∀A ∈ S)z ∈ A, ktorou de�nujeme prienik systému S, vyplýva (∃A ∈ S)z ∈ A, a
teda z ∈

⋃
S. Pre S = ∅ by takéto zdôvodnenie nefungovalo a keby sme rovnakým spôsobom

chceli de�nova´ prienik prázdneho systému, dostali by sme mnoºinu v²etkých mnoºín � tá
v²ak neexistuje; pozri vetu 2.5.7.)

Na dôkaz rôznych identít platných pre prienik a zjednotenie systému mnoºín môºeme
pouºi´ podobný prístup ako pre prienik a zjednotenie dvoch mnoºín, ibaºe namiesto tautológií
v tomto prípade dostaneme výroky s kvanti�kátormi, ktorých platnos´ bude treba overi´.

Nasledujúce tvrdenie hovorí, ºe distributívnos´ platí aj pre prienik a zjednotenie systému
mnoºín:

{oper:TVRDISTRIBSYSTEM}

Tvrdenie 2.4.5. Nech S a B sú ©ubovo©né mnoºiny. Potom platí:
(i) B ∩

⋃
A∈S A =

⋃
A∈S(B ∩A);

(ii) B ∪
⋂
A∈S A =

⋂
A∈S(B ∪A).

Dôkaz. Opä´ ukáºeme iba prvú £as´ tvrdenia, druhú identitu ponechávame ako cvi£enie.
Pokúsme sa (pod©a de�nície) prepísa´, £o to znamená, ºe prvok x patrí do mnoºiny

uvedenej na ©avej strane dokazovanej rovnosti. Pouºitíme de�nície prieniku dvoch mnoºín a
prieniku systému mnoºín dostaneme, ºe

x ∈ B ∩
⋃
A∈S

A⇔ (x ∈ B) ∧ (∀A ∈ S)x ∈ A.

Pre mnoºinu na pravej strane rovnosti dostávame

x ∈
⋃
A∈S

(B ∩A)⇔ (∀A ∈ S)(x ∈ B ∧ x ∈ A).

Ak ozna£íme p := (x ∈ B) a Q(A) := x ∈ A, tak vlastne máme overi´ ekvivalenciu

p ∧ (∀A ∈ S)Q(A)⇔ (∀A ∈ S)p ∧Q(A).

To je presne ekvivalencia z úlohy 2.1.8c).

Dokáºeme aj niektoré vz´ahy medzi mnoºinovými operáciami a reláciou inklúzie.
{oper:TVRSUBEKV}

Tvrdenie 2.4.6. Nech A a B sú mnoºiny. Nasledujúce podmienky sú ekvivalentné:{oper:it1SUBEKV}
(i) A ⊆ B;
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{oper:it2SUBEKV}
(ii) A = A ∩B;{oper:it3SUBEKV}
(iii) B = A ∪B.

Dôkaz. (i) ⇒ (ii): Podmienka A ⊆ B znamená platnos´ implikácie (x ∈ A) ⇒ (x ∈ B) pre
©ubovo©né x.

Ak x ∈ A, tak na základe tejto implikácie platí aj x ∈ B, £iºe platí (x ∈ A) ∧ (x ∈ B),
t.j. x ∈ A ∩B. Tým je dokázaná inklúzia A ⊆ A ∩B.

Obrátene, z x ∈ A∩B, t.j. (x ∈ A)∧ (x ∈ B) vyplýva x ∈ A. (Tu dokonca nepotrebujeme
podmienku A ⊆ B. Pouºívame vlastne tautológiu p⇒ (p∧q).) Teda platí aj inklúzia A∩B ⊆
A.

Spojením týchto dvoch inklúzií dostávame rovnos´ A = A ∩B.
Dôkaz implikácie (i) ⇒ (iii) je ve©mi podobný ako dôkaz predchádzajúcej £asti, ponechá-

vame ho ako cvi£enie.
(ii) ⇒ (i): Predpokladajme, ºe platí A = A ∩ B. Ak x ∈ A, tak potom x ∈ A ∩ B, £o

znamená, ºe (x ∈ A) ∧ (x ∈ B). Teda x patrí aj do mnoºiny B. Tým je ukázaná inklúzia
A ⊆ B.

Dôkaz implikácie (iii) ⇒ (i) opä´ prenecháme £itate©ovi.
{oper:TVRSUB}

Tvrdenie 2.4.7. Nech A, B, C sú mnoºiny. Potom platí:
{oper:it1SUB}

(i) ∅ ⊆ A; {oper:it2SUB}
(ii) A ∩B ⊆ A ⊆ A ∪B; {oper:it3SUB}
(iii) Ak A ⊆ B, tak A ∩ C ⊆ B ∩ C a A ∪ C ⊆ B ∪ C.

Dôkaz. (i): Mnoºina ∅ neobsahuje ºiadny prvok, teda kaºdý prvok z ∅ patrí aj do A.
(ii): Platí x ∈ A∩B ⇔ [(x ∈ A)∧(x ∈ B)]⇒ x ∈ A. Tým je dokázaná inklúzia A∩B ⊆ A.
Podobne z x ∈ A vyplýva (x ∈ A) ∨ (x ∈ B)⇔ x ∈ A ∪B, a teda platí A ⊆ A ∪B.
(iii): Predpokladáme, ºe A ⊆ B, £iºe platí implikácia (x ∈ A)⇒ (x ∈ C). Potom platí aj

[(x ∈ A)∧(x ∈ B)]⇒ [(x ∈ A)∧(x ∈ C)] (na základe tautológie (p⇒ q)⇒ [(p∧r)⇒ (q∧r)]);
£o je len inak zapísaná implikácia x ∈ A ∩ B ⇒ x ∈ A ∩ C. Dôkaz druhej £asti sa dá urobi´
úplne analogicky.

Skúsme e²te urobi´ dôkaz druhej £asti pomocou tvrdenia 2.4.6. (Touto metódou by sa
samozrejme dala dokazova´ aj prvá £as´ tvrdenia.) Vieme teda, ºe platí B = A∪B a radi by
sme pomocou toho dokázali (A∪C)∪(B∪C) = B∪C. Z tvrdenia 2.4.4 vieme, ºe operácia ∪ je
asociatívna (výrazy obsahujúce len túto operáciu môºeme ©ubovo©ne prezátvorkova´), komu-
tatívna (mnoºiny môºeme vymie¬a´) a idempotentná. Pomocou týchto vlastností skuto£ne
dostaneme

(A ∪B) ∪ (B ∪ C) = [A ∪ (B ∪ C)] ∪ C = (A ∪B) ∪ C = B ∪ C.

Ako príklad pouºitia predchádzajúcich tvrdení uvedieme iný dôkaz tvrdenia 2.4.4(vi).
{oper:PRABSORP}

Príklad 2.4.8. A∩ (A∪B)
(1)
= (A∩A)∪ (A∩B)

(2)
= A∪ (A∩B)

(3)
= A, pri£om v jednotlivých

rovnostiach sme pouºili:
(1) distributívnos´ � tvrdenie 2.4.4(iv)
(2) idempotentnos´ � tvrdenie 2.4.4(v)
(3) fakt, ºe A ∩B ⊆ A � tvrdenie 2.4.7(ii) � a tvrdenie 2.4.6 pre mnoºiny A ∩B a A.

�al²ie operácie, ktoré budeme niekedy pouºíva´ sú rozdiel a symetrická diferencia (symet-
rický rozdiel) dvoch mnoºín.
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De�nícia 2.4.9. Rozdiel mnoºín A a B je mnoºina

ArB := {x ∈ A;x /∈ B}.

Symetrická diferencia mnoºín A a B je mnoºina

A4B = (ArB) ∪ (B rA)

Obr. 2.2: Vennove diagramy pre ArB a A4B{oper:FIGROZD}

Symetrický rozdiel je teda mnoºina tých prvkov, ktoré patria práve do jednej z mnoºín
A, B. Zodpovedá logickej spojke XOR.

{oper:TVRSETMINUS}

Tvrdenie 2.4.10. Nech A, B, C sú mnoºiny. Potom platí:
{oper:itDEMORGAN}

(i) Ar (B ∩ C) = (ArB) ∪ (Ar C), Ar (B ∪ C) = (ArB) ∩ (Ar C);
(ii) Ar (B ∪ C) = (ArB)r C;
(iii) Ar (B r C) = (ArB) ∪ (A ∩ C);
(iv) (A ∪B)r C = (Ar C) ∪ (B r C), (A ∩B)r C = (Ar C) ∩ (B r C);
(v) ArB = Ar (A ∩B);
(vi) (ArB) ∩ C = (A ∩ C)rB = A ∩ (C rB);
(vii) (ArB) ∪ C = (A ∪ C)r (B r C);
(viii) A ∪B = (ArB) ∪ (B rA) ∪ (A ∩B);
(ix) A ⊆ B ⇔ ArB = ∅.{oper:itDEMORGANSYS}
(x) Ak pre kaºdé i ∈ I je Bi mnoºina, tak platí Ar

⋂
i∈I Bi =

⋃
i∈I(ArBi) a Ar

⋃
i∈I Bi =⋂

i∈I(ArBi).{oper:itSMSUBSET}
(xi) Ak B ⊆ C, tak Ar C ⊆ ArB.
(xii) Ak B ⊆ C, tak B rA ⊆ C rA.

�asti (i) a (x) sa zvyknú nazýva´ de Morganove zákony.
{oper:TVRSYMDIF}

Tvrdenie 2.4.11. Nech A, B, C sú mnoºiny. Potom platí:

(i) A4B = B4A;{oper:itASOCSYMDIF}
(ii) (A4B)4C = A4(B4C);
(iii) A4A = ∅, A4∅ = A;
(iv) A ∪B = A4B4(A ∩B);
(v) ArB = A4(A ∩B).

Dôkaz. (ii) �tandardným spôsobom prevedieme uvedené tvrdenie na dôkaz tautológie (pXOR q)XOR r ⇔
pXOR(qXOR r), pri£om logická spojka XOR je ur£ená tabu©kou
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p q pXOR q
1 1 0
1 0 1
0 1 1
0 0 0

Pri dokazovaní na²ej tautológie potom dostávame nasledujúcu tabu©ku:

p q r pXOR q a := (pXOR q)XOR r qXOR r b := pXOR(qXOR r) a⇔ b
1 1 1 0 1 0 1 1
1 1 0 0 0 1 0 1
1 0 1 1 0 1 0 1
1 0 0 1 1 0 1 1
0 1 1 1 0 0 0 1
0 1 0 1 1 1 1 1
0 0 1 0 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0

Vennove diagramy
{oper:SSSECTVENN}

Pri dôkazoch mnoºinových identít môºeme pouºi´ aj Vennove diagramy. Pri nich znázorníme
mnoºiny ako rovinné útvary, pri£om dbáme na to, aby mnoºiny boli v tzv. generickej polohe,
t.j. aby sa tam vyskytli �v²etky moºné� oblasti. (Napríklad oblas´ predstavujúca prvky pa-
triace do A aj B a nepatriace do C, ak kreslíme Vennov diagram pre 3 mnoºiny.)

Na obrázku 2.3 sú znázornené 2 resp. 3 mnoºiny v generickej polohe. (Môºete sa pokúsi´
vymyslie´, ako by ste kreslili Vennove diagramy pre viac mnoºín.)

Obr. 2.3: Generická poloha {oper:FIGGENER}

Pri dôkaze postupujeme tak, ºe vo Vennovom diagrame nakreslíme postupne, ako vyzerajú
mnoºiny na ©avej a pravej strane rovnosti a tieto obrázky porovnáme.

Príklad 2.4.12. Ako príklad si ukáºeme dôkaz asociatívnosti pre operáciu 4 (tvrdenie
2.4.11(ii)). Dôkaz toho istého tvrdenia overením príslu²nej tautológie tabu©kovou metódou
sme uº videli.

Na obrázku 2.4 vidíme, ako môºeme postupova´. Najprv (ako pomôcku) sme si nakreslili
oblas´ zodpovedajúcu mnoºine A4B a potom, pomocou nej, sme dostali mnoºinu (A4B)4C
vystupujúcu na ©avej strane rovnosti.
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A4B (A4B)4C

B4C A4(B4C)

Obr. 2.4: Asociatívnos´ operácie 4 {oper:FIGSYMDIF}

Analogicky postupujeme pre mnoºinu A4(B4C) na pravej strane rovnosti. Vidíme, ºe
sme dostali presne rovnaké obrázky, £iºe rovnos´ (A4B)4C = A4(B4C) platí.

Môºete sa pýta´, do akej miery je dôkaz pomocou Vennových diagramov korektný. (Od
prvého ro£níka na vysokej ²kole ste uº ur£ite ve©akrát po£uli, ºe �obrázok nie je dôkaz� .)
Odpove¤ je, ºe tento dôkaz je úplne rovnocenný s overením príslu²nej tautológie tabu©kovou
metódou. Robíme tam totiº presne to isté, £o pri tabu©kovej metóde, len namiesto symbolov
0 a 1 pouºívame farebné zvýraznenie niektorej oblasti � pozri obrázok 2.5. Môºete si teda
vybra´ ktorúko©vek z týchto dvoch metód a pouºíva´ tú, ktorá vám vä£²mi vyhovuje a pri
ktorej máte men²iu obavu z toho, ºe by ste spravili chybu.

Cvi£enia

Úloha 2.4.1. Dokáºte tvrdenia 2.4.4, 2.4.6, 2.4.7, 2.4.5, 2.4.10, 2.4.11; resp. tie £asti uve-
dených tvrdení, ktoré sme nedokázali v predchádzajúcom texte. (Vyskú²ajte si aspo¬ na
niektorom príklade tabu©kovú metódu aj Vennove diagramy; v prípade tvrdení týkajúcich sa
inklúzie si môºete vyskú²a´ dôkaz priamo z de�nície ako aj pouºitie tvrdenia 2.4.6.)

Úloha 2.4.2. Pokúste sa vymyslie´ nejaké moºné nakreslenia Vennovho diagramu pre 4
(prípadne aj viac) mnoºín.

Úloha 2.4.3. Zistite, £i sú uvedené tvrdenia pravdivé (pre ©ubovo©ný výrok P (x)). V prípade
nepravdivých tvrdení rozhodnite, £i aspo¬ jedna z implikácií je pravdivá. Svoje tvrdenie
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Obr. 2.5: Vz´ah medzi Vennovým diagramom a tabu©kou{oper:FIGVENN3TAB}

zdôvodnite!
a) [(∃x ∈ A)P (x) ∨ (∃x ∈ B)P (x)]⇔ (∃x ∈ A ∪B)P (x)
b) [(∀x ∈ A)P (x) ∨ (∀x ∈ B)P (x)]⇔ (∀x ∈ A ∪B)P (x)
c) [(∀x ∈ A)P (x) ∧ (∀x ∈ B)P (x)]⇔ (∀x ∈ A ∪B)P (x)
e) [(∃x ∈ A)P (x) ∧ (∃x ∈ B)P (x)]⇔ (∃x ∈ A ∩B)P (x)
f) [(∀x ∈ A)P (x) ∨ (∀x ∈ B)P (x)]⇔ (∀x ∈ A ∩B)P (x)
g) [(∀x ∈ A)P (x) ∧ (∀x ∈ B)P (x)]⇔ (∀x ∈ A ∩B)P (x).

2.5 Usporiadané dvojice a karteziánsky sú£in
{kartez:SECTKARTEZ}

Posledný typ operácie de�novanej na mnoºinách, ktorým sa budeme zaobera´, je karteziánsky
sú£in. Tu ho zade�nujeme pre dve mnoºiny, resp. pre kone£ný po£et mnoºín, neskôr (v £asti
3.2.1) ho zade�nujeme aj karteziánsky sú£in ©ubovo©ného systému mnoºín. Na to, aby sme
mohli zade�nova´ karteziánsky sú£in dvoch mnoºín, v²ak najprv potrebujeme de�nova´ pojem
usporiadanej dvojice.

De�nícia 2.5.1. Nech a, b sú mnoºiny. Potom mnoºinu

(a, b) := {{a}, {a, b}}

nazývame usporiadanou dvojicou mnoºín a a b.

Táto de�nícia sa môºe na prvý poh©ad zda´ neobvyklá. Treba si uvedomi´, ºe pracujeme
iba s mnoºinami a kaºdý objekt chceme de�nova´ ako nejakú mnoºinu. �ahko si môºete v²im-
nú´, ºe mnoºina uvedená v de�nícii skuto£ne existuje � sta£í viackrát pouºi´ axiómu dvojice.
Menej zrejmé je, pre£o by práve takáto mnoºina mala by´ vhodnou de�níciou usporiadanej
mnoºiny. Odpove¤ je, ºe sp¨¬a základnú vlastnos´, ktorú od usporiadaných mnoºín vyºadu-
jeme � sformulovanú v nasledujúcom tvrdení. (Pokojne by sme mohli pouºi´ aj akúko©vek
inú de�níciu usporiadanej dvojice, ktorá by vyhovovala tejto poºiadavke.)

{kartez:TVRUSPDVOJ}
Tvrdenie 2.5.2. Nech a, b, c, d sú mnoºiny. Potom

(a, b) = (c, d) ⇔ a = c ∧ b = d.
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Dôkaz. Platnos´ implikácie ⇐ je jasná.
⇒ Predpokladáme, ºe platí (a, b) = (c, d), t.j. {{a}, {a, b}} = {{c}, {c, d}}. Potom {a} ∈

{{c}, {c, d}}, £o znamená, ºe bu¤ {a} = {c} (a teda a = c) alebo {a} = {c, d}.
V prvom z uvedených prípadov dostaneme {{a}, {a, b}} = {{a}, {a, d}}. Ak b = a, tak

túto rovnos´ môºeme prepísa´ ako {{a}} = {{a}, {a, d}}, £o ale znamená, ºe {a} = {a, d}, a
teda a = d.

Ak b 6= a, tak {a, b} 6= {a}, a preto musí plati´ {a, b} = {a, d} a b = d.
Zostáva nám rozmyslie´ si druhú moºnos´, ke¤ {a} = {c, d}. Táto rovnos´ ale znamená, ºe

a = c = d. Potom pôvodnú rovnos´ môºeme prepísa´ ako {{a}, {a, b}} = {a} a zopakovaním
rovnakej úvahy, ako sme pouºili pred chví©ou, dostaneme a = b = c = d.

Teraz uº môºeme zade�nova´ karteziánsky sú£in dvoch mnoºín.

De�nícia 2.5.3. Karteziánsky sú£in mnoºín A a B je mnoºina, ktorej prvkami sú práve také
usporiadané dvojice, kde prvý prvok patrí do mnoºiny a a druhý prvok patrí do mnoºiny b.
Túto mnoºinu ozna£ujeme

A×B := {(a, b); a ∈ A, b ∈ B}.

E²te overíme na základe axióm existenciu mnoºiny A×B. V²imnime si, ºe {a} ⊆ A ∪B
aj {a, b} ⊆ A ∪ B pre ©ubovo©né prvky a ∈ A, b ∈ B. Teda {a}, {a, b} ∈ P({)A ∪ B} a
(a, b) = {{a}, {a, b}} ∈ P(P(A ∪B)). V¤aka tomu môºeme karteziánsky sú£in prepísa´ ako

A×B = {x ∈ P(P(A ∪B)); (∃a ∈ A)(∃b ∈ B)x = (a, b)}.

Existencia takejto mnoºiny je zaru£ená schémou axióm vymedzenia.7

Je zrejmé, ºe uvedená de�nícia sa dá ve©mi ©ahko roz²íri´ pre kone£ný po£et mnoºín.
Uvedieme niektoré základné vlastnosti karteziánskeho sú£inu. Opä´, ako obvykle, dôkazy

viacerých z nich ponecháme ako cvi£enie.
{kartez:TVROPER}

Tvrdenie 2.5.4. Nech A, B, C, D sú mnoºiny. Potom platí
(i) A× ∅ = ∅ ×A = ∅;
(ii) A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C);
(iii) A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C);
(iv) A× (B r C) = (A×B)r (A× C).
(v) Ak navy²e predpokladáme, ºe A, B, C, D sú neprázdne, tak A×B = C×D platí práve

vtedy, ke¤ A = C a B = D.

Dôkaz. Ukáºeme druhú a piatu £as´ tvrdenia � ostatné zostanú ako cvi£enie pre £itate©a.
(ii): Prvok x patrí do mnoºiny A× (B ∪C) práve vtedy, ke¤ x = (a, d) pre nejaké a ∈ A

a d ∈ B ∪C. To znamená, ºe d ∈ B alebo d ∈ C. Teda dostávame, ºe x ∈ A× (B ∪C) práve
vtedy, ke¤ x = (a, d) pre nejaké a ∈ A a d ∈ B alebo x = (a, d) pre nejaké a ∈ A a d ∈ C.
Posledná £as´ je ale len iný zápis toho, ºe x ∈ (A×B) ∪ (A× C).

(v): Predpokladajme, ºe A 6= ∅. Teda existuje nejaký prvok a ∈ A. Potom pre kaºdý
prvok b ∈ B platí (a, b) ∈ A × B = C ×D. Z toho, ºe (a, b) ∈ C ×D uº vyplýva, ºe b ∈ D.
Dokázali sme teda inklúziu B ⊆ D.

Inklúzia D ⊆ B sa dokáºe podobne, s vyuºitím toho, ºe C 6= ∅. Tým je dokázané B = D.
Rovnos´ A = C moºno zdôvodni´ analogicky.

7V ¤al²ích kapitolách uº nebudeme vä£²inou posupova´ úplne podrobne aº k axiómam vo v²etkých dôka-
zoch. Kaºdopádne na základe ukáºok, ktoré ste videli doteraz, by mohlo by´ pre vás aj pri ¤al²ích dôkazoch
predstavite©né, ºe sa dajú prepísa´ aº na postupnos´ logických krokov, ktoré vyuºívajú iba axiómy systému
ZFC.
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Ukáºeme si na konkrétnych príkladoch, ºe karteziánsky sú£in nie je vo v²eobecnosti ko-
mutatívny ani asociatívny.

Príklad 2.5.5. Nájdite príklad mnoºín A, B takých, ºe A×B 6= B ×A!
Sta£í zobra´ ©ubovo©né dve jednoprvkové mnoºiny A = {a}, B = {b} také, ºe a 6= b.

(Napríklad a = ∅, B = {∅}.)
Potom aj mnoºiny A×B = {(a, b)} a B×A = {(b, a)} sú jednoprvkové. Ak by sa rovnali,

znamenalo by to, ºe (a, b) = (b, a) a pod©a tvrdenia 2.5.2 a = b, £o je spor.

Príklad 2.5.6. Nájdite príklad mnoºín A, B, C takých, ºe A× (B × C) 6= A× (B × C)!
Opä´ vysta£íme s jednoprvkovými mnoºinami. Vyskú²ajme A = B = C = {∅}. Potom

dostaneme

A× (B × C) = {∅} × {(∅, ∅)} = {(∅, (∅, ∅))}
(A×B)× C = {(∅, ∅)} × {∅} = {((∅, ∅), ∅)}

Ak by sa tieto dve mnoºiny rovnali, tak by platilo (∅, (∅, ∅)) = ((∅, ∅), ∅) a pod©a tvrdenia
2.5.2 aj ∅ = (∅, ∅). Pod©a de�nície usporiadanej dvojice ale (∅, ∅) = {{∅}}, £o nie je prázdna
mnoºina.

Cvi£enia

Úloha 2.5.1. Dokáºte ostatné £asti tvrdenia 2.5.4.

Úloha 2.5.2. Dokáºte, ºe z rovnosti X ×X = Y × Y vyplýva X = Y .

Úloha 2.5.3. Dokáºte (priamo, nie s pouºitím tvrdenia 2.5.4):
a) Pre A,B 6= ∅ platí A×B = B ×A ⇒ A = B;
b) A×B = ∅ ⇔ A = ∅ ∨ B = ∅.

{kartezcvic:ULOKARTSUB}
Úloha 2.5.4. Dokáºte, ºe pre A 6= ∅ platí A × B ⊆ A × C ⇔ B ⊆ C. Platí toto tvrdenie
bez predpokladu A 6= ∅?

Úloha 2.5.5. Dokáºte, alebo nájdite kontrapríklad:
a) (A×B) ∪ (C ×D) ⊆ (A ∪ C)× (B ∪D);
b) (A×B) ∪ (C ×D) ⊇ (A ∪ C)× (B ∪D);
c) (A×B) ∪ (C ×D) = (A ∪ C)× (B ∪D);
d) (A×B) ∩ (C ×D) ⊆ (A ∩ C)× (B ∩D);
e) (A×B) ∩ (C ×D) ⊇ (A ∩ C)× (B ∩D);
f) (A×B) ∩ (C ×D) = (A ∩ C)× (B ∩D).

Úloha 2.5.6. Dokáºte, ºe pre ©ubovo©né mnoºiny A, B, C platí A×(B4C) = (A×B)4(A×
C).

Úloha 2.5.7. Ukáºte, ºe ak A× C ⊆ B ×D a A× C 6= ∅, tak A ⊆ B a C ⊆ D. Ukáºte na
príklade, ºe bez predpokladu A× C 6= ∅ uº toto tvrdenie neplatí.

2.5.1 Triedy∗
{triedy:SSECTTRIEDY}

Niekedy je v teórii mnoºín vhodné pouºíva´ okrem pojmu mnoºina aj pojem triedy. Pod triedou rozumieme
súhrn v²etkých mnoºín sp¨¬ajúcich nejakú danú formulu teórie mnoºín ϕ(x). Pokia© by sme sa obmedzili
iba na x z nejakej vopred danej mnoºiny A, na základe schémy axióm vymedzenia dostaneme takto opä´
mnoºinu. Pokia© v²ak chceme hovori´ o v²etkých mnoºinách sp¨¬ajúcich ϕ(x), uº nemáme zaru£ené, ºe to
bude mnoºina. Napriek tomu sa niekedy hodí pouºíva´ mnoºinové zápisy aj pre triedy, treba ma´ v²ak vºdy
na pamäti, ºe nepracujeme s mnoºinami (hoci pouºívame podobné zápisy).
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Triedu budeme teda chápa´ jednoducho ako alternatívny zápis nejakej formuly teórii mnoºín, resp. oz-
na£enie pre systém mnoºín, ktoré tejto formule vyhovujú (pri£om máme na pamäti, ºe tento systém nemusí
by´ mnoºinou). S triedami sa dajú robi´ niektoré operácie, ako napríklad prienik alebo zjednotenie dvojice
tried, dajú sa zavies´ triedové relácie a funkcie. Napríklad inklúziu moºno chápa´ ako reláciu na triede Set
v²etkých mnoºín. (O reláciach a funkciách budeme hovori´ v nasledujúcej kapitole, nie£o o nich v²ak uº viete
z niº²ích ro£níkov.) Podrobnej²ie si o triedach môºete pre£íta´ napríklad v [B�, �I.3].

V prípade, ºe trieda nie je mnoºinou, hovoríme o vlastnej triede.

Postup, ktorý sme pouºili pri Russellovom paradoxe v ZFC môºeme pouºi´ na zdôvodnenie toho, ºe
neexistuje mnoºina v²etkých mnoºín, £o vlastne znamená, ºe systém v²etkých mnoºín tvorí vlastnú triedu.

{triedy:VTSETISPROPERCLASS}
Veta 2.5.7. Trieda v²etkých mnoºín

Set = {x;x = x}
je vlastnou triedou. (Inak povedané, neexistuje mnoºina v²etkých mnoºín.)

Dôkaz. Ozna£me Set = {x;x = x} triedu v²etkých mnoºín. (Ke¤ºe sem patria v²etky mnoºín sp¨¬ajúce
formulu x ∈ x, ide skuto£ne o triedu.)

Nech by Set bola mnoºina. Potom (pod©a schémy axióm vymedzenia) aj

A = {x ∈ Set;x /∈ x}

by bola mnoºina.
Pre mnoºinu A by potom nastala jedna z moºností A ∈ A alebo A /∈ A.
Ak platí A ∈ A tak (pod©a de�nície mnoºiny A) musí plati´ A /∈ A, £o je spor.
Podobne z predpokladu A /∈ A dostávame, ºe A ∈ A, £o je tieº spor.
Predpoklad, ºe Set je mnoºina vedie k sporu � takáto mnoºina preto existova´ nemôºe (a je to teda

skuto£ne vlastná trieda.)
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Kapitola 3

Relácie a funkcie

V tejto kapitole sa budeme zaobera´ základnými vlastnos´ami relácií a funkcií, podrobnej²ie
sa budeme zaobera´ niektorými ²peciálnymi typmi relácií, konkrétne £iasto£nými usporiada-
niami a dobrými usporiadaniami.

3.1 Relácie

De�nícia 3.1.1. Relácia R medzi mnoºinami A a B je ©ubovo©ná podmnoºina mnoºiny
A×B. Pokia© A = B, hovoríme o relácii na mnoºine A.

Obvykle namiesto (a, b) ∈ R pouºívame zápis aRb.
Mnoºinu D(R) = {a ∈ A; (∃b ∈ B)aRb} nazývame de�ni£ný obor relácie R a mnoºinu

H(R) = {b ∈ B; (∃a ∈ A)aRb} obor hodnôt relácie R.

Príklad 3.1.2. Ak A je ©ubovo©ná mnoºina, tak

idA = {(a, a); a ∈ A}

je relácia na mnoºine A.
{rel:PRIKLKRUZNICA}

Príklad 3.1.3. Na mnoºine I = 〈−1, 1〉 môºeme zade�nova´ reláciu

R = {(x, y) ∈ I × I;x2 + y2 = 1}.

Grafom tejto relácie je kruºnica.
{rel:USPN}

Príklad 3.1.4. Na mnoºine prirodzených £ísel N máme de�novanú reláciu

{(a, b) ∈ N× N; a ≤ b}.

To znamená, ºe a a b sú v relácii práve vtedy, ke¤ a je men²ie alebo rovné b. Je prirodzené
ozna£i´ túto reláciu ≤ a fakt, ºe prvky a, b sú v relácii zapisova´ a ≤ b.

Predchádzajúci príklad presne ilustruje to, ako budeme pouºíva´ relácie � relácia nám
hovorí o vz´ahoch medzi prvkami mnoºiny, konkrétne ak máme danú reláciu na mnoºine A,
môºeme ju chápa´ tak, ºe popisuje, ktoré prvky mnoºiny A sú v ur£itom vz´ahu.

Samozrejme, zaujímavé budú pre nás hlavne relácie, ktoré majú niektoré uºito£né vlast-
nosti.

{rel:DEFTRANZ}

De�nícia 3.1.5. Nech A je mnoºina a R je relácia na mnoºine A. Hovoríme, ºe relácia R je:
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(i) re�exívna, ak pre kaºdé a ∈ A platí aRa,
(ii) ire�exívna alebo tieº antire�exívna, ak pre ºiadne a ∈ A neplatí aRa,
(iii) symetrická, ak pre ©ubovo©né a, b ∈ A platí aRb⇒ bRa,
(iv) antisymetrická, ak pre ©ubovo©né a, b ∈ A platí aRb ∧ bRa⇒ a = b,
(v) asymetrická, ak pre ©ubovo©né a, b ∈ A platí aRb⇒ ¬(bRa),
(vi) tranzitívna, ak pre ©ubovo©né a, b, c ∈ A platí aRb ∧ bRc ⇒ aRc,
(vii) trichotomická, ak pre ©ubovo©né a, b ∈ A platí práve jedna z moºností aRb, bRa, a = b.

Tá istá mnoºina môºe predstavova´ reláciu na rôznych mnoºinách, napríklad mnoºinu
R = {(x, y) ∈ I × I;x2 + y2 = 1} z príkladu 3.1.3 môºeme chápa´ ako reláciu na mnoºine
I = 〈0, 1〉 aj na mnoºine R. V kaºdej £asti predo²lej de�nície sa vyskytuje vlastnos´, kto-
rá má plati´ pre v²etky prvky z danej mnoºiny. Z toho je jasné, ºe ak hovoríme o týchto
vlastnostiach, musíme uvies´ aj mnoºinu, na ktorej danú reláciu uvaºujeme.

S jedným ²peciálnym typom relácie � s reláciami ekvivalencie � ste sa uº pravdepodobne
stretli a mali by ste vedie´ o vz´ahu medzi reláciami ekvivalencie a rozkladmi mnoºín, pozri
napríklad [KGGS, £as´ 1.4], [O�], [�S, podkapitola 4.3]. (Asi ste o nich hovorili na predmete
Algebra v súvislosti s faktorovými grupami a pravdepodobne ste sa o nich u£ili aj na diskrétnej
matematike.)

De�nícia 3.1.6. Relácia R na mnoºine A sa nazýva relácia ekvivalencie ak je re�exívna,
symetrická a tranzitívna.

V tejto predná²ke sa budeme £asto zaobera´ £iasto£nými usporiadaniami.

De�nícia 3.1.7. Relácia R na mnoºine A sa nazýva £iasto£né usporiadanie na mnoºine A,
ak relácia R je re�exívna, tranzitívna a antisymetrická.

Hovoríme tieº, ºe dvojica (A,R) je £iasto£ne usporiadaná mnoºina alebo ºe mnoºina A
je £iasto£ne usporiadaná reláciou R.

Ak sú navy²e ©ubovo©né dva rôzne prvky mnoºiny A porovnate©né reláciou R, t.j. platí

(∀a, b ∈ A)a 6= b⇒ aRb ∨ bRa,

nazývame ju lineárnym usporiadaním.

V niektorých textoch sa namiesto názvu lineárne usporiadanie pouºíva termín úplné us-
poriadanie.

Príkladom £iasto£ného usporiadania je relácia ≤ na mnoºine N (príklad 3.1.4). Táto
relácia je dokonca lineárnym usporiadaním.

�iasto£nými usporiadaniami sa budeme podrobne zaobera´ v £asti 3.3. Teraz sa e²te
pozrieme na to, ako môºeme relácie sklada´.

De�nícia 3.1.8. Nech R je relácia medzi mnoºinami A, B a S je relácia medzi mnoºinami
B, C. Potom reláciu

S ◦R = {(a, c) ∈ A× C; (∃b ∈ B)aRb ∧ bSc}

nazývame zloºením relácií A a B.
Reláciu

R−1 = {(b, a) ∈ B ×A; (a, b) ∈ R}
medzi mnoºinami B a A nazývame inverznou reláciou k relácii R.

{rel:TVRINVINV}
Tvrdenie 3.1.9. Ak R je ©ubovo©ná relácia medzi mnoºinami A, B, tak platí

(R−1)−1 = R.
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Jednoduchý dôkaz ponechávame ako cvi£enie.
{rel:DEFID}

De�nícia 3.1.10. Nech A je mnoºina. Potom reláciu

idA = {(a, a); a ∈ A}

na mnoºine A nazývame identita na mnoºine A.

Tvrdenie 3.1.11. Nech A, B sú mnoºiny R je relácia medzi mnoºinami A, B a S je relácia
medzi mnoºinami B, A. Potom platí

R ◦ idA = R

idA ◦ S = S.

Dôkaz. Ozna£me T := R ◦ idA.
Ak (a, b) ∈ T , tak existuje x ∈ A také, ºe (a, x) ∈ idA a (x, b) ∈ R. Lenºe podmienka

(a, x) ∈ idA znamená, ºe a = x. Preto (a, b) ∈ R. Tým sme ukázali, ºe T ⊆ R
Obrátene, ak (a, b) ∈ R, tak pre x = a máme (a, x) ∈ idA a (x, b) ∈ R, £o pod©a de�nície

skladania relácií znamená R ⊆ T .
Celkovo teda dostávame T = R ◦ idA = R. Dôkaz druhej £asti tvrdenia je podobný.

{rel:TVRINVZLOZ}
Tvrdenie 3.1.12. Nech R je relácia medzi mnoºinami A a B, S je relácia medzi mnoºinami
B a C. Potom platí:

(S ◦R)−1 = R−1 ◦ S−1.

Dôkaz. Ozna£me ©avú a pravú stranu rovnosti L = (S ◦R)−1 a P = R−1 ◦ S−1.
Nech c ∈ C, a ∈ A. Dvojica (c, a) patrí do L práve vtedy, ke¤ (a, c) ∈ S ◦ R. To je

ekvivalentné s tým, ºe existuje b ∈ B také, ºe (a, b) ∈ R a (b, c) ∈ S. Na základe de�nície
inverzného zobrazenia môºeme túto podmienku ekvivalentne zapísa´ tak, ºe existuje b ∈ B
s vlastnos´ami (c, b) ∈ S−1 (b, a) ∈ R−1. To je ale ekvivalentné s podmienkou (c, a) ∈
R−1 ◦ S−1 = P .

Tým je dokázaná rovnos´ L = P .
{rel:TVRTRANZSKLAD}

Tvrdenie 3.1.13. Nech R je relácia na mnoºine A. Potom platí:
(i) relácia R je re�exívna práve vtedy, ke¤ idA ⊆ R;
(ii) relácia R je symetrická práve vtedy, ke¤ R−1 = R;
(iii) relácia R je antisymetrická práve vtedy, ke¤ R ∩R−1 = idA; {rel:itTRANZSKLAD}
(iv) relácia R je tranzitívna práve vtedy, ke¤ R ◦R ⊆ R;
(v) ©ubovo©né dva rôzne prvky A sú porovnate©né v relácii R práve vtedy, ke¤ R ∪ R−1 ⊇

A×Ar idA.

Dôkaz. Dokáºeme iba £as´ (iv) ostatné ponecháme ako cvi£enie, ke¤ºe sú pomerne jednoduché.
(iv) ⇒ Nech R je tranzitívna relácia. Ak (x, z) ∈ R ◦R, tak existuje y ∈ R také, ºe xRy

a yRz. Z tranzitívnosti ale potom vyplýva, ºe (x, z) ∈ R. Ukázali sme, ºe R ◦R ⊆ R.
⇐ Nech platí R ◦R ⊆ R. Nech ¤alej xRy a yRz. Pod©a de�nície skladania relácií máme

potom (x, z) ∈ R ◦R ⊆ R, teda aj xRz a R je tranzitívna.

Pomocou tohoto tvrdenia môºeme pomerne ©ahko ukáza´, ºe ak R je £iasto£né (lineárne)
usporiadanie na mnoºine A, tak to isté platí aj o relácii R−1. Môºete si vyskú²a´ dokáza´
toto tvrdenie priamo z de�nície.

Tvrdenie 3.1.14. Ak R je £iasto£né usporiadanie na mnoºine A, tak aj R−1 je £iasto£né
usporiadanie na A.

Ak navy²e R je lineárne, tak to isté platí aj o usporiadaní R−1.
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Dôkaz. Predpokladáme, ºe R je re�exívna, antisymetrická a a tranzitívna relácia.
Z re�exívnosti máme idA ⊆ R, z £oho vyplýva idA = id−1A ⊆ R−1 (pozri úlohu 3.1.11).

Táto inklúzia znamená, ºe R−1 je re�exívna.
Antisymetria implikuje, ºe R ∩ R−1 = idA, £o je sú£asne antisymetria pre reláciu R−1,

ke¤ºe (R−1)−1 = R.
Tranzitívnos´ znamená, ºe R ◦ R ⊆ R, a teda R−1 ◦ R−1 = (R ◦ R)−1 ⊆ R−1. (Vyuºili

sme tvrdenie 3.1.12 a úlohu 3.1.11.)
Ak navy²e predpokladáme, ºe ©ubovo©né dva rôzne prvky mnoºiny A sú v tejto relácii

porovnate©né, znamená to, ºe R∪R−1 ⊇ A×Ar idA. Ak je táto podmienka splnená pre R,
tak je splnená aj pre R−1.

Tranzitívny uzáver V niektorých aplikáciách býva uºito£ný pojem tranzitívneho uzáveru, £o je vlastne
relácia vytvorená z danej relácie R tak, aby sa od R prive©mi nelí²ila a sú£asne bola tranzitívna. Nasledujúca
de�nícia spres¬uje, £o rozumieme pod pojmom �prive©mi nelí²ila� . Neskôr, ke¤ sa budeme zaobera´ pojmom
najmen²ieho prvku v £iasto£ne usporiadanej mnoºine, by malo by´ jasnej²ie, pre£o sme pouºili práve takúto
de�níciu.

De�nícia 3.1.15. Nech P (x) je ©ubovo©ná formula teórie mnoºín s vo©nou premennou x. Potom hovoríme,
ºe A je najmen²ia mnoºina s vlastnos´ou P (x) vzh©adom na inklúziu, ak pre kaºdú mnoºinu B s vlastnos´ou
P (x) platí A ⊆ B.

(∀B)(P (B)⇒ A ⊆ B)

Matematickou indukciou1 zavedieme nasledujúce ozna£enie pre ©ubovo©nú reláciu R na mnoºine A:
R0 = idA;
R1 = R;
Rn+1 = Rn ◦R pre ©ubovo©né prirodzené £íslo n ∈ N.

Tvrdenie 3.1.16. Nech R je relácia na mnoºine A. Ozna£me T :=
⋃∞

n=1 R
n. Potom relácia T je najmen²ia

(vzh©adom na inklúziu) relácia, ktorá je tranzitívna a obsahuje reláciu R ako svoju podmnoºinu. Túto reláciu

nazývame tranzitívny uzáver relácie R.

Dôkaz. TODO

V skuto£nosti existenciu tranzitívneho uzáveru by sme mohli ukáza´ aj trochu iným (sná¤ jednoduch²ím)

spôsobom, pouºitím faktu, ºe prienik tranzitívnych relácií je opä´ tranzitívna relácia � úloha 3.1.16. Dôkaz,

ktorý sme tu uviedli, má v²ak tú výhodu, ºe od istej miery aj popisuje, ako tranzitívny uzáver danej relácie

vyzerá.

Cvi£enia

Úloha 3.1.1. Dokáºte tvrdenie 3.1.9 a tvrdenie 3.1.13.

Úloha 3.1.2. Nech R je relácia medzi mnoºinami A a B a nech D(R) = A. Zistite, £i platia
nasledujúce tvrdenia. Svoje tvrdenie vºdy zdôvodnite (dokáºte alebo nájdite kontrapríklad):
a) R−1 ◦R = idA;
b) R−1 ◦R ⊆ idA;
c) R−1 ◦R ⊇ idA.

Úloha 3.1.3. Nech R, S sú relácie na mnoºine A. Pre ktoré z vlastností uvedených v de�nícii
3.1.5 platí:
a) Ak má danú vlastnos´ relácia R, tak ju má aj R−1.
b) Ak majú danú vlastnos´ relácie R a S, tak ju má aj S ◦R.

1Matematickou indukciou sa budeme podrobnej²ie zaobera´ neskôr, budeme ju v²ak beºne pouºíva´ uº
teraz � poznáte ju z niº²ích ro£níkov � hoci jej správnos´ sme e²te nezdôvodnili. (Zatia© sme dokonca v teórii
mnoºín nede�novali ani mnoºinu prirodzených £ísel, pozri poznámku 1.4.1.)
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Úloha 3.1.4. Nech R, S sú relácie ekvivalencie na mnoºine A. Dokáºte alebo nájdite kon-
trapríklad:
a) relácia R−1 je relácia ekvivalencie na A;
b) relácia R ◦ S je relácia ekvivalencie na A;
c) relácia R ∩ S je relácia ekvivalencie na A.

Úloha 3.1.5. Nech R, S sú £iasto£né usporiadania na mnoºine A. Dokáºte alebo nájdite
kontrapríklad:
a) relácia R−1 je £iasto£né usporiadanie na A;
b) relácia R ◦ S je £iasto£né usporiadanie na A;
c) relácia R ∩ S je £iasto£né usporiadanie na A.

Úloha 3.1.6. Ukáºte, ºe skladanie relácií je asociatívne, t.j. pre relácie R medzi A a B, S
medzi B a C, a T medzi C a D platí T ◦ (S ◦R) = (T ◦ S) ◦R.

Úloha 3.1.7. Gra�cky znázornite dané relácie R, S na mnoºine A; pokúste sa popísa´ a
znázorni´ aj relácie R−1, S−1, S ◦ R, R ◦ S, R ◦ R, S ◦ S. Ktoré z vlastností uvedených
v de�nícii 3.1.5 majú tieto relácie?
a) A = 〈−1, 1〉, R = {(x, y) ∈ A×A;x2 + y2 = 1}, S = {(x, y) ∈ A×A;x2 + y2 ≤ 1};
b) A = R; R = {(x, y) ∈ A×A; |x| ≥ |y|}, S = {(x, y) ∈ A×A; |y| ≥ |x|};
c) A = R; R = {(x, y) ∈ A × A; |x − y| < a}, S = {(x, y) ∈ A × A; |x − y| < b}, kde a, b sú
nejaké (pevne zvolené) reálne £ísla;

Úloha 3.1.8. Nech A je kone£ná mnoºina, ktorá má n prvkov. Ko©ko relácií, re�exívnych
relácií, symetrických relácií existuje na mnoºine A?

Úloha 3.1.9. Dokáºte, ºe ak R je relácia na mnoºine A, ktorá je re�exívna a tranzitívna,
tak R ◦R = R. Platí aj obrátená implikácia?

Úloha 3.1.10. Nech R, S sú relácie medzi mnoºinami A, B. Dokáºte, ºe (R ∩ S)−1 =
R−1 ∩ S−1 a (R ∪ S)−1 = R−1 ∪ S−1.

{relcvic:ULOSKLADSUB}
Úloha 3.1.11. Dokáºte nasledujúce tvrdenia. (V kaºdom z nich implicitne predpokladáme,
ºe ide o relácie medzi takými mnoºinami, aby ich bolo moºné sklada´.)
a) Ak R, S1,2 sú relácie a S1 ⊆ S2, tak S1 ◦R ⊆ S2 ◦R. Platí aj obrátená implikácia?
b) Ak R1,2, S sú relácie R1 ⊆ R2, tak S ◦R1 ⊆ S ◦R2. Platí aj obrátená implikácia?
c) Nech R1,2 sú relácie na mnoºine A a R1 ⊆ R2. Potom R−11 ⊆ R−12 .
d) Nech R je relácia na mnoºine A taká, ºe D(R) = A. Ak R ⊆ R−1, tak idA ⊆ R ◦R. Platí
aj obrátená implikácia?

Úloha 3.1.12. Nech A 6= ∅. Je relácia ∅ na mnoºine A re�exívna, symetrická, tranzitívna?
Ktoré z týchto vlastností platia pre reláciu idA?

Úloha 3.1.13. Pre reláciu R medzi mnoºinami {1, 2, . . . ,m} a {1, 2, . . . , n} de�nujme maticu
relácie (ozna£me ju AR) tak, ºe aij = 1 ak iRj a v opa£nom prípade aij = 0. Nech R je relácia
medzi mnoºinami {1, 2, . . . ,m} a {1, 2, . . . , n} a S je relácia medzi mnoºinami {1, 2, . . . , n} a
{1, 2, . . . , k}. Viete nájs´ nejaký vz´ah medzi maticou AS◦R a sú£inom matíc AR.AS? (Pozor
na výmenu poradia!)

Úloha 3.1.14. Jednotlivé podmienky z de�nície 3.1.5 prepí²te pomocou kvanti�kátorov a
znegujte ich.
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Úloha 3.1.15. Nájdite príklady £iasto£ných usporiadaní ≤ na mnoºine N takých, ºe:
a) Kaºdý prvok N je minimálnym prvkom ≤.
b) (N,≤) má najvä£²í prvok a nemá najmen²í prvok.
c) (N,≤) nemá najmen²í ani najvä£²í prvok.

{relcvic:ULOTRANZUZ}
Úloha 3.1.16. Nech A je mnoºina.

Ukáºte, ºe prienik ©ubovo©ného systému tranzitívnych relácií na mnoºine A je opä´ tranzitívna relácia na
mnoºine A.

Pomocou tohoto výsledku ukáºte, ºe pre danú reláciu R na A je relácia T :=
⋂
{S ⊆ A × A;S ⊇ A,S

je tranzitívna} najmen²ou (vzh©adom na inklúziu) reláciou, ktorá obsahuje A a je tranzitívna. (�iºe T je
tranzitívny uzáver relácie R.)

Úloha 3.1.17. Nech R je relácia na mnoºine A. Dokáºte, ºe:
a) Najmen²ia (vzh©adom na inklúziu) re�exívna relácia obsahujúca R ako svoju podmnoºinu je R∪idA. (Táto
relácia sa zvykne nazýva´ re�exívny uzáver relácie R.)
b) Najmen²ia (vzh©adom na inklúziu) symetrická relácia obsahujúca R ako svoju podmnoºinu je R ∪ R−1.
(Táto relácia sa zvykne nazýva´ symetrický uzáver relácie R.)

3.2 Funkcie

Ve©mi dôleºitú úlohu v niektorých úvahách v ¤al²ích £astiach tejto predná²ky budú hra´
funkcie (alebo tieº zobrazenia, obidva názvy budeme pouºíva´ ako ekvivalentné).

De�nícia 3.2.1. Zobrazenie (funkcia) z mnoºiny A do B je relácia medzi mnoºinami A a B
taká, ºe pre kaºdé a ∈ A existuje práve jedno b ∈ B s vlastnos´ou (a, b) ∈ f .

(∀a ∈ A)(∃!b ∈ B)(a, b) ∈ f

Zobrazenie f z A do B budeme ozna£ova´ f : A → B. Mnoºinu A nazývame de�ni£ný obor
a B obor hodnôt zobrazenia f .

Poznámka 3.2.2. Namiesto zápisu (a, b) ∈ f budeme pouºíva´ zápis f(a) = b, tak ako ste
boli zvyknutí aj doteraz. De�nícia zobrazenia zaru£uje, ºe tento zápis je zmysluplný, ºe ide
o rovnos´ nejakých dvoch objektov, ke¤ºe f(a) predstavuje práve jeden prvok z mnoºiny B
(ten, ktorý je v relácii s prvkom a).

Niekedy budeme pouºíva´ aj zápis f : a 7→ b.

Príklad 3.2.3. Jednoduchým príkladom zobrazenia je zobrazenie idA : A→ A (pozri de�ní-
ciu 3.1.10). Pre kaºdé a ∈ A platí idA(a) = a. Toto zobrazenie zvykneme nazýva´ identické
zobrazenie.

De�nícia 3.2.4. Ak f : A → B je zobrazenie a C ⊆ A, tak zobrazenie f |C : C → B,
de�nované predpisom

f |C(x) = f(x)

pre v²etky x ∈ C, nazývame zúºenie zobrazenia f na mnoºinu C.

Mnoºinovo môºeme de�níciu zúºenia zobrazenia zapísa´ ako

f |C = f ∩ (C ×B).

Skladanie zobrazení je vlastne ²peciálnym prípadom skladania relácií. Môºeme si v²imnú´,
ºe na základe de�nície zobrazenia môºeme vlastne zloºenie zobrazení f : A→ B a g : B → C
ekvivalentne de�nova´ ako

g ◦ f(a) = g(f(a)) pre kaºdé a ∈ A.
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Vyplýva to z toho, ºe ku kaºdému a existuje práve jeden prvok, s ktorým je a v relácii f a je
to prvok f(a), to isté platí aj pre f(a) a g(f(a)).

Ke¤ºe skladanie zobrazení sme de�novali ako ²peciálny prípad skladania relácií, zatia©
vieme, ºe pre zobrazenia f : A → B, g : B → C je g ◦ f relácia. Overme, ºe táto relácia je
zobrazením.

Tvrdenie 3.2.5. Nech f : A→ B, g : B → C sú zobrazenia. Potom aj g ◦ f je zobrazenie

Dôkaz. Nech a ∈ A. Platí (a, c) ∈ g ◦ f práve vtedy, ke¤ existuje b ∈ B také, ºe (a, b) ∈ f
a (b, c) ∈ g. Pretoºe f je zobrazenie, ku kaºdému a ∈ A existuje práve jedno b s vlastnos´ou
(a, b) ∈ f . �alej, ke¤ºe g je zobrazenie, k tomuto a existuje jediné c ∈ C také, ºe (b, c) ∈ g.
Z toho celkovo dostávame, ºe (k danému a ∈ A) existuje práve jedno c ∈ C také, ºe (a, c) ∈
g ◦ f . Teda g ◦ f je skuto£ne zobrazenie.

Takisto inverznú reláciu k zobrazeniu f budeme nazýva´ inverzným zobrazením, ale len
v prípade, ºe f−1 je tieº zobrazenie. Ak f−1 je zobrazenie, hovoríme tieº, ºe k f existuje
inverzné zobrazenie.

Pripome¬me si najprv potrebné pojmy, ktoré poznáte uº z niº²ích ro£níkov:

De�nícia 3.2.6. Nech f : X → Y je zobrazenie. Hovoríme, ºe f je injektívne (prosté) zo-
brazenie (alebo tieº injekcia), ak pre v²etky x, y ∈ X také, ºe x 6= y platí f(x) 6= f(y).

Hovoríme, ºe f je surjekcia (surjektívne zobrazenie, zobrazenie na), ak pre kaºdé y ∈ Y
existuje také, x ∈ X, ºe f(x) = y.

Hovoríme, ºe f je bijekcia (bijektívne zobrazenie), ak f je sú£asne injekcia aj surjekcia.

De�níciu injekcie môºeme ekvivalentne prepísa´ ako f(x) = f(y) ⇒ x = y. Teda zobraze-
nie je injektívne práve vtedy, ke¤ sa na ºiadny prvok oboru hodnôt nezobrazí viac ako jeden
prvok de�ni£ného oboru. Zobrazenie je surjektívne, ak kaºdý prvok oboru hodnôt má nejaký
vzor � prvok, ktorý sa na¬ zobrazí.

Niektoré základné vlastnosti injekcií, surjekcií a bijekcií sú zhrnuté v cvi£eniach za touto
podkapitolou. (Mnohé z nich by ste mali ovláda´ z prvého ro£níka, prinajmen²om celkom
ur£ite tie, ktoré sú uvedené v úlohe 3.2.1.)

Ukáºeme si, ºe inverzné zobrazenie k f existuje práve vtedy, ke¤ f je bijekcia.
{fun:TVRINVBIJEK}

Tvrdenie 3.2.7. Nech f : A → B je zobrazenie. Potom f−1 je zobrazenie z B do A práve
vtedy, ke¤ f je bijekcia.

Dôkaz. ⇒ Predpokladajme, ºe inverzná relácia k f je zobrazenie, t.j. f−1 = {(b, a) ∈
B × A; b = f(a)} sp¨¬a vlastnos´ z de�nície zobrazenia. To znamená, ºe ku kaºdému b ∈ B
existuje práve jedno a ∈ A také, ºe f(a) = b.

Fakt, ºe ku kaºdému b ∈ B existuje a ∈ A s vlastnos´ou f(a) = b je presne surjektívnos´
zobrazenia f . Z toho, ºe také a existuje jediné dostávame injektívnos´. (Ak f(a1) = f(a2) =: b,
tak a1 = a2 na základe jednozna£nosti.)
⇐ V podstate môºeme zopakova´ úvahu z prvej £asti dôkazu len v obrátenom poradí.

Nech f je bijekcia. Zo surjektívnosti f máme, ºe ku kaºdému b ∈ B existuje a ∈ A také,
ºe (b, a) ∈ f−1. Z injektívnosti f máme jednozna£nos´ takéhoto a. �iºe obe podmienky
z de�nície zobrazenia sú pre f−1 splnené.

Z predchádzajúceho dôkazu vidíme, ºe de�níciu inverzného zobrazenie môºeme ekviva-
lentne preformulova´ tak, ºe je to zobrazenie, pre ktoré platí

f−1(b) = a ⇔ f(a) = b.

Teraz sa presved£íme, ºe de�nícia inverzného zobrazenia, ktorú sme tu uviedli, je ekviva-
lentná s de�níciou, ktorú poznáte z prvého ro£níka.
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Tvrdenie 3.2.8. Nech f : A → B, g : B → A sú zobrazenia. Nasledujúce podmienky sú
ekvivalentné:
(i) g = f−1 (t.j. g je inverzné zobrazenie k f);
(ii) platí g ◦ f = idA a f ◦ g = idB.

Dôkaz. (i)⇒ (ii): Ak g = f−1 je zobrazenie, tak pod©a tvrdenia 3.2.7 je f bijekciou. Chceme
ukáza´ dve rovnosti mnoºín, ukáºeme ich postupne ako jednotlivé inklúzie.

Ak (a, x) ∈ g ◦ f , tak existuje b ∈ B tak, ºe f(a) = b a g(b) = x. Predpoklad, ºe g(b) = x
znamená, ºe f(x) = b. Z injektívnosti f potom dostávame, ºe x = a. Ukázali sme teda
g ◦ f ⊆ idA.

Sú£asne pre kaºdé a ∈ A platí (a, f(a)) ∈ f a (f(a), a) ∈ g, teda (a, a) ∈ g◦f a dostávame,
ºe idA ⊆ g◦f . Zo sú£asnej platnosti týchto dvoch inklúzií dostávame prvú rovnos´ g◦f = idA.

Ak (b, x) ∈ f ◦ g, tak existuje a ∈ A také, ºe a = g(b) a x = f(a). Rovnos´ a = g(b)
znamená (na základe de�nície inverzného zobrazenie), ºe b = f(a), z £oho máme x = b.
Dokázali sme f ◦ g ⊆ idB .

Nech teraz b ∈ B. Potom platí (g(b), b) ∈ f (pod©a de�nície inverznej relácie), a teda
(b, b) ∈ f ◦ g. Teda máme aj platnos´ inklúzie idB ⊆ f ◦ g a celkovo dostávame rovnos´
idB = f ◦ g.

(ii)⇒ (i): Predpokladajme, ºe g je zobrazenie sp¨¬ajúce rovnosti g ◦f = idA a f ◦g = idB .
Nech (a, b) ∈ f , t.j. b = f(a). Potom g(b) = g(f(a)) = a, teda (b, a) ∈ g. Ukázali sme, ºe

f−1 ⊆ g.
Podobne ak (b, a) ∈ g, t.j. a = g(b), tak f(a) = f(g(b)) = b, teda (a, b) ∈ f a (b, a) ∈ f−1.

Tým je dokázané g ⊆ f−1.

Poznámka 3.2.9. V predchádzajúcich dôkazoch sme so zobrazeniami pracovali ako s relá-
ciami, preto sme e²te pomerne £asto pouºívali zápis (x, y) ∈ f .

V budúcnosti uº budeme vä£²inou s funkciami pracova´ tak, ako ste zvyknutí, t.j. budeme
pouºíva´ zápis f(x) = y alebo tieº rovnos´ zobrazení f = g budeme dokazova´ tak, ºe pre
kaºdé x z de�ni£ného oboru ukáºeme platnos´ rovnosti f(x) = g(x).

{fun:POZNAXSUBST}
Poznámka 3.2.10. Po zavedení pojmu funkcie vidno, ºe schéma axióm substitúcie vlastne
hovorí to, ºe pre kaºdú funkciu f de�novanú na mnoºine A existuje mnoºina f [A] = {f(x);x ∈
A}. 2

{fun:POZNACFUN}
Poznámka 3.2.11. Axiómu výberu môºeme preformulova´ tak, ºe pre kaºdý systém S dis-
junktných neprázdnych mnoºín existuje funkcia f : S →

⋃
S, ktorá kaºdej mnoºine A ∈ S

priradí nejaký prvok tejto mnoºiny.
Detailnej²ie zdôvodnenie, ºe ide skuto£ne o ekvivalentnú formuláciu je v tvrdení 5.1.2.

De�nícia 3.2.12. Nech f : X → Y je zobrazenie, A ⊆ X, B ⊆ Y .
Potom mnoºinu

f [A] := {f(a); a ∈ A}
nazývame obraz mnoºiny A v zobrazení f a mnoºinu

f−1[B] = {a; f(a) ∈ B}

nazývame vzor mnoºiny B v zobrazení f .
V prípade, ºe B = {b} je jednoprvková mnoºina, niekedy namiesto zápisu f−1[{b}] pouºi-

jeme zápis f−1(b). (Z kontextu by malo by´ zrejmé, £i hovoríme o inverznej funkcii k f , alebo
zápis f−1(b) znamená vzor jednoprvkovej mnoºiny.)

2Toto preformulovanie nie je úplne presné � pri de�nícii zobrazenia sme poºadovali, aby bol ur£ený obor
hodnôt, ni£ také v schéme axióm substitúcie nie je. Keby sme v²ak hovorili o triedových funkciách, uº by sme
takto dostali presne schému axióm substitúcie.
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To znamená, ºe vzor a obraz mnoºiny sú charakterizované týmito podmienkami:

x ∈ f [A]⇔ (∃a ∈ A)x = f(a)

x ∈ f−1[B]⇔ f(x) ∈ B

Uvedieme základné vlastnosti vzoru a obrazu mnoºín, niektoré z nich dokáºeme, vä£²inu
ale ponecháme ako cvi£enie.

{fun:TVROBRAZVZOR}
Tvrdenie 3.2.13. Nech f : X → Y , g : Y → Z sú zobrazenia, A,B ⊆ X, C,D ⊆ Y , E ⊆ Z,
Ai ⊆ X a Bi ⊆ Y pre kaºdé i ∈ I. Potom platí
(i) g ◦ f [A] = g[f [A]];
(ii) (g ◦ f)−1[A] = g−1[f−1[A]];
(iii) A ⊆ f−1[f [A]] a ak f je injektívne, tak A = f−1[f [A]];
(iv) f [f−1[C]] ⊆ C a ak f je surjektívne, tak f [f−1[C]] = C; {fun:itOBRCAP}
(v) f [A ∩B] ⊆ f [A] ∩ f [B] a ak f je injektívne, tak f [A ∩B] = f [A] ∩ f [B]; {fun:itOBRBIGCAP}
(vi) f [

⋂
i∈I Ai] ⊆

⋂
i∈I f [Ai] a ak f je injektívne, tak f [

⋂
i∈I Ai] =

⋂
i∈I f [Ai];

(vii) f [A ∪B] = f [A] ∪ f [B]; {fun:itOBRBIGCUP}
(viii) f [

⋃
i∈I Ai] =

⋃
i∈I f [Ai];

(ix) f−1[C ∩D] = f−1[C] ∩ f−1[D]; {fun:itOBRCAPSYST}
(x) f−1[

⋂
i∈I Ai] =

⋂
i∈I f

−1[Ai];
(xi) f−1[C ∪D] = f−1[C] ∪ f−1[D];
(xii) f−1[

⋃
i∈I Bi] =

⋃
i∈I f

−1[Bi];
(xiii) A ⊆ B ⇒ f [A] ⊆ f [B] a ak f je injekcia, tak platí aj opa£ná implikácia;
(xiv) C ⊆ D ⇒ f−1[C] ⊆ f−1[D] a ak f je surjekcia, tak platí aj opa£ná implikácia; {fun:itFAC}
(xv) f [A] ⊆ C ⇔ A ⊆ f−1[C].

Dôkaz. (v) Ak x ∈ f [A∩B], znamená to, ºe x = f(c) pre nejaké c ∈ A∩B. Potom ale c ∈ A
a sú£asne aj c ∈ B. Z toho vyplýva, ºe x = f(c) sú£asne patrí do f [A] aj f [B], £iºe patrí aj
do prieniku f [A] ∩ f [B], £ím je dokázaná inklúzia f [A ∩B] ⊆ f [A] ∩ f [B].

Predpokladajme navy²e, ºe f je injekcia a pokúsme sa za tohoto predpokladu dokáza´ aj
opa£nú inklúziu. Ak x ∈ f [A] ∩ f [B], tak x = f(a) pre nejaké a ∈ A a sú£asne x = f(b) pre
nejaké b ∈ B. Z rovnosti x = f(a) = f(b) dostaneme, na základe injektívnosti f , ºe platí
a = b. Teda prvok a patrí do A ∩ B a x = f(a) je prvkom mnoºiny f [A ∩ B]. Tým sme
dokázali inklúziu f [A] ∩ f [B] ⊆ f [A ∩ B]. Spolu s prvou £as´ou dôkazu máme uº dokázané
obe inklúzie medzi týmito mnoºinami, a teda platí rovnos´.

(x) Nech x ∈ f−1[
⋂
i∈I Ai], £iºe f(x) ∈

⋂
i∈I Ai. To je ekvivalentné s podmienkou, ºe

(∀i ∈ I)f(x) ∈ Ai. Túto podmienku môºeme ¤alej ekvivalentne prepísa´ ako (∀i ∈ I)x ∈
f−1[Ai] a tieº x ∈

⋂
i∈I f

−1[Ai]. Teda podmienky x ∈ f−1[
⋂
i∈I Ai] a x ∈

⋂
i∈I f

−1[Ai] sú
skuto£ne ekvivalentné.

(xv) f [A] ⊆ C ⇔ (∀a ∈ A)f(a) ∈ C ⇔ (∀a ∈ A)a ∈ f−1[C] ⇔ A ⊆ f−1[C].

Nasledujúce tvrdenie uº moºno poznáte z niº²ích ro£níkov, pozri napríklad [Sl, cvi£enia
v £asti 2.2] alebo [KGGS, Vety 1.3.3,1.3.4]. (Je treba da´ pozor na to, ºe skladanie zobrazení
je v [KGGS] de�nované opa£ne ako v tejto predná²ke, a preto je aj toto tvrdenie sformulované
inak.)

Tu ho uvádzame preto, aby sme zdôraznili pouºitie axiómy výberu v jednej £asti dôkazu
tohoto tvrdenia. (V £asti 5.1.2 ukáºeme, ºe táto £as´ tvrdenia je dokonca ekvivalentná s ax-
iómou výberu v systéme ZF.)

{fun:TVRSURJINV}
Tvrdenie 3.2.14. Nech f : A→ B je zobrazenie. Potom platí: {fun:itSURJ}
(i) f je surjekcia práve vtedy, ke¤ existuje zobrazenie g : B → A také, ºe f ◦ g = idB.
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{fun:itINJ}
(ii) Nech navy²e A 6= ∅. Potom f je injekcia práve vtedy, ke¤ existuje zobrazenie g : B → A

také, ºe g ◦ f = idA.

Dôkaz. (i) ⇒ (Toto je vlastne jediná náro£nej²ia £as´ dôkazu celého tvrdenia, je to práve tá
£as´, ktorá vyuºíva axiómu výberu. Ostatné £asti by ste mali by´ schopní zvládnu´ samostatne.)

Ak f je surjekcia, tak {f−1(x);x ∈ B} je systém neprázdnych disjunktných podmnoºín
A. Neprázdnos´ kaºdej mnoºiny f−1(x) vyplýva zo surjektívnosti (kaºdé x ∈ B má aspo¬
jeden vzor). Disjunktnos´ vyplýva z toho, ºe f je zobrazenie, £iºe ºiadne a ∈ A nemôºe patri´
do f−1(x) aj do f−1(y), ak x = y. (�iadne a ∈ A sa nemôºe zobrazi´ na dva rôzne prvky b.)

Potom pod©a axiómy výberu (tak ako sme ju preformulovali v poznámke 3.2.11) existuje
funkcia g : B → A taká, ºe g(b) ∈ f−1(b) pre kaºdé b ∈ B. (Ak chceme by´ úplne presní, tak
axióma výberu hovorí o zobrazení z mnoºiny {f−1(x);x ∈ B}, s pouºitím bijekcie x 7→ f−1(x)
medzi B a touto mnoºinou uº vieme dosta´ skuto£ne zobrazenie z B do A.)

Podmienka g(b) ∈ f−1(b) vlastne znamená, ºe f(g(b)) = b. Platnos´ tejto podmienky pre
kaºdé b ∈ B znamená, ºe f ◦ g = idB .

(i) ⇐ Chceme ukáza´, ºe pre kaºdé b ∈ B existuje v zobrazení f vzor. Rovnos´ f(g(b)) =
b implikuje, ºe g(b) je vzorom pre b.

(ii) ⇒ Ke¤ºe A 6= ∅, existuje nejaký prvok a ∈ A; zvo©me si jeden taký prvok a ozna£me
ho a0. Zobrazenie g de�nujeme nasledovne:

g(b) =

{
a, ak existuje a také, ºe f(a) = b,

a0, inak.
.

Z injektívnosti f vyplýva, ºe takýmto spôsobom skuto£ne dostaneme zobrazenie. Rovnos´
g(f(a)) = a (pre kaºdé a ∈ A) je zrejmá z de�nície zobrazenia g.

(ii) ⇐ Ak f(x) = f(y), tak platí aj g(f(x)) = g(f(y)), £iºe x = y.
{fun:DOSINJSUR}

Dôsledok 3.2.15. Ak A 6= ∅ a existuje injekcia f : A→ B, tak existuje surjekcia f : B → A.

Dôkaz. Ak f je injekcia, tak pod©a druhej £asti tvrdenia 3.2.14 existuje g : B → A také, ºe
g ◦ f = idA. Potom ale z prvej £asti toho istého tvrdenia dostávame, ºe g je surjekcia.

3.2.1 Karteziánsky sú£in systému mnoºín
{fun:SSECTKARTEZ}

V £asti 2.5 sme de�novali karteziánsky sú£in dvojice mnoºín. V tejto £asti by sme chceli
zavies´ do istej miery analogický pojem pre ©ubovo©ný (nielen kone£ný) systém mnoºín.
E²te predtým v²ak zade�nujeme projekciu, £o je zobrazenie úzko súvisiace s karteziánskym
sú£inom mnoºín.

Projekcie, ktoré budeme de�nova´, sú zobrazenia de�nované na karteziánskom sú£ine
dvoch mnoºín. Ak zobrazujeme usporiadané dvojice, £asto budeme namiesto f((a, b)) pouºí-
va´ stru£nej²í zápis f(a, b). (Z kontextu by malo by´ vºdy jasné, ºe máme na mysli usporiadané
dvojice.)

De�nícia 3.2.16. Ak A, B sú ©ubovo©né mnoºiny, tak zobrazenia p1 : A×B → A a p2 : A×
B → B, dané predpismi

p1(a, b) = a

p2(a, b) = b

pre (a, b) ∈ A× B, budeme nazýva´ projekcie z karteziánskeho sú£inu A× B na mnoºiny A
a B.
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Niekedy budeme pouºíva´ aj ozna£enie pA, pB , t.j. vlastne nie je vyzna£ené, £i ide o pro-
jekciu na prvú a druhú mnoºinu, ale £i ide o projekciu na mnoºinu A alebo mnoºinu B.

Môºeme si v²imnú´, ºe usporiadaná dvojica je jednozna£ne ur£ená hodnotami zobrazení
p1,2. (To je vlastne len inak preformulované tvrdenie 2.5.2).

Teraz by sme chceli zade�nova´ karteziánsky sú£in systému mnoºín {Ai, i ∈ I}, ktorý by
mal podobné vlastnosti, t.j. ak pre kaºdé i ∈ I zvolíme nejaký prvok z Ai, mal by tým by´
jednozna£ne ur£ený prvok sú£in. Túto poºiadavku sp¨¬a nasledujúca de�nícia.

De�nícia 3.2.17. Nech I je mnoºina a pre kaºdé i ∈ I je Ai mnoºina. Potom karteziánsky
sú£in systému mnoºín Ai, i ∈ I de�nujeme ako mnoºinu v²etkých zobrazení z I do

⋃
i∈I

Ai

takých, ºe obraz prvku i patrí do Ai. Ozna£ujeme ho
∏
i∈I

Ai.

∏
i∈I

Ai = {f : I →
⋃
i∈I

Ai; f(i) ∈ Ai}

Pre kaºdé i ∈ I de�nujeme zobrazenie pi :
∏
i∈I

Ai → Ai

pi(f) = f(i),

ktoré nazývame i-ta projekcia.

Vidíme, ºe ide skuto£ne o pojem analogický ku karteziánskemu sú£inu dvoch mnoºín.
Zatia©£o pri karteziánskom sú£ine dvoch mnoºín bol kaºdý jeho prvok jednozna£ne ur£ený
dvomi súradnicami, tu máme súradnice indexované prvkami z I.

3.2.2 Karteziánsky sú£in funkcií

�al²í pojem, ktorý bude pre nás neskôr uºito£ný, je karteziánsky sú£in funkcií. Podobne ako
pri karteziánskom sú£ine mnoºín, budeme ho de�nova´ zvlá²´ pre sú£in dvoch mnoºín a zvlá²´
pre sú£in systému mnoºín.

De�nícia 3.2.18. Nech f : A→ C, g : B → D sú zobrazenia. Potom ich karteziánsky sú£in
je zobrazenie f × g : A×B → C ×D ur£ené predpisom

f × g(a, b) = (f(a), g(b)).

Ak pre kaºdé i ∈ I je fi : Ai → Bi zobrazenie, tak karteziánsky sú£in týchto zobrazení je
g =

∏
i∈I

fi :
∏
i∈I

Ai →
∏
i∈I

Bi, kde g(f) pre f ∈
∏
i∈I

Ai je ur£ená ako

g(f)(i) = fi(f(i)).

Ke¤ nad týmito de�níciami trochu porozmý²©ame, opä´ by malo by´ vidno, ºe ide o ana-
logické pojmy. Zobrazenie f × g je vlastne zobrazenie, ktoré sa na prvej súradnici správa
rovnako ako f a na druhej súradnici ako g. Zobrazenie

∏
i∈I

fi je skon²truované pomocou sys-

tému zobrazení indexovaného mnoºinou I a je to zobrazenie, ktoré sa na i-tej súradnici správa
rovnako ako fi.

{fun:TVRSUCBIJ}
Tvrdenie 3.2.19. Nech f : A→ C, g : B → D sú zobrazenia.
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(i) Ak f aj g sú injekcie, tak f × g je injekcia.
(ii) Ak f aj g sú surjekcie, tak f × g je surjekcia.
(iii) Ak f aj g sú bijekcie, tak f × g je bijekcia.

Dôkaz. (i) Nech f a g sú injekcie. Ak platí f × g(a, b) = f × g(a′, b′), znamená to, ºe
(f(a), g(b)) = (f(a′), g(b′)), £iºe f(a) = f(a′), g(b) = g(b′). Z injektívnosti zobrazení f ,
g potom máme a = a′, b = b′ a (a, a′) = (b, b′).

(ii) Nech f , g sú surjekcie a (c, d) ∈ C×D. Potom existujú a ∈ A a b ∈ B tak, ºe f(a) = c,
g(b) = c. Z toho máme, ºe f × g(a, b) = (c, d). Ukázali sme, ºe pre ©ubovo©né (c, d) existuje
vzor, a teda zobrazenie f × g je surjektívne.

(iii) Vyplýva z £astí (i) a (ii).

V dôkaze analogického tvrdenia pre sú£in systému mnoºín budeme potrebova´ na jednom
mieste vyuºi´ axiómu výberu; odvoláme sa na jej ekvivalentnú formuláciu, ktorú dokáºeme
neskôr v kapitole 5.

Tvrdenie 3.2.20. Nech fi : Ai → Bi je zobrazenie pre kaºdé i ∈ I.
(i) Ak fi je injekcia pre kaºdé i ∈ I, tak

∏
i∈I

fi je injekcia.

(ii) Ak fi je surjekcia pre kaºdé i ∈ I, tak
∏
i∈I

fi je surjekcia.

(iii) Ak fi je bijekcia pre kaºdé i ∈ I, tak
∏
i∈I

fi je bijekcia.

Dôkaz. Ozna£me g :=
∏
i∈I

fi.

(i) Predpokladajme, ºe v²etky fi sú injekcie. Nech f, f ′ ∈
∏
i∈I

Ai a nech g(f) = g(f ′).

To znamená, ºe pre kaºdé i ∈ I platí g(f)(i) = g(f ′)(i). Pod©a de�nície zobrazenia g potom
dostaneme pre kaºdé i ∈ I rovnos´ fi(f(i)) = fi(f

′(i)) a z injektívnosti zobrazenia fi vyplýva
f(i) = f ′(i). Teda zobrazenia f a f ′ sa rovnajú a g je skuto£ne injektívne.

(ii) Nech kaºdé fi je surjektívne a nech f ∈
∏
i∈I

Bi. Potom pre kaºdé i ∈ I existuje ai ∈ Ai

také, ºe fi(ai) = f(i). Inak povedané, {a ∈ Ai; fi(a) = f(i)} je systém neprázdnych mnoºín.
Z ekvivalentnej formulácie axiómy výberu (tvrdenie 5.1.2(iii)) vyplýva existencia zobrazenia
h de�novaného na I takého, ºe h(i) ∈ {a ∈ Ai; fi(a) = f(i)}, £iºe h(i) ∈ Ai a fi(h(i)) = f(i)
pre kaºdé i ∈ I. Posledná rovnos´ hovorí presne to, ºe g(h) = f . Ukázali sme, ºe pre kaºdé
f ∈

∏
i∈I

Bi existuje vzor, £iºe g je surjektívne zobrazenie.

(iii) �ahko vyplýva z predchádzajúcich dvoch £astí.

Cvi£enia
{funcvic:ULOSKLAD}

Úloha 3.2.1. Dokáºte, ºe:
a) Zloºenie dvoch injekcií je injekcia.
b) Zloºenie dvoch surjekcií je surjekcia.
c) Zloºenie dvoch bijekcií je bijekcia.

Úloha 3.2.2. Nech f : X → Y , g, h : Y → Z sú zobrazenia. Dokáºte, ºe:
a) Ak f je surjekcia, tak platí g ◦ f = h ◦ f ⇒ g = h.
b) Ak Z 6= ∅ a platí (pre ©ubovo©né g, h : Y → Z) implikácia g ◦ f = h ◦ f ⇒ g = h, tak f je
surjekcia.

Úloha 3.2.3. Nech g, h : X → Y , f : Y → Z sú zobrazenia. Dokáºte, ºe:
a) Ak f je injekcia a platí f ◦ g = f ◦ h, tak g = h.
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b) Ak X 6= ∅ a pre ©ubovo©né g, h : X → Y platí implikácia f ◦ g = f ◦ h ⇒ g = h, tak f je
injekcia.

{funcvic:ULOINVSURINJ}
Úloha 3.2.4. Ak f : X → Y a g : Y → X sú zobrazenia také, ºe g◦f = idX , tak g je surjekcia
a f je injekcia. Ukáºte na príklade, ºe g nemusí by´ injekcia a f nemusí by´ surjekcia.

Zdôvodnite pomocou tohoto výsledku a tvrdenia 3.2.14, ºe ak pre mnoºiny X, Y existuje
injekcia f : X → Y práve vtedy, ke¤ existuje surjekcia g : Y → X.

Úloha 3.2.5. Dokáºte tvrdenie 3.2.13. Pre £asti tvrdenia, ktoré obsahujú inklúziu a nie
rovnos´, nájdite príklady ukazujúce, ºe nerovnos´ môºe by´ ostrá (rovnos´ nemusí vºdy plati´).

{funcvic:NEGKVANTINJ}
Úloha 3.2.6. Predpokladajme, ºe f : X → Y je zobrazenie. Zapí²te pomocou kvanti�kátorov
výroky �f je injekcia� a �f je surjekcia� a znegujte tieto výroky.

3.3 �iasto£ne usporiadané mnoºiny
{cum:SECTCUM}

Pripome¬me najprv de�níciu £iasto£ného usporiadania. �iasto£né usporiadanie mnoºiny A
je taká relácia ≤ na mnoºine A, ktorá je re�exívna, antisymetrická a tranzitívna, t.j.:

(∀a ∈ A)a ≤ a (R)

(∀a, b ∈ A)a ≤ b ∧ b ≤ a⇒ a = b (A)

(∀a, b, c ∈ A)a ≤ b ∧ b ≤ c⇒ a ≤ c (T)

Ke¤ºe de�nícia £iasto£ného usporiadania je do istej miery motivovaná obvyklým uspori-
adaním reálnych a prirodzených £ísel, budeme dos´ £asto pre £iasto£né usporiadanie pouºíva´
symbol ≤. Niekedy budeme pouºíva´ aj symbol <, ktorým budeme ozna£ova´ to, ºe a ≤ b a
prvky a a b sa nerovnajú.

a < b ⇔ (a ≤ b) ∧ a 6= b

O lineárnom usporiadaní hovoríme, ak sú ©ubovo©né 2 prvky mnoºiny A porovnate©né,
teda ak

(∀a, b ∈ A)a 6= b⇒ a ≤ b ∨ b ≤ a.

V prípade, ºe budete ²tudova´ aj inú literatúru, je treba da´ pozor na to, ºe niektorí autori
de�nujú £iasto£né usporiadanie inak. Súvis týchto dvoch de�nícií je podrobne vysvetlený na
konci tejto podkapitoly.

Za£nime tým, ºe uvedieme nieko©ko príkladov £iasto£ných usporiadaní.

Príklad 3.3.1. Jednoduchými príkladmi £iasto£ne usporiadaných mnoºín sú (R,≤), (Q,≤),
(Z,≤), (N,≤) s obvyklým usporiadaním. Vo v²etkých spomenutých prípadoch ide o lineárne
usporiadanie.

{cum:PRPOMDNCUM}
Príklad 3.3.2. Môºeme si v²imnú´, ºe ak (A,≤) je £iasto£ne usporiadaná mnoºina a B ⊆ A,
tak (B,≤ ∩ (B × B)) je tieº £iasto£ne usporiadaná mnoºina. Inak povedané, podmnoºina
£iasto£ne usporiadanej mnoºiny s tým istým usporiadaním (zúºeným na túto podmnoºinu)
tvorí opä´ £iasto£ne usporiadanú mnoºinu.

Ilustráciou sú napríklad podmnoºiny R uvedené v predchádzajúcom príklade.
Vyplýva to z toho, ºe v²etky poºiadavky v de�nícii £iasto£ne usporiadanej mnoºiny sú

tvaru (∀a, b, c ∈ A)P (a, b, c), kde P (a, b, c) predstavuje nejakú vlastnos´ relácie. Je zrejmé, ºe
ak nejaká vlastnos´ platí pre ©ubovo©né prvky danej mnoºiny, tak platí aj pre prvky kaºdej
jej podmnoºiny.
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Príklad 3.3.3. AkA je ©ubovo©ná mnoºina, tak (P(A),⊆) je £iasto£ne usporiadaná mnoºina.
V²etky vlastnosti z de�nície £iasto£ne usporiadanej mnoºiny sme overili v tvrdení 2.4.1.

Pod©a príkladu 3.3.2 dostaneme £iasto£ne usporiadanú mnoºinu aj pre ©ubovo©nú podm-
noºinu mnoºiny P(A).

Príklad 3.3.4. �al²ím príkladom je relácia �delí� na mnoºine prirodzených £ísel de�novaná
tak, ºe

a | b ⇔ (∃c ∈ N)b = a.c.

Túto reláciu dôverne poznáte z predmetu Elementárna teória £ísel [�1] a nemalo by vám
robi´ problém, ºe ide skuto£ne o £iasto£ne usporiadanú mnoºinu.

Môºeme si tieº v²imnú´, ºe (Z, |) nie je £iasto£ne usporiadanou mnoºinou, ke¤ºe nesp¨¬a
poºiadavku antisymetrie. Platí napríklad 1 | −1 aj −1 | 1.

Hasseho diagram. V prípade £iasto£ného usporiadania na kone£ných mnoºinách môºeme
znázorni´ reláciu usporiadania pomocou Hasseho diagramu.

De�nícia 3.3.5. Nech (A,≤) je £iasto£ne usporiadaná mnoºina. Prvok a nazývame pred-
chodcom prvku b, ak a ≤ b a sú£asne platí

a ≤ c ≤ b ⇒ c = a ∨ c = b.

Prvok b sa nazýva nasledovník prvku a.

Predchádzajúca de�nícia vlastne hovorí, ºe a je predchodcom b, ak a ≤ b a medzi nimi
uº nie je ºiadny iný prvok.

Reláciu £iasto£ného usporiadania môºeme znázorni´, ak znázorníme dvojice prvok a jeho
predchodca. Takýmto spôsobom síce nedostaneme v²etky dvojice, ktoré sú v relácii, no ke¤
doplníme ¤al²ie dvojice, ktoré do nej musia patri´ na základe tranzitívnosti a re�exívnosti,
dostaneme uº celú reláciu. (Inak povedané, pridáme v²etky dvojice tvaru (a, a) a urobíme
tranzitívny uzáver.)

�asto sa zvykne kresli´ Hasseho diagram tak, ºe vºdy nakreslíme ²ípku z prvku do jeho
nasledovníka. My budeme kresli´ Hasseho diagramy bez ²ípok, ak budú dva prvky spojené
hranou, tak nasledovník je ten z nich, ktorý je na obrázku nakreslený vy²²ie.

Na obrázku 3.1 sú nakreslené Hasseho diagramy pre £iasto£ne usporiadanú mnoºinu
(P(X),⊆) v prípade, ºe mnoºina X je 2-,3- alebo 4-prvková. Môºeme si v²imnú´, ºe tento
diagram pre 2-prvkovú mnoºinu má tvar ²tvorca a pre 3-prvkovú mnoºinu tvar kocky. Je
preto prirodzené povaºova´ diagram pre n-prvkovú mnoºinu za znázornenie vrcholov a hrán
n-rozmernej (hyper)kocky. Napríklad na obrázku 3.2 je 5-rozmerná hyperkocka.

Môºeme si tieº v²imnú´, ºe ak nakreslíme Hasseho diagram pre £iasto£ne usporiadanú
mnoºinu ({0, 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15}, |), tak dostaneme (pri vhodnom umiestnení vrcholov), presne
ten istý obrázok ako pre (P({0, 1, 2}),⊆). Vidíme, ºe tieto dve £iasto£ne usporiadané mnoºiny
sú v istom zmysle rovnaké. Toto pozorovanie nás vedie k de�nícii izomor�zmu £iasto£ne uspo-
riadaných mnoºín. Táto de�nícia je podobná s de�níciou izomor�zmu pre iné typy ²truktúr.

De�nícia 3.3.6. Nech (X,≤) a (Y,�) sú £iasto£ne usporiadané mnoºiny a f : X → Y je
zobrazenie. Hovoríme, ºe zobrazenie f je monotónne, ak platí

(∀x1, x2 ∈ X)x1 ≤ x2 ⇒ f(x1) � f(x2).

Niekedy pouºívame aj zápis f : (X,≤)→ (Y,�).
Ak je zobrazenie f navy²e bijektívne a f−1 je tieº monotónne, tak f nazývame izomor�z-

mus. Ak existuje izomor�zmus medzi £iasto£ne usporiadanými mnoºinami (X,≤) a (Y,�),
tak hovoríme, ºe (X,≤) a (Y,�) sú izomorfné, ozna£ujeme (X,≤) ∼= (Y,�).
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Obr. 3.1: Hasseho diagram (P(X),⊆) pre 2-,3- a 4-prvkovú mnoºinu{cum:FIGHASSEPX}

Vidíme, ºe f je izomor�zmus, práve vtedy, ke¤ je to bijekcia a platí

(∀x1, x2 ∈ X)x1 ≤ x2 ⇔ f(x1) � f(x2).

Podobne, ako to bolo v prípade grúp £i vektorových priestorov, existencia izomor�zmu vlastne
znamená, ºe ide o rovnaké £iasto£ne usporiadané mnoºiny, ktoré sa lí²ia len pomenovaním
prvkov.

De�nícia 3.3.7. Nech (A,≤) je £iasto£ne usporiadaná mnoºina a a ∈ A. Hovoríme, ºe a je
(i) najmen²í prvok mnoºiny A, ak pre kaºdý prvok b ∈ A platí a ≤ b;
(ii) najvä£²í prvok mnoºiny A, ak pre kaºdý prvok b ∈ A platí b ≤ a;
(iii) minimálny prvok mnoºiny A, ak pre kaºdé b ∈ A platí b ≤ a ⇒ b = a;
(iv) maximálny prvok mnoºiny A, ak pre kaºdé b ∈ A platí a ≤ b ⇒ a = b.

De�níciu minimálneho prvku môºeme vo©ne preformulova´ tak, ºe neexistuje prvok, ktorý
by bol od neho men²í. Podobne, prvok a je maximálny, ak neexistuje prvok, ktorý je od neho
(ostro) vä£²í.

�ahko sa dá vidie´, ºe najmen²í prvok je sú£asne aj minimálnym prvkom; najvä£²í prvok
je sú£asne aj maximálnym prvkom.

V prípade, ºe ide lineárne usporiadanie, tak minimálny prvok je najmen²í prvok, max-
imálny prvok je najvä£²í prvok. Vo v²eobecnosti to v²ak neplatí. Dá sa nájs´ ve©a jednoduchých
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Obr. 3.2: 5-rozmerná hyperkocka � Hasseho diagram pre P(X), kde X je 5-prvková mnoºina{cum:FIGCUBE5}

príkladov (môºete si rozmyslie´, ako je to s £iasto£ne usporiadanými mnoºinami znázornenými
na obrázku 3.4); my si ukáºeme jeden z nich. Ak uvaºujeme ©ubovo©nú mnoºinu A, ktorá má
aspo¬ dva prvky, tak relácia idA je £iasto£né usporiadanie na mnoºine A. Pri tomto uspori-
adaní je kaºdý prvok mnoºiny A minimálny (a sú£asne aj maximálny), ale mnoºina A nemá
najmen²í ani najvä£²í prvok.

Predchádzajúci príklad sú£asne ukazuje, ºe maximálnych (minimálnych) prvkov môºe ma´
£iasto£ne usporiadaná mnoºina viacero. Ak v²ak £iasto£ne usporiadaná mnoºina má najvä£²í
(najmen²í) prvok, tak tento prvok je jednozna£ne ur£ený.

Ostré £iasto£né usporiadanie V de�nícii £iasto£ného usporiadania sme sa vlastne snaºili nájs´
spolo£né vlastnosti relácií ako sú ≤, ⊆. V niektorých textoch nájdete inú de�níciu £iasto£ného usporiadania,
ktorú sp¨¬ajú napríklad relácie <, $. (Napríklad v [�S], pozri [�S, s.52,Poznámka 4.4.1].) My takúto reláciu
budeme nazýva´ ostré £iasto£né usporiadanie.

V nasledujúcom tvrdení ukáºeme, aký je vz´ah medzi týmito dvoma de�níciami. V podstate zistíme to,
ºe ku kaºdému £iasto£nému usporiadaniu existuje zodpovedajúce ostré £iasto£né usporiadanie a obrátene.

De�nícia 3.3.8. Reláciu < na mnoºine A nazývame ostré £iasto£né usporiadanie, ak je antire�exívna,
asymetrická a tranzitívna; t.j. pre ©ubovo©né a, b, c ∈ A platí

a 6< a;

a < b⇒ b 6< a;

a < b ∧ b < c⇒ a < c.

Ak sú navy²e ©ubovo©né dva rôzne prvky porovnate©né, tak hovoríme o ostrom lineárnom usporiadaní.

a 6= b⇒ a < b ∨ b < a

Najprv dokáºeme dve pomerne jednoduché lemy.
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Obr. 3.3: Hasseho diagram pre £iasto£né usporiadanie | na mnoºine {0, 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15}{cum:FIGMID}

Obr. 3.4: �al²ie príklady Hasseho diagramov{cum:FIGMOREHASSE}

Lema 3.3.9. Nech R je relácia na mnoºine A a S = R ∪ idA. Potom:

(i) relácia S je re�exívna;

(ii) ak R je asymetrická, tak S je antisymetrická;

(iii) ak R je tranzitívna, tak aj S je tranzitívna.

Dôkaz. (i) Priamo z de�nície relácie S vidíme, ºe idA ⊆ S, £o je pod©a tvrdenia 3.1.13 ekvivalentné s pod-
mienkou, ºe S je re�exívna.

(ii) Nech aSb a bSa. Z de�nície S vidíme, ºe to môºe nasta´ jedine v prípade, ºe a = b alebo sú£asne platí
aRb aj bRa. Druhá moºnos´ v²ak nenastane nikdy, lebo R je asymetrická. Tým sme dokázali, ºe aSb∧ bSa⇒
a = b, £o znamená, ºe S je antisymetrická.

(iii) Nech aSb a bSc. Rozoberme jednotlivé moºnosti:
a) a = b a b = c. Potom a = c, a teda aSc.
b) a = b a bRc. Potom aRc, a teda aSc.
c) aRb a b = c. Potom aRc, a teda aSc.
d) aRb a bRc. Potom aRc, a teda aSc.
Ukázali sme, ºe v kaºdom prípade, ktorý môºe nasta´, platí aSc, £iºe relácia S je tranzitívna.

Lema 3.3.10. Nech R je relácia na mnoºine A a S = R r idA. Potom:

(i) relácia S je antire�exívna;

(ii) ak R je antisymetrická, tak S je asymetrická;

(iii) ak R je tranzitívna a antire�exívna, tak aj S je tranzitívna.

Dôkaz. (i) Zrejmé.
(ii) Sporom. Nech by platilo aSb aj bSa. To by znamenalo, ºe a 6= b a sú£asne platí aRb i bRa. Dostali

sme spor s predpokladom, ºe R je antisymetrická.
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(iii) Nech aSb, bSc. To znamená, ºe a 6= b, b 6= c, aRb a bRc. Z tranzitívnosti relácie R dostávame, ºe
aRc. Pretoºe R je antire�exívna, a 6= c a aSc.

Na základe predchádzajúcich liem uº dostávame platnos´ kore²pondencie medzi £iasto£nými usporiada-
niami a ostrými £iasto£nými usporiadaniami, ktorú sme chceli dokáza´.:

Dôsledok 3.3.11. Nech R je relácia na mnoºine A.

Ak R je £iasto£né usporiadanie, tak R r idA je ostré £iasto£né usporiadanie, pri£om ak R je lineárne,

tak aj R r idA je lineárne.

Ak S je ostré £iasto£né usporiadanie, tak S ∪ idA je £iasto£né usporiadanie, pri£om ak S je lineárne tak

aj S ∪ idA je lineárne.

Navy²e, priradenia R 7→ R r idA a S 7→ S ∪ idA sú navzájom inverzné priradenia medzi mnoºinou

v²etkých £iasto£ných usporiadaní mnoºiny A a mnoºinou v²etkých ostrých £iasto£ných usporiadaní mnoºiny

A (a teda tieto priradenia sú bijektívne).

{cum:POZNTRICHOT}
Poznámka 3.3.12. Z antire�exívnosti a asymetrie ostrého £iasto£ného usporiadania vidíme, ºe ak < je ostré
£iasto£né usporiadanie na mnoºine A, tak pre kaºdé a, b ∈ A platí práve jedna z mnoºností

a = b a < b b < a.

�iºe ostré £iasto£né usporiadanie je trichotomická relácia.

Cvi£enia
{cumcvic:ULOJEDNNAJV}

Úloha 3.3.1. Ukáºte, ºe ak (A,≤) je £iasto£ne usporiadaná mnoºina, tak A má nanajvý²
jeden najvä£²í prvok a nanajvý² jeden najmen²í prvok.

Úloha 3.3.2. Ukáºte, ºe pre zobrazenia medzi £iasto£ne usporiadanými mnoºinami platí:
a) zloºenie dvoch monotónnych zobrazení je monotónne zobrazenie;
b) zloºenie dvoch izomor�zmov je izomor�zmus.

Úloha 3.3.3. Nech A je mnoºina a R1,2 sú £iasto£né usporiadania na A. Dokáºte, alebo
vyvrá´te:
a) Relácia R1 ∩R2 je £iasto£né usporiadanie na A.
b) Relácia R1 ∪R2 je £iasto£né usporiadanie na A.
c) Ak R1 ∪R2 je £iasto£né usporiadanie na A, tak R1 ⊆ R2 alebo R2 ⊆ R1.

Úloha 3.3.4. Nájdite pre kaºdý z Hasseho diagramov na obrázku 3.4 podmnoºinu A ⊆ N
takú, ºe £iasto£ne usporiadaná mnoºina (A, |) má daný Hasseho diagram.

Úloha 3.3.5. Nájdite pre kaºdý z Hasseho diagramov na obrázku 3.4 mnoºinu A ⊆ P(N)
takú, ºe £iasto£ne usporiadaná mnoºina (A,⊆) má daný Hasseho diagram.

{cumcvic:ULOPRAZDCUM}

Úloha 3.3.6. Nech A je ©ubovo©ná mnoºina. Sú relácie A×A, idA a ∅ £iasto£nými uspori-
adaniami na mnoºine A?

Úloha 3.3.7. Môºe by´ £iasto£né usporiadanie na mnoºine A zobrazením z A do A?

Úloha 3.3.8. Pre aké mnoºiny A je (P(A),⊆) lineárne usporiadaná mnoºina?

Úloha 3.3.9. Nech f : A → B je ©ubovo©né zobrazenie a (B,≤) je £iasto£ne usporiadaná
mnoºina. Dokáºte potom, ºe relácia � de�novaná ako a � a′ ⇔ f(a) ≤ f(a′) je £iasto£ným
usporiadaním na mnoºina A. Bude � lineárne usporiadanie, ak ≤ je lineárne usporidanie?
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3.4 Dobre usporiadané mnoºiny

De�nícia 3.4.1. Nech (A,≤) je £iasto£ne usporiadaná mnoºina. Hovoríme, ºe (A,≤) je dobre
usporiadaná mnoºina, resp. ºe ≤ je dobré usporiadanie na mnoºine A, ak kaºdá neprázdna
podmnoºina mnoºiny A má minimálny prvok v usporiadaní ≤.

�ahko vidno, ºe dobre usporiadaná mnoºina musí by´ lineárne usporiadaná, a teda min-
imálny prvok neprázdnej podmnoºiny, o ktorom je re£ v de�nícii, je sú£asne jej najmen²ím
prvkom. (Sta£í si v²imnú´, ºe ak minimálny prvok mnoºiny {a, b} je prvok a, tak platí a ≤ b,
ak je to prvok b, tak platí b ≤ a.)

Tieº je ©ahké ukáza´, ºe podmnoºina dobre usporiadanej mnoºiny je tieº dobre uspori-
adaná (úloha 3.4.1).

Skôr neº uvedieme aspo¬ jeden príklad dobre usporiadanej mnoºiny, sformulujeme a
dokáºeme vetu nazna£ujúcu, pre£o by mohli by´ dobre usporiadané mnoºiny uºito£né.

De�nícia 3.4.2. Ak (A,≤) je lineárne usporiadaná mnoºina, tak symbolom Aa budeme
ozna£ova´ mnoºinu v²etkých prvkov men²ích neº A.

Aa = {x ∈ A;x < a}

{dum:VTIND}

Veta 3.4.3 (Indukcia v dobre usporiadanej mnoºine). Nech (A,≤) je dobre usporiadaná
mnoºina. Nech podmnoºina B ⊆ A má nasledujúcu vlastnos´:

(∀a ∈ A)Aa ⊆ B ⇒ a ∈ B.

Potom B = A.

Skôr neº pristúpime k dôkazu, vysvetlime si, o £om vlastne hovorí táto veta. Nech B je
mnoºina prvkov z A ur£ených nejakou vlastnos´ou. Potom podmienka z vety vlastne hovorí:
�Ak túto vlastnos´ majú v²etky prvky men²ie ako a, tak ju má aj a.� A veta 3.4.3 hovorí, ºe
v taktomto prípade uvedenú vlastnos´ majú v²etky prvky z A.

Toto pozorovanie vysvet©uje pomenovanie vety � ide skuto£ne presne o postup, ktorý
vyuºívame pri dôkaze matematickou indukciou: Ukáºeme, ºe ak vlastnos´ platí pre v²etky
prvky men²ie ako a, tak platí aj pre a.

Dôkaz. Sporom. Nech by B bola vlastná podmnoºina A, £iºe A r B 6= ∅. Ke¤ºe A r B je
neprázdna podmnoºina dobre usporiadanej mnoºiny A, existuje jej najmen²í prvok a.

Platí Aa ⊆ B, inak by totiº do B patril niektorí prvok men²í neº a. Potom ale a ∈ B, £o
je spor.

Uº sme viackrát spomínali, ºe prirodzené £ísla neskôr zavedieme v rámci ZFC. Pred-
chádzajúce poznámky o súvise dobrého usporiadania a indukcie nazna£ujú, ºe ich zavedieme
ako nejakú dobre usporiadanú mnoºinu. Potom budeme ma´ v¤aka vete 3.4.3 automaticky
k dispozícii aj matematickú indukciu na mnoºine prirodzených £ísel.

Zatia©, kým ich nemáme vybudované v ZFC, teda prirodzené £ísla vyuºívame iba v prík-
ladoch, ©ahko v²ak nahliadneme, ºe matematickou indukciou by sme boli schopní ukáza´,
mnoºina prirodzených £ísel a aj v²etky jej podmnoºiny (teda aj v²etky kone£né lineárne
usporiadané mnoºiny) sú dobre usporiadané.

Príklad 3.4.4. Kaºdá kone£ná lineárne usporiadaná mnoºina je dobre usporiadaná.
Mnoºina prirodzených £ísel N s obvyklým usporiadaním je dobre usporiadaná.
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Zaujímavé sú hlavne príklady nekone£ných dobre usporiadaných mnoºín. Pre nekone£ného
mnoºiny samozrejme nemôºeme nakresli´ Hasseho diagram (musel by obsahova´ nekone£ne
ve©a vrcholov), £asto ho v²ak môºeme aspo¬ nazna£i´. Nasledujúce pozorovanie ukazuje, ºe
je splnená základná podmienka pre kreslenie Hasseho diagramov � kaºdý prvok má nasle-
dovníka.

Lema 3.4.5. Ak (A,≤) je dobre usporiadaná mnoºina a prvok a ∈ A nie je maximálny, tak
existuje nasledovník prvku a.

Dôkaz. Nasledovník prvku a je najmen²í prvok mnoºiny {b ∈ A; b > a}. Táto mnoºina je
neprázdna ak a nie je najvä£²í prvok mnoºiny A.

Ukáºeme si aj nieko©ko spôsobov, ako z uº vytvorených dobre usporiadaných mnoºín
môºeme dosta´ nové.3 Takto môºeme získa´ ve©ké mnoºstvo ¤al²ích príkladov.

De�nícia 3.4.6. Nech (A,≤A), (B,≤B) sú £iasto£ne usporiadané mnoºiny. Potom reláciu
≤ na mnoºine A×B de�novanú ako

(a, b) ≤ (a′, b′)
def⇔ (a <A a

′) ∨ [(a = a′) ∧ (b ≤B b′)]

nazývame lexikogra�cké usporiadanie. Tieº hovoríme, ºe (A × B,≤) je lexikogra�cký sú£in
£iasto£ne usporiadaných mnoºín (A,≤A) a (B,≤B).

Antilexikogra�cké usporiadanie na A×B de�nujeme ako

(a, b) ≤ (a′, b′)
def⇔ (b <B b′) ∨ [(b = b′) ∧ (a ≤B a′)].

Lexikogra�cké usporiadanie je podobné abecednému usporiadaniu slov v slovníku alebo
mien v telefónnom zozname. Pozrieme sa na prvé písmeno (prvú súradnicu) oboch slov. Ak
sú prvé písmená rozli£né, tak uº pod©a nich vieme rozhodnú´, ktoré zo slov patrí na prvé
miesto. Ak nie porovnávame ¤al²ie súradnice.

Z uvedenej de�nície by malo by´ zrejmé, ºe by sa ve©mi ©ahko dala podobným spôsobom
roz²íri´ na viac ako dve súradnice.

Antilexikogra�cké usporiadanie je ve©mi podobné, len ako najdôleºitej²iu sme zobrali
druhú (poslednú) pozíciu namiesto prvej. Tvrdenia, ktoré tu uvedieme, budeme dokazova´
len pre lexikogra�cké usporiadanie; dôkazy pre antilexikogra�cké usporiadanie by boli takmer
totoºné (pozri aj poznámku 3.4.8).

V nasledujúcom tvrdení (kvôli jednoduchosti zápisu) pouºívame ten istý symbol pre us-
poriadanie na A, B aj A×B, z kontextu by malo by´ jasné, ktorú z týchto troch relácií máme
na mysli.

{dum:TVRLEXI}
Tvrdenie 3.4.7. Nech (A,≤), (B,≤) sú £iasto£ne usporiadané mnoºiny a (A×B,≤) je ich
(anti)lexikogra�cký sú£in. Potom

(i) (A×B,≤) je £iasto£ne usporiadaná mnoºina;

(ii) ak (A,≤) a (B,≤) sú lineárne usporiadané, tak aj (A×B,≤) je lineárne usporiadaná
mnoºina;

(iii) ak (A,≤) a (B,≤) sú dobre usporiadané, tak aj (A × B,≤) je dobre usporiadaná
mnoºina.

3Síce tieto operácie budeme de�nova´ pre ©ubovo©né £iasto£ne usporiadané mnoºiny, vyuºíva´ ich budeme
hlavne pre dobre usporiadané mnoºiny.
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Dôkaz. (i): Re�exívnos´ je zrejmá z de�nície lexikogra�ckého usporiadania.
Antisymetria. Nech platí (a, b) ≤ (a′, b′) aj (a′, b′) ≤ (a, b).
Ak by platilo a < a′, tak (a, b) < (a′, b′), £o znamená, ºe by neplatilo (a′, b′) ≤ (a, b).

Teda musí plati´ a ≤ a′. Analogickou úvahou zistíme, ºe a′ ≤ a, a teda a = a′.
Ak a = a′, tak z platnosti (a, b) ≤ (a′, b′) a (a′, b′) ≤ (a, b) dostaneme b ≤ b′ a b′ ≤ b. To

ale znamená, ºe b = b′.
Ukázali sme, ºe a = a′, b = b′, z £oho vyplýva (a, b) = (a′, b′).
Tranzitívnos´. Nech (a, b) ≤ (a′, b′) a sú£asne (a′, b′) ≤ (a′′, b′′). Ukáºeme, ºe potom aj

(a, b) ≤ (a′′, b′′).
Uvaºujme najprv prípad, ºe a < a′ alebo a′ < a′′. V ktoromko©vek z týchto dvoch prípadov

dostávame, ºe a < a′′, a teda (a, b) ≤ (a′′, b′′).
Ako druhá moºnos´ nám zostáva a = a′ = a′′. Potom ale platí b ≤ b′ a b′ ≤ b′′, z £oho

vyplýva b ≤ b′′ a (a, b) ≤ (a′′, b′′).
(ii): Teraz budeme predpoklada´, ºe (A,≤) aj (B,≤) sú lineárne usporiadané. Nech

(a, b), (a′, b′) ∈ A × B. Potom platí niektorá z moºností a ≤ a′ alebo a′ ≤ a. Bez ujmy
na v²eobecnosti, nech a ≤ a′ (dôkaz v druhom moºnom prípade by bol presne symetrický).

Ak a < a′, tak z de�nície lexikogra�ckého usporiadania máme (a, b) ≤ (a′, b′).
Ak a = a′, tak pre prvky b a b′ máme opä´ dve moºnosti. Bu¤ b ≤ b′, vtedy platí

(a, b) ≤ (a′, b′); alebo b′ ≤ b a v tomto prípade (a′, b′) ≤ (a, b).
Zistili sme, ºe dvojice (a, b), (a′, b′) sú vºdy porovnate©né.
(iii): Teraz budeme navy²e predpoklada´, ºe (A,≤) a (B,≤) sú dobre usporiadané. Pripome¬me,

ºe projekcia pA : A×B → A je zobrazenie pA(a, b) = a.
Ak C je neprázdna podmnoºina mnoºiny A×B, tak pA[C] je neprázdna podmnoºina A.

Ke¤ºe (A,≤) je dobre usporiadaná, existuje najmen²í prvok a0 mnoºiny pA[C].

Obr. 3.5: Ilustrácia k dôkazu tvrdenia 3.4.7 {dum:FIGLEXI}

Ozna£me D := {b ∈ B; (a0, b) ∈ C}. Mnoºina D je neprázdna, ke¤ºe a0 ∈ pA[C], t.j. ex-
istuje aspo¬ jedna dvojica (a, b) ∈ C, kde prvá súradnica je a = a0. Pretoºe (B,≤) je dobre
usporiadaná mnoºina, existuje najmen²í prvok mnoºiny D, ozna£me ho b0.

Ukáºeme, ºe (a0, b0) je najmen²í prvok mnoºiny C. Nech (a, b) ∈ C.
Z toho, ºe a ∈ pA[C], máme a0 ≤ a. Ak a = a0, znamená to, ºe b ∈ D, preto b0 ≤ b a

(a0, b0) ≤ (a, b). Ak a < a0, tak tieº (na základe de�nície lexikogra�ckého usporiadania) platí
(a0, b0) ≤ (a, b).
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N+ N N+ {0} {0}+ N

Obr. 3.6: Príklady na sú£et dobre usporiadaných mnoºín{dum:FIGSUCET}

{dum:POZNIZOMLEX}
Poznámka 3.4.8. Nech ≤ ozna£uje lexikogra�cké a ≤′ antilexikogra�cké usporiadanie na
mnoºine A×B. �ahko sa moºno presved£i´, ºe f(a, b) = (b, a) je izomor�zmus medzi (A×B,≤
) a (A × B,≤′). Ke¤ºe ide o izomorfné £iasto£ne usporiadané mnoºiny, £oko©vek dokáºeme
o lexikogra�ckom usporiadaní, platí aj pre antilexikogra�cké usporiadanie. (�iºe v dôkaze
tvrdenia 3.4.7 skuto£ne sta£ilo dokáza´ jednotlivé £asti pre jedno z týchto dvoch usporiadaní.)

Názorne si môºeme lexikogra�cký sú£in predstavi´ pomerne jednoducho � vlastne sta£í
v Hasseoveom diagrame pre mnoºinu A kaºdú bodku nahradi´ mnoºinou B.

{dum:PRSUCET}
Príklad 3.4.9. Nech (B,≤B) a (C,≤C) sú £iasto£ne usporiadané mnoºiny. Na mnoºine
M := {0} ×B ∪ {1} × C zade�nujeme £iasto£né usporiadanie ≤ takýmto spôsobom:
(0, b) ≤ (1, c) pre ©ubovo©né b ∈ B, c ∈ C;
pre b, b′ ∈ B platí (0, b) ≤ (0, b′) práve vtedy, ke¤ b ≤B b′;
pre c, c′ ∈ C platí (0, c) ≤ (0, c′) práve vtedy, ke¤ c ≤C c′.

Nie je ´aºké overi´, ºe takto skuto£ne dostaneme £iasto£né usporiadanie. Názorne si
výsledné usporiadanie môºeme predstavi´ tak, ºe sme v²etky prvky mnoºiny C dali nad
prvky mnoºiny B.

Ak obe mnoºiny sú lineárne (dobre) usporiadané, platí to aj o výslednej mnoºine � overenie
tohoto faktu ponecháme ako cvi£enie pre £itate©a. (Zov²eobecnenie tohoto faktu môºete nájs´
v úlohe 3.4.3.)

Pre potreby tohoto príkladu budeme vola´ takúto mnoºinu sú£tom £iasto£ne uspori-
adaných mnoºín a ozna£ova´ (B,≤B)+(C,≤C) alebo stru£ne B+C. Na obrázku 3.6 môºete
vidie´, £o dostaneme, ak za B resp. C zvolíme N (s obvyklým usporiadaním) alebo jedno-
prvkovú mnoºinu. Môºete si napríklad v²imnú´, ºe dobre usporiadaná mnoºina {0} + N je
izomorfná s dobre usporiadanou mnoºinou N, zatia©£o N + {0} nie je. Neskôr uvidíme, ºe
takto de�novaný sú£et a antilexikogra�cký sú£in dobre usporiadaných mnoºín sa dajú pouºi´
na zavedenie sú£tu a sú£inu ordinálnych £ísel.

{dum:POZNDISJZJED}
Poznámka 3.4.10. Namiesto B∪C sme v predchádzajúcom príklade pouºili {0}×B∪{1}×C
kvôli tomu, aby sme zabezpe£ili, ºe dostaneme disjunktné mnoºiny. (Ak by mnoºiny {0}×B a
{1}×C mali spolo£ný prvok, znamenalo by to, ºe (0, b) = (1, c), a teda 0 = 1.) Namiesto 0 a 1
sme mohli pouºi´ ©ubovo©né dva rôzne prvky, napríklad ∅ a {∅}. Takýto trik sa £asto vyuºíva,
ke¤ z nejakého dôvodu potrebujeme dosta´ dve mnoºiny, ktoré sú podobné na dané mnoºiny
ale zabezpe£i´, aby boli disjunktné. (V tomto konkrétnom prípade sme chceli dosta´ mnoºiny,
ktoré sa podobajú na B a C z h©adiska ich usporiadania, ale sú disjunktné.) V niektorých
textoch nájdete podobným spôsobom de�novanú operáciu disjunktné zjednotenie mnoºín.
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E²te zavedieme jeden pojem, ktorý budeme potrebova´ neskôr a na precvi£enie práce
s ním si ukáºeme jedno jednoduché tvrdenie.

De�nícia 3.4.11. Po£iato£ný úsek lineárne usporiadanej mnoºiny (X,≤) je podmnoºina
U ⊆ X s vlastnos´ou x ∈ U ∧ y ≤ x⇒ y ∈ U .

Ak (X,≤) je dobre usporiadaná mnoºina, tak po£iato£né úseky v (X,≤) sú X a mnoºiny
tvaru Xa = {x ∈ X;x < a} pre a ∈ X. Ak totiº U je po£iato£ný úsek v X a U 6= X, tak
X r U je neprázdna podmnoºina X. Ozna£me a najmen²í prvok mnoºiny U rX. Ke¤ºe a
je najmen²í prvok doplnku U , v²etky men²ie prvky uº musia patri´ do U , a teda U ⊆ Xa.

{dum:TVRIZOMPOCUSEK}
Tvrdenie 3.4.12. Nech (X,≤) je lineárne usporiadaná mnoºina a nech X ′ = {Xa; a ∈ X} je
mnoºina v²etkých vlastných po£iato£ných úsekov mnoºiny X. Potom zobrazenie f : X → X ′

ur£ené predpisom
f(a) = Xa

je izomor�zmus medzi £iasto£ne usporiadanými mnoºinami (X,≤) a (X ′,⊆).

Dôkaz. Surjektívnos´ zobrazenia f je zrejmá z de�nície mnoºiny X ′. Overme injektívnos´
tohoto zobrazenia.

Nech a, b ∈ X a a 6= b. Ke¤ºe X je lineárne usporiadaná mnoºina, tieto dva prvky sú
porovnate©né. Bez ujmy na v²eobecnosti, nech a < b. Potom a ∈ Xb ale sú£asne a /∈ Xa, £o
znamená, ºe Xa 6= Xb. Ukázali sme implikáciu a 6= b ⇒ f(a) 6= f(b), £o znamená, ºe f je
injektívne.

�alej chceme overi´, ºe f je monotónne. Ak platí a ≤ b, tak f(a) = {x ∈ X;x < a} ⊆
{x ∈ X;x < b} = f(b). (Sta£í si uvedomi´, ºe na základe tranzitívnosti z x < a a a ≤ b
vyplýva x < b.)

Cvi£enia
{dumcvic:ULOSUB}

Úloha 3.4.1. Ukáºte, ºe kaºdá podmnoºina dobre usporiadanej mnoºiny (so zdedeným us-
poriadaním) je dobre usporiadaná.

Úloha 3.4.2. Nech (X,≤) je lineárne usporiadaná mnoºina. Ukáºte, ºe a ∈ X je minimálny
prvok mnoºiny X práve vtedy, ke¤ Xa = ∅.

{dumcvic:SUMSYST}
Úloha 3.4.3. V tejto úlohe zade�nujeme isté zov²eobecnenie lexikogra�ckého sú£inu.
Nech (A,≤A) je £iasto£ne usporiadaná mnoºina a pre kaºdé a ∈ A je (Ba,≤a) £iasto£ne
usporiadaná mnoºina. Na mnoºine

⋃
a∈A{a} ×Ba de�nujeme reláciu ≤ predpisom:

(a, b) ≤ (a′, b′) ⇔ (a <A a
′) ∨ [(a = a′) ∧ (b ≤a b′)].

Túto mnoºinu budeme ozna£ova´ v tejto úlohe
∑
a∈A

Ba.

a) Overte, ºe takto dostaneme £iasto£ne usporiadanú mnoºinu a navy²e, ak v²etky pouºité
mnoºiny sú lineárne (dobre) usporiadané, aj

∑
a∈A

Ba je lineárne (dobre) usporiadaná mnoºina.

b) Ukáºte, ºe ak Ba = B pre kaºdé A, tak dostaneme takýmto spôsobom lexikogra�cký
sú£in mnoºín A a B.

c) Ak A = {0, 1} (s obvyklým usporiadaním, t.j. 0 < 1), B0 = B a B1 = C, tak dostaneme
£iasto£ne usporiadanú mnoºinu z príkladu 3.4.9.

d) Nech A = N, Bn = {0, 1, . . . , n} (v oboch prípadoch s obvyklým usporiadaním
prirodzených £ísel). Ako vyzerá

∑
a∈A

Ba? (Pod otázkou �ako vyzerá� sa tu myslí: Vedeli by

ste ju gra�cky znázorni´? Je izomorfná s nejakou £iasto£ne usporiadanou mnoºinou, ktorá sa
uº v niektorých príkladoch vyskytla?)
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Úloha 3.4.4. Zistite, ktoré z uvedených dobre usporiadaných mnoºín sú izomorfné. Môºete
sa pokúsi´ ich aj nejako gra�cky znázorni´.
a) (N,≤)
b) (N,≤) + (N,≤)
c) (N,≤) + ({0},≤)
d) ({0},≤) + (N,≤)
e) ({0, 1},≤)× (N,≤) (lexikogra�cký sú£in)
f) (N,≤)× ({0, 1},≤) (lexikogra�cký sú£in)
g) (N,≤)× (N,≤) (lexikogra�cký sú£in)
h)
∑
n∈N({1, 2, . . . , n},≤)

i)
∑
n∈N(N,≤)

Úloha 3.4.5∗. Dokáºte, ºe:
a) (2 body) Kaºdá podmnoºina R, ktorá je dobre usporiadaná (pri obvyklom usporiadaní
reálnych £ísel) je spo£ítate©ná.
b) (2 body) Kaºdá dobre usporiadaná podmnoºina R je izomorfná s podmnoºinou Q (s ob-
vyklým usporiadaním racionálnych £ísel).
c) (2 body) Kaºdá spo£ítate©ná dobre usporiadaná mnoºina je izomorfná s podmnoºinou
(R,≤).
(�asti a), b) a c) nemusíte nutne rie²i´ v uvedenom poradí, zvo©te si také, aké vám vyhovuje
najviac.)
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Kapitola 4

Kardinálne £ísla

V tejto kapitole zavedieme pojem kardinality, £o je azda najuºito£nej²í a najdôleºitej²í pojem
teórie mnoºín. Zjednodu²ene povedané, ide o roz²írenie pojmu po£tu prvkov mnoºiny na
nekone£né mnoºiny.

4.1 Porovnávanie mohutností mnoºín

�ahko vidíme, ºe dve kone£né mnoºiny majú rovnaký po£et prvkov práve vtedy, ke¤ medzi
nimi existuje bijekcia (vieme nájs´ jednojednozna£né priradenie medzi ich prvkami). Toto
pozorovanie motivuje spôsob, ktorým by sme chceli zavies´ pojem analogický k po£tu prvkov
aj pre nekone£né mnoºiny.

{def:DEFKARD}
De�nícia 4.1.1. Hovoríme, ºe mnoºiny X a Y majú rovnakú kardinalitu (mohutnos´), ak
existuje bijekcia f : X → Y . Ozna£ujeme |X| = |Y |.

{def:POZNTRANZEQ}
Poznámka 4.1.2. Je uºito£né si v²imnú´, ºe ak |X| = |Y | a |Y | = |Z|, tak aj |X| = |Z|.
(Vyplýva to z toho, ºe zloºením dvoch bijekcií dostaneme opä´ bijekciu.)

�al²ie o£ividné vlastnosti sú, ºe |X| = |X| platí pre kaºdú mnoºinu X (lebo idX : X → X
je bijekcia) a ak |X| = |Y |, tak |Y | = |X|.

Hoci uvedená de�nícia nie je zloºitá, predsa len si zaslúºi istý komentár.
{def:POZNDEFKARD}

Poznámka 4.1.3. Znak = zvykneme písa´ medzi nejaké dva objekty v prípade, ºe sú totoºné.
V de�nícii 4.1.1 sme v²ak symbol rovnosti pouºili v trochu inom význame. Jedna moºnos´,
ako sa na to pozera´, je skuto£ne v²etky výskyty zápisov tvaru |X| = |Y | chápa´ ako iný
zápis pre to, ºe existuje bijekcia medzi X a Y . Pozorovanie z poznámky 4.1.2 do istej miery
opráv¬uje pouºitie symbolu =, lebo ukazuje, ºe vz´ah �ma´ rovnakú mohutnos´� má skuto£ne
podobné vlastnosti ako rovnos´. (Je to triedová relácia ekvivalencie na triede v²etkých mnoºín.)

Ove©a lep²ie by bolo, keby sme skuto£ne boli schopní de�nova´ nejaké objekty, ktoré by
zodpovedali symbolu |X|. Ke¤ºe pracujeme v systéme ZFC, kde �v²etko je mnoºina� , ideálne
by bolo, keby to boli mnoºiny. Pýtame sa teda vlastne, £i je moºné kaºdej mnoºine X priradi´
mnoºinu |X| takým spôsobom, ºe ak medzi X a Y existuje bijekcia, tak obidvom mnoºinám
priradíme tú istú mnoºinu |X| = |Y |.

Odpove¤ na túto otázku je, ºe sa to skuto£ne dá. Túto mnoºinu |X| budeme nazýva´
kardinálne £íslo mnoºiny X. (Kardinálne £ísla budeme £asto ozna£ova´ malými gréckymi
písmenami.) Bohuºia© zatia© nemáme vybudovaný aparát na to, aby sme mohli poda´ ²tan-
dardný spôsob, ako sa to v sú£asnej teórii mnoºín robí. �iºe zatia© vám nezostáva iná moºnos´,
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iba tomu uveri´ a pouºíva´ pojem kardinálneho £ísla s prís©ubom, ºe neskôr uvidíte, ºe tento
pojem sa dá v ZFC zmysluplne vybudova´.

Môºete sa na kardinálne £ísla zatia© pozera´ aj takým spôsobom, ºe kardinálne £íslo X
de�nujeme ako spolo£nú vlastnos´ v²etkých mnoºín, pre ktoré existuje bijekcia s mnoºinou X.
Toto je vlastne pôvodná Cantorova de�nícia a je pre mnohé ú£ely úplne posta£ujúca a dosta-
to£ne intuitívna. Jediná nevýhoda, ktorú má pre nás, je tá, ºe takto de�nované kardinálne
£íslo nie je mnoºina a my chceme pracova´ v systéme ZFC, £iºe iba s mnoºinami.

Na tomto mieste by som v²ak spomenul e²te niektoré, zdanlivo vcelku prirodzené, spôsoby
de�nície kardinálnych £ísel a vysvetlil na aké problémy naráºajú a aké sú dôvody, ºe sme sa
rozhodli vyda´ inou cestou. (Moºno niektorým z £itate©ov takéto moºnosti pri²li na um, hoci
vyºadujú trochu praxe v teórii mnoºín. Kaºdopádne, pokia© ste existencii kardinálnych £ísel
ochotní uveri´ a netrápi vás, £i by sme ich mohli de�nova´ nejako inak, môºete zvy²ok tejto
poznámky úplne pokojne presko£i´.) Na pochopenie niektorých £astí v tejto poznámke je
uºito£né ma´ pre£ítanú £as´ 2.5.1 o triedach.

Vidíme, ºe sme vlastne rozdelili v²etky mnoºiny na akési �triedy ekvivalencie� . (Nemôºeme
celkom hovori´ o relácii ekvivalencie, ke¤ºe vz´ah �ma´ rovnakú kardinalitu� de�nujeme na
v²etkých mnoºinách a tie netvoria mnoºinu.) Mnoºine X zodpovedá trieda ekvivalencie

{Y ; existuje bijekcia medzi X a Y }.

Nemohli by sme jednoducho priradi´ mnoºine X uvedenú triedu ekvivalencie a tú ozna£i´ ako
|X|? Mali by sme predsa kaºdej mnoºine priradený jeden objekt a dosiahli by sme presne to,
£o chceme. Bohuºia©, ako ukazuje tvrdenie 4.3.6, táto �trieda ekvivalencie� nie je mnoºinou.
(Je to tak dokonca uº pre jednoprvkové mnoºiny � tvrdenie 4.3.5.) �iºe s takto de�novanými
kardinálnymi £íslami by sa nám dos´ zle manipulovalo, napríklad by sme z nich nemohli
vytvára´ mnoºiny.

Situáciu by sme vedeli zachráni´, ak by sme ak by sme mali k dispozícii axiómu výberu
pre triedy. (Intuitívne by malo by´ jasné, £o by taká axióma hovorila, hoci v systéme ZFC ju
nie je úplne ©ahké sformulova´, ke¤ºe nepouºívame pojmy trieda a triedová funkcia.) Z kaºdej
triedy ekvivalencie by sme potom mohli vybra´ jedného reprezentanta, aj ke¤ tieto triedy
nie sú mnoºinami.

Axióma výberu pre triedy sa v matematike niekedy skuto£ne pouºíva, pozri napríklad [Le,
Section V.4], [M, p.334,Table 10]. �asto sa nazýva aj axióma globálneho výberu a ozna£uje
AGC, systém ZF roz²írený o túto axiómu sa ozna£uje ZFGC. Táto axióma je silnej²ia neº
axióma výberu. Je v²ak známe, ºe ZFGC je konzervatívne roz²írenie ZFC, t.j. akéko©vek tvr-
denie o mnoºinách dokázate©né v ZFGC je dokázate©né aj v ZFC, [Le, p.180,V.4.8]. (Axióma
globálneho výberu v²ak priná²a nové tvrdenia o triedach.) My sme sa v²ak rozhodli pracova´
v systéme ZFC, ktorý takúto axiómu neobsahuje, teda tento prístup nemôºeme pouºi´.

V skuto£nosti sa výber reprezentanta dá istým spôsobom urobi´ aj v ZFC. Tento spô-
sob, nazývaný Scottov trik, je zaloºený na výbere prvku z triedy ekvivalencie, ktorý má
minimálny rank v kumulatívnej hierarchii mnoºín [F, Section 8.6.1]. My sa v²ak kumulatív-
nou hierarchiou mnoºín v rámci tejto predná²ky nezaoberáme, takºe tento spôsob de�ní-
cie kardinálov nemôºeme detailnej²ie popísa´. Navy²e, hoci je takáto de�nícia správna a
v princípe pouºite©ná, drvivá vä£²ina textov z teórie mnoºín vyuºíva de�níciu pomocou or-
dinálov, ktorú uvedieme aj my (alebo uº spomenutý pôvodný Cantorov prístup).

�iºe ak e²te raz zhrnieme predchádzajúcu poznámku, kardinálne £íslo budeme zatia©
chápa´ �naivne� , ako spolo£nú vlastnos´ v²etkých mnoºín rovnakej kardinality (=v²etkých
mnoºín medzi ktorými existuje bijekcia). A aº neskôr si ukáºeme, ako sa dá pojem kardinál-
neho £ísla zavies´ tak, aby kardinálne £íslo tieº bolo mnoºinou. Napriek tomu, ºe sme dôkaz
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toho faktu odloºili na neskôr, budeme s kardinálnymi £íslami beºne zaobchádza´ ako s mnoºi-
nami, budeme napríklad pracova´ s mnoºinami kardinálnych £ísel alebo s funkciami de�no-
vanými na kardinálnom £ísle.

Vlastne v²etko, £o zatia© potrebujeme vedie´ o kardinálnych £íslach, je toto:
{def:KARDINALAMAKARDINALITUA}

Poznámka 4.1.4. Neskôr ukáºeme, ºe v ZFC je moºné zade�nova´ kardinálne £ísla (inými
slovami existuje formula jazyka ZFC, ktorú sp¨¬ajú práve kardinálne £ísla) tak, ºe platí:
(i) Pre kaºdú mnoºinu A existuje kardinálne £íslo a také, ºe A a amajú rovnakú mohutnos´

(t.j. existuje medzi nimi bijekcia). Ozna£enie: |A| = a.
(ii) Platí |a| = a.
(iii) Ak |A| = a, |B| = b a existuje bijekcia medzi mnoºinami A a B, tak a = b.
Práve poslednú vlastnos´ je základnou vlastnos´ou kardinálnych £ísel, budeme ju £asto pouºí-
va´ na dôkaz rovnosti medzi kardinálnymi £íslami.

Po tejto dlhej (a pri prvom £ítaní asi aj ´aºko zrozumite©nej) poznámke týkajúcej sa
de�nície kardinálnych £ísel po¤me s nimi skúsi´ aj nie£o robi´. Ako prvú vec sa kardinálne
£ísla nau£íme porovnáva´.

De�nícia 4.1.5. Hovoríme, ºe kardinalita mnoºiny X je men²ia alebo rovná ako kardinalita
mnoºiny Y , ozna£ujeme |X| ≤ |Y |, ak existuje injekcia z X do Y .

Ak platí |X| ≤ |Y | ale X a Y nemajú rovnakú kardinalitu, tak hovoríme, ºe X má men²iu
kardinalitu ako mnoºina Y , ozna£ujeme |X| < |Y |.

|X| < |Y | ⇔ |X| ≤ |Y | ∧ |X| 6= |Y |

Poznámka 4.1.6. Uº vieme (pozri tvrdenie 3.2.14 a úlohu 3.2.4), ºe pre X 6= ∅ je existencia
injekcie z X do Y ekvivalentná s existenciou surjekcie z Y do X. (Pri£om implikácia ⇐
vyºaduje axiómu výberu � dokonca je s ¬ou ekvivalentná, ako ukáºeme v tvrdení 5.1.2(vi).)

�ahko sa overí, ºe nerovnos´ medzi kardinálnymi £íslami je dobre de�novaná, t.j. ak |X| =
|X ′| a |Y | = |Y ′|, tak platí |X| ≤ |Y | ⇔ |X ′| ≤ |Y ′|.

Prirodzená otázka je, £i aj pre nerovnos´ kardinálnych £ísel platí re�exívnos´, tranzitívnos´
a antisymetria. Na prvé dve £asti tejto otázky vieme odpoveda´ okamºite, tretia bude o £osi
náro£nej²ia, odpove¤ na ¬u je v²ak tieº pozitívna.

{def:TVRCUM}
Tvrdenie 4.1.7. Nech X, Y , Z sú ©ubovo©né mnoºiny. Potom platí:
(i) |X| ≤ |X|;
(ii) |X| ≤ |Y | ∧ |Y | ≤ |Z| ⇒ |X| ≤ |Z|
(iii) |X| = |Y | ⇒ |X| ≤ |Y |

Dôkaz. (i) idX : X → X je injekcia.
(ii) Zloºenie dvoch injekcií je injekcia.
(iii) Kaºdá bijekcia je injekcia.

Teraz dokáºeme ve©mi dôleºitú Cantor-Bernsteinovu vetu, ktorá ukazuje platnos´ anti-
symetrie pre porovnávanie kardinalít.

{def:VTCANTBER}
Veta 4.1.8 (Cantor-Bernstein). Nech X, Y sú mnoºiny. Ak platí |X| ≤ |Y | a |Y | ≤ |X|, tak
|X| = |Y |.

|X| ≤ |Y | ∧ |Y | ≤ |X| ⇒ |X| = |Y |

Inak: Ak existuje injekcia f : X → Y a injekcia g : Y → X, tak existuje bijekcia h : X → Y .
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Túto vetu budeme ve©mi £asto vyuºíva´, ak budeme chcie´ dokáza´, ºe dve mnoºiny majú
rovnakú kardinalitu. Mnohokrát je totiº jednoduch²ie skon²truova´ injekcie oboma smermi,
neº priamo nájs´ bijekciu medzi danými mnoºinami.

Uvedieme dva dôkazy tejto vety, základná my²lienka je v oboch ve©mi podobná. Budeme
sa snaºi´ ukáza´ existenciu takej podmnoºiny C ⊆ X, pre ktorú je f |C bijekcia medzi C a
f [C] a g|Yrf [C] je bijekcia medzi XrC a Y rf [C], pozri obrázok 4.1. Z týchto dvoch bijekcií
uº potom vieme posklada´ bijekciu medzi X a Y .

Obr. 4.1: Ilustrácia k dôkazu Cantor-Bernsteinovej vety{del:FIGCANTBER}

Dôkaz. Nech f : X → Y , g : Y → X sú injekcie. De�nujme zobrazenie F : P(X) → P(X)
predpisom

F (A) = X r g[Y r f [A]].

�alej indukciou de�nujeme mnoºiny An, n ∈ N nasledovne:
A0 = ∅,
An+1 = F (A)
a poloºme C :=

⋃∞
n=1An.

Potom platí

F (C) = F

( ∞⋃
n=1

An

)
= Xrg[Yrf [

∞⋃
n=1

An]] = Xrg[Yr
∞⋃
n=1

f [An]] = Xrg[
∞⋂
n=1

Yrf [An]] =

= X r
∞⋂
n=1

g[Y r f [An]] =

∞⋃
n=1

(X r g[Y r f [An]]) =

∞⋃
n=1

F (An).

V predchádzajúcich úpravách sme pouºili viackrát tvrdenie 3.2.13 a fakt, ºe zobrazenia f a
g sú injektívne a tieº de Morganove zákony z tvrdenia 2.4.10.

Ukázali sme teda, ºe pre mnoºinu C platí F (C) = C, £o je ekvivalentné s rovnos´ami
C = X r g[Y r f [C]],

X r C = g[Y r f [C]].

De�nujme teraz zobrazenie h : X → Y nasledovne:

h(x) =

{
f(x), ak x ∈ C,
y, kde y ∈ Y je prvok s vlastnos´ou g(y) = x ak x /∈ C.
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Tento predpis skuto£ne de�nuje zobrazenie: Kaºdý prvok x mnoºiny X bu¤ patrí do C alebo
do X rC, £iºe sa pouºije práve jedna z uvedených dvoch vetiev. Ak x ∈ X rC, tak existuje
y ∈ Y s vlastnos´ou g(y) = x, lebo X r C = g[Y r f [C]]. Sú£asne z injektívnosti g existuje
jediné také y.

Ukáºeme ¤alej, ºe toto zobrazenie je bijektívne. Overme najprv injektívnos´. Nech platí
h(x1) = h(x2). Rozlí²me tri moºnosti, ktoré môºu nasta´:
a) Oba prvky sú z mnoºiny C, t.j. x1, x2 ∈ C. Potom ak h(x1) = h(x2), tak f(x1) = f(x2) a
z injektívnosti f dostaneme x1 = x2.
b) Jeden z týchto prvkov je z C a druhý patrí do XrC. Nech napríklad x1 ∈ C a x2 ∈ XrC.
Ak h(x1) = h(x2), tak máme g(f(x1)) = x2. Potom x2 ∈ g[f [C]] a sú£asne x2 ∈ X r C =
g[Y r f [C]], z £oho dostaneme x2 ∈ g[f [C]] ∩ g[Y r f [C]] = g[f [C] ∩ (Y r f [C])] = g[∅] = ∅,
£o je samozrejme spor.
c) Oba prvky sú v X r C, t.j. x1, x2 ∈ X r C. Potom z h(x1) = h(x2) = y vyplýva
g(y) = x1 = x2.

E²te zostáva overi´ surjektívnos´. Ak y ∈ Y , tak môºu nasta´ dva prípady. Bu¤ y ∈ f [C]
a potom y = f(c) pre nejaké c ∈ C, £o znamená, ºe y = h(c). Ak y ∈ Y r f [C], tak
g(y) ∈ X r C = g[Y r f [C]], £o pod©a de�nície zobrazenia h znamená, ºe y = h(g(y)).

Uvedený dôkaz má nevýhodu, ºe vyuºíva matematickú indukciu a prirodzené £ísla, ktoré
sme zatia© nede�novali. (Preto sa ich snaºíme vyuºíva´ iba v príkladoch, nie v²ak v dôleºitých
dôkazoch.) Nasledujúci dôkaz je len o tro²i£ku komplikovanej²í � lí²i sa od predchádzajúceho
vlastne iba na jednom mieste, tento problém v ¬om v²ak uº nie je.

Dôkaz. Opä´ budeme predpoklada´, ºe f : X → Y a g : Y → X sú injekcie a zade�nujeme
zobrazenie F : P(X)→ P(X) presne rovnako, ako v predchádzajúcom dôkaze, t.j.

F (A) = X r g[Y r f [A]].

Budeme sa snaºi´ ukáza´, ºe existuje mnoºina C s vlastnos´ou F (C) = C, kon²trukcia bijekcie
h pomocou tejto mnoºiny uº je rovnaká ako v predchádzajúcom dôkaze.

Najprv ukáºeme, ºe zobrazenie F je monotónne (vzh©adom na £iasto£né usporiadanie ⊆).
Ak A ⊆ B, tak pouºitím tvrdení 2.4.10(xi) a 3.2.13 postupne dostaneme

f [A] ⊆ f [B]

Y r f [A] ⊇ Y r f [B]

g[Y r f [A]] ⊇ g[Y r f [B]]

X r g[Y r f [A]] ⊆ X r g[Y r f [B]]

F (A) ⊆ F (B)

Poloºme S := {B ⊆ X;B ⊆ F (B)} a C :=
⋃
S =

⋃
{B ⊆ X;B ⊆ F (B)}.

Ak B ∈ S, tak B ⊆ C, a teda F (B) ⊆ F (C).
Sú£asne z nerovnosti B ⊆ F (B) na základe monotónnosti dostaneme F (B) ⊆ F (F (B)),

£iºe aj F (B) ∈ S. Teda pre kaºdé B ∈ S platí B ⊆ F (B) ⊆ F (C), z £oho vyplýva C =⋃
B∈S

B ⊆ F (C).

Zistili sme teda, ºe C ⊆ F (C). Z monotónnosti potom vyplýva F (C) ⊆ F (F (C)), £o
znamená, ºe F (C) ∈ S. Teda F (C) je jedna z mnoºín, ktoré zjednocujeme, £o znamená, ºe
F (C) ⊆ C.

Zistili sme, ºe platia obe inklúzie, £iºe C = F (C).
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Poznámka 4.1.9. Pre £itate©a, ktorý sa zaoberal teóriou zväzov, môºe by´ zaujímavé v²imnú´ si, ºe sme
v dôkaze vlastne zostrojili zobrazenie F : P(X)→ P(X), ktoré je monotónne. Na dôkaz Cantor-Bernsteinovej
vety nám sta£ilo nájs´ pevný bod tohoto zobrazenia. Jeho existencia vyplýva z Knaster-Tarského vety
o pevnom bode, ke¤ºe (P(X),⊆) je úplný zväz. Takýmto spôsobom je dokázaná Cantor-Bernsteinova veta
napríklad v [F, Theorem 3.1.9], [KL�Z, Príklad 2.3.6]. (V podstate ná² dôkaz bol do zna£nej miery podobný
spôsobu, akým sa dokazuje Knaster-Tarského veta, resp. prvý z uvedených dôkazov sa vä£²mi poná²al na
dôkaz Kleeneho vety o pevnom bode.)

Doteraz dokázané výsledky o nerovnostiach medzi kardinálmi môºeme preformulova´ aj
nasledovným spôsobom:

Veta 4.1.10. Nech a, b, c sú kardinálne £ísla. Potom platí:
(i) a ≤ a;
(ii) a ≤ b ∧ b ≤ a ⇒ a = b;
(iii) a ≤ b ∧ b ≤ c ⇒ a ≤ c.

{def:POZNPOROVKARD}
Poznámka 4.1.11. V tomto kontexte je ¤al²ou prirodzenou otázkou to, £i sú ©ubovo©né
dve kardinálne £ísla porovnate©né. Je to skuto£ne pravda, dôkaz vyuºíva axiómu výberu.
Tento fakt ukáºeme neskôr pomocou výsledkov o dobre usporiadaných mnoºinách v kapitole
o ordinálnych £íslach ako dôsledok 6.1.4.

Cvi£enia

Úloha 4.1.1. Pokúste sa urobi´ dôkaz vety 4.1.8 (Cantor-Bernstein) tak, ºe poloºíte C =⋂
{B ⊆ X;B ⊇ F (B)}.

Úloha 4.1.2. Rozhodnite o platnosti nasledujúceho tvrdenia. (Svoju odpove¤ zdôvodnite,
t.j. dokáºte toto tvrdenie alebo nájdite kontrapríklad.)
Pre mnoºiny A, B platí |A| < |B| práve vtedy, ke¤ existuje bijekcia medzi mnoºinou A
nejakou vlastnou pomnoºinou mnoºiny B.

Úloha 4.1.3. Nech A, B sú ©ubovo©né mnoºiny. Dokáºte (s pouºitím axiómy výberu), ºe
|f [A]| ≤ |A|.

4.2 Kardinálna aritmetika
{aritm:SECTKARDARITM}

Základné operácie s kardinálnymi £íslami, ktoré zavedieme, sú sú£et, sú£in a umoc¬ovanie
kardinálnych £ísel.

De�nícia 4.2.1. Nech a, b sú kardinálne £ísla a nech A, B sú mnoºiny také, ºe |A| = a,
|B| = b. Potom:
(i) Predpokladajme navy²e, ºe mnoºiny A a B sú disjunktné. Potom sú£et kardinálnych

£ísel a a b je kardinálne £íslo mnoºiny A ∪B, t.j.

a+ b = |A ∪B|.

(ii) Sú£in kardinálnych £ísel a a b je kardinálne £íslo mnoºiny A×B, t.j.

a.b = |A×B|.
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(iii) Kardinálne £íslo a umocnené na kardinálne £íslo b je kardinalita mnoºiny v²etkých
zobrazení z B do A. Túto mnoºinu budeme ozna£ova´ AB . T.j. ab = |AB |, kde

AB = {f ; f je zobrazenie z B do A}.

Táto de�nícia si zaslúºi nieko©ko komentárov. V prvom rade sa môºeme zamyslie´ nad
tým, £i vôbec pre ©ubovo©né kardinálne £íslo a existuje mnoºina A taká, ºe |A| = a. Pokia©
ste uverili poznámke 4.1.4, tak viete, ºe môºeme za A zvoli´ priamo kardinál a. Tu sa v²ak
odvolávame na kon²trukciu kardinálov, ktorú urobíme aº v neskor²ej kapitole. Ale funguje
to aj pri naivnom poh©ade na kardinálne £ísla � za kardinálne £ísla totiº povaºujeme iba tie
�objekty� , ktoré môºeme dosta´ ako kardinality nejakých mnoºín.

V prvej £asti de�nície navy²e poºadujeme, aby mnoºiny A a B boli disjunktné. Ak sme uº
na²li mnoºiny A, B sp¨¬ajúce |A| = a a |B| = b, tak namiesto nich môºeme zobra´ napríklad
mnoºiny A×{∅} a B×{{∅}}. Tieto mnoºiny majú takú istú kardinalitu a ur£ite sú disjunktné
(pozri poznámku 3.4.10).

V súvislosti s poslednou £as´ou de�nície sa môºeme pýta´, £i mnoºina AB musí existo-
va´. Môºete sa pokúsi´ ukáza´ z axióm systému ZFC, ºe pre ©ubovo©né dve mnoºiny takáto
mnoºina skuto£ne existuje � úloha 4.2.1.

Takisto má zmysel pýta´ sa, £i sú tieto operácie dobre de�nované. Inými slovami, £i
nezávisia od vo©by mnoºín A, B s uvedenými vlastnos´ami. Presved£íme sa, ºe je to v pori-
adku pri sú£ine kardinálov, ostatné operácie ponechávame na rozmyslenie £itate©ovi.

Máme teda vlastne ukáza´, ºe ak |A| = |A′| a |B| = |B|′, tak aj |A × B| = |A′ × B′|.
Uvedené predpoklady znamenajú, ºe existujú bijekcie f : A→ A′ a g : B → B′. Potom pod©a
tvrdenia 3.2.19 je zobrazenie f × g : A×A′ → B ×B′ tieº bijekcia.

Spôsob, akým sme zaviedli operácie na kardinálnych £íslach je pomerne prirodzený � pri-
najmen²om pre kone£né mnoºiny funguje tak, ako obvyklé s£itovanie, násobenie a umoc¬o-
vanie. �ahko si uvedomíte, ºe ak mámem-prvkovú a n-prvkovú mnoºinu, ktoré sú disjunktné,
tak ich zjednotenie má m + n prvkov. Takisto karteziánsky sú£in m-prvkovej a n-prvkovej
mnoºiny má m.n prvkov a zobrazení z n-prvkovej mnoºiny do m-prvkovej je mn (pre kaºdý
z n prvkov mám práve m moºností výberu jeho obrazu).

Tu si môºeme sú£asne uvedomi´, ºe platí 00 = 1, ke¤ºe ∅∅ = {∅}. Prázdna mnoºina ∅ je
totiº jediná podmnoºina ∅ × ∅ = ∅, teda jediná relácia na mnoºine ∅. �ahko vidno, ºe táto
relácia sp¨¬a de�níciu zobrazenia.

O chví©u si ukáºeme niektoré vlastnosti kardinálnej aritmetiky (mnohé z nich sú do istej
miery podobné na aritmetiku prirodzených £ísel, ale v niektorých veciach je zasa po£ítanie
s kardinálmi výrazne odli²né). E²te predtým v²ak skúsme zade�nova´ niektoré konkrétne
kardinálne £ísla.

De�nícia 4.2.2. �ubovo©né prirodzené £íslo n budeme stotoº¬ova´ s kardinálnym £íslom
n-prvkovej mnoºiny. Teda napríklad |∅| = 0, |{∅}| = 1 a |{∅, {∅}}| = 2.

Kardinálne £íslo mnoºiny prirodzených £ísel budeme ozna£ova´ ℵ0. Kardinálne £ísla men²ie
neº ℵ0 voláme kone£né. Kardinálne £íslo a voláme nekone£né, ak a ≥ ℵ0.

Kardinálne £íslo mnoºiny P(N) budeme ozna£ova´ c. (Toto kardinálne £íslo sa niekedy
nazýva kardinalita kontinua.)

Poznámka 4.2.3. Zatia© e²te nemáme dokázané, ºe pre kaºdé kardinálne £íslo platí bu¤
a < ℵ0 alebo a ≥ ℵ0, teda ºe musí by´ bu¤ kone£né alebo nekone£né. Ako sme uº spomenuli
v poznámke 4.1.11, na to aby ©ubovo©né dve kardinálne £ísla boli porovnate©né potrebujeme
axiómu výberu. Ke¤ºe my pracujeme v ZFC, tak uvedená de�nícia je ekvivalentná s takou
de�níciou, kde by sme nekone£né kardinály zaviedli ako tie, ktoré nie sú kone£né.
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V teórii mnoºín sa skuto£ne pracuje s viacerými de�níciami kone£nosti, ktoré sú ekviva-
lentné v ZFC, nie v²etky z nich sú v²ak ekvivalentné v ZF; pozri napríklad [B2, Problém 1B],
[H2, Section 4.1], [�S, Kapitoly 7.1 a 7.4]

Ozna£enie c a názov kardinalita kontinua pochádza z toho, ºe c je kardinalita mnoºiny R.
Tento fakt overíme neskôr. Uº teraz ukáºeme, ºe c = 2ℵ0 .

{aritm:VTPX2NAX}
Veta 4.2.4. Nech X je ©ubovo©ná mnoºina. Potom platí

|P(X)| = 2|X|.

Dôkaz. Na dôkaz nám sta£í nájs´ bijekciu medzi mnoºinami {0, 1}X a P(X).
Sta£í si v²imnú´, ºe zobrazenia f : P(X) → {0, 1}X a g : {0, 1}X → P(X) de�nované

predpisom

f(A) = χA pre A ⊆ X,

g(h) = {x ∈ X;h(x) = 1} pre h : X → {0, 1},

kde χA(x) = 1 pre x ∈ A a χA(x) = 0 pre x /∈ A, £iºe χA je charakteristická funkcia mnoºiny
A. (Skuto£ne platí g(f(A)) = {x ∈ X;χA(x) = 1} = A a f(g(h)) = χ{x∈X;h(x)=1} = h pre
©ubovo©né A ∈ P(X) a h ∈ {0, 1}X .)

Ke¤ºe k zobrazeniu f existuje inverzné zobrazenie, je to bijekcia.

Dôsledok 4.2.5.
c = 2ℵ0

4.2.1 Vlastnosti s£itovania kardinálov

V tejto a nasledujúcich £astiach budeme dokazova´ niektoré rovnosti a nerovnosti, ktoré platia
pre kardinálne operácie. Ke¤ºe postup pri v²etkých dôkazoch je ve©mi podobný, môºete si
nieko©ko pozrie´, aby ste videli základný princíp, ktorý sa v nich pouºíva. Potom sa ostatné
môºete pokúsi´ dokáza´ samostatne a len ak si s nimi nebudete vedie´ poradi´, pozrite sa na
dôkazy, ktoré sú uvedené tu.

Veta 4.2.6. Nech a, b, c sú kardinálne £ísla, potom platí

a+ b = b+ a

a+ (b+ c) = (a+ b) + c

Dôkaz. Najprv ukáºme prvú rovnos´. Nech A, B sú disjunktné mnoºiny také, ºe |A| = a a
|B| = b. Tvrdenie, ºe |A|+ |B| = |B|+ |A| znamená, ºe existuje bijekcia medzi A∪B a B∪A.
To ale vyplýva z rovnosti A ∪B = B ∪A a z toho, ºe identické zobrazenie je bijektívne.

Druhú rovnos´ dostaneme podobným spôsobom z rovnosti A∪(B∪C) = (A∪B)∪C.
{aritm:VTNEROVSUCET}

Veta 4.2.7. Nech a, b, c sú kardinálne £ísla také, ºe b ≤ c. Potom

a+ b ≤ a+ c.

Dôkaz. Nech A, B, C sú mnoºiny také, ºe |A| = a, |B| = b, |C| = c a sú£asne platí A ∩B =
A ∩ C = ∅. �alej predpokladáme, ºe existuje injekcia f : B → C. Chceme ukáza´ existenciu
injekcie z A ∪B do A ∪ C.
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De�nujme zobrazenie g : A ∪B → A ∪ C ako

g(x) =

{
x ak x ∈ A,
f(b) ak x ∈ B.

Z toho, ºe A a B sú disjunktné, vyplýva, ºe g je skuto£ne zobrazenie.
Takisto sa vcelku ©ahko ukáºe, ºe zobrazenie g je injektívne. Predpokladajme, ºe g(x) =

g(y). Uvaºujme najprv moºnos´ x ∈ A, £o znamená, ºe g(x) = x. Potom y /∈ B, lebo z y ∈ B
by vyplýva, ºe g(y) ∈ C a C ∩ A = ∅. Teda y ∈ A a g(y) = y, £iºe rovnos´ g(x) = g(y)
znamená priamo x = y.

Teraz predpokladajme, ºe platí g(x) = g(y) a x ∈ B. To znamená, ºe g(x) = f(x).
Sú£asne to znamená, ºe y ∈ B. (Ak by platilo y ∈ A, tak g(x) = y ∈ C ∩ A = ∅.) Potom
máme g(y) = f(y). Teda z g(x) = g(y) vyplýva f(x) = f(y) a, ke¤ºe f je injekcia, aj rovnos´
x = y.

Pri dôkaze tejto vety sa oplatí v²imnú´ si jednu v²eobecnú zákonitos´. V dôkaze sme mohli
pouºi´ ©ubovo©nú mnoºinu B takú, ºe |B| = b (a sú£asne A ∩ B = ∅). Takouto mnoºinou je
aj mnoºina f [B], pretoºe f : B → f [B] je bijekcia.

To znamená, ºe pri vhodnej vo©be mnoºiny B môºeme priamo predpoklada´ B ⊆ C. Tým
sa dôkaz zna£ne zjednodu²í � z tvrdenia 2.4.7(iii) vieme, ºe potom A ∪ B ⊆ A ∪ C. Z toho
uº je jasná existencia injekcie de�novanej jednoducho ako x 7→ x pre v²etky x ∈ A ∪B.

Príklad 4.2.8. Priamo, kon²trukciou príslu²nej bijekcie, ukáºeme, ºe platí

ℵ0 + ℵ0 = ℵ0.

Uvaºujme mnoºiny N× {0} a N× {1}. Obidve majú kardinalitu ℵ0 a navy²e sú disjunktné.
Sta£í ukáza´, ºe existuje bijekcie medzi N × {0} ∪ N × {1} a N. Bijekciu môºeme de�nova´
napríklad ako

f(n, 0) = 2n,

f(n, 1) = 2n+ 1.

Pre kaºdé prirodzené £íslo platí 0 ≤ n ≤ ℵ0 (ke¤ºe ∅ ⊆ {0, 1, . . . , n − 1} ⊆ N), z £oho
dostávame

ℵ0 = 0 + ℵ0 ≤ n+ ℵ0 ≤ ℵ0 + ℵ0 = ℵ0
Z Cantor-Bernsteinovej vety potom máme

ℵ0 = n+ ℵ0 = ℵ0 + ℵ0.

Z toho vidíme napríklad aj to, ºe výsledok analogický k vete 4.2.7 neplatí pre ostrú
nerovnos´.

Dôkaz nasledujúceho tvrdenia je zaloºený na podobnej my²lienke ako predchádzajúci
dôkaz.

{aritm:TVRNEKPLUSALNUL}

Tvrdenie 4.2.9. Ak a je nekone£né kardinálne £íslo, tak ℵ0 + a = ℵ0.

Dôkaz. Máme vlastne dokáza´, ºe ak A je taká mnoºina, ºe |A| = a ≥ ℵ0, tak |N×{0}∪A×
{1}| = |A|.

Predpoklad |A| ≥ ℵ0 znamená, ºe existuje injekcia N→ A. Môºeme priamo predpoklada´,
ºe N ⊆ A.
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Teraz uº vieme ve©mi jednoducho zostroji´ bijekciu medzi N×{0} ∪A×{1} a A analog-
ickým spôsobom ako v predchádzajúcom príklade.

f(n, 0) = 2n, pre a ∈ N
f(n, 1) = 2n+ 1, pre a ∈ N

f(a, 1) = a, ak a /∈ N

4.2.2 Vlastnosti násobenia kardinálov

Veta 4.2.10. Nech a, b, c sú kardinálne £ísla, potom platí

ab = ba

a(bc) = (ab)c

a(b+ c) = ab+ ac

Dôkaz. Nech A, B, C sú ©ubovo©né mnoºiny.
Na dôkaz prvého tvrdenia sta£í ukáza´ existenciu bijekcie medzi A×B a B×A. Zobrazenie

f : A×B → B ×A de�novaní predpisom

f : (a, b) 7→ (b, a)

pre a ∈ A, b ∈ B je bijekcia.
Na dôkaz druhej £asti sta£í nájs´ bijekciu g : A×(B×C)→ (A×B)×C. Takouto bijekciou

je zobrazenie de�nované ako
g : (a, (b, c)) 7→ ((a, b), c)

pre a ∈ A, b ∈ B, c ∈ C.
V tretej £asti máme, za predpokladu, ºe B a C sú disjunktné, nájs´ bijekciu medzi A×(B∪

C) a (A×B)∪ (A×C). Z tvrdenia 2.5.4 v²ak vieme, ºe platí dokonca rovnos´ A× (B∪C) =
(A×B) ∪ (A× C).

Veta 4.2.11. Nech a, b, c sú kardinálne £ísla také, ºe b ≤ c. Potom

ab ≤ ac.

Dôkaz. Nech f : B → C je injekcia. Potom pod©a tvrdenia 3.2.19 je aj zobrazenie idA ×
f : A×B → A× C injekcia.

Opä´ platí analogická poznámka ako pri vete 4.2.7. Mohli by sme priamo predpoklada´,
ºe B ⊆ C a potom si sta£í v²imnú´, ºe A×B ⊆ A× C (pozri úlohu 2.5.4).

{aritm:PRIKLBIJEKNxN}
Príklad 4.2.12. Ukáºeme, ºe platí

ℵ0.ℵ0 = ℵ0. (4.1){aritm:EQNxN}

Z rovnosti (4.1) dostaneme, ºe pre kaºdé n ∈ N, n > 0, platí

ℵ0 ≤ n.ℵ0 ≤ ℵ0.ℵ0 = ℵ0.

Z Cantor-Bernsteinovej vety potom vyplýva rovnos´

ℵ0 = n.ℵ0 = ℵ0.ℵ0.
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Na dôkaz rovnosti (4.1) nám sta£í zostroji´ bijekciu medzi N × N a N. Takýchto bijekcií
sa dá nájs´ ve©a, ako prvú si ukáºeme jednu ve©mi známu pochádzajúcu uº od G. Cantora.

Nasledujúci obrázok nám ukazuje, ako môºeme usporiadané dvojice prirodzených £ísel
usporiada´ do postupnosti:

(0, 0)

��

(1, 0)

��

(2, 0)

��

(3, 0)

��

(4, 0) . . . (n, 0) . . .

(0, 1)

;;

(1, 1)

;;

(2, 1)

;;

(3, 1)

;;

(4, 1) . . . (n, 1) . . .

(0, 2)

;;

(1, 2)

;;

(2, 2)

;;

(3, 2) (4, 2) . . . (n, 2) . . .

(0, 3)

;;

(1, 3)

;;

(2, 3) (3, 3) (4, 3) . . . (n, 3) . . .

(0, 4)

;;

(1, 4) (2, 4) (3, 4) (4, 4) . . . (n, 4) . . .

...

(0, n) (1, n) (2, n) (3, n) (4, n) . . . (n, n) . . .

...

Zobrazenie f : N × N → N de�nujeme tak, ºe kaºdej dvojici priradíme pozíciu, na ktorej sa
nachádza v tejto postupnosti, t.j. (0, 0) 7→ 0, (0, 1) 7→ 1, (1, 0) 7→ 2, (0, 2) 7→ 3, (1, 1) 7→ 4,
(2, 0) 7→ 5 at¤.

Toto zobrazenie vieme popísa´ aj jednoduchým predpisom. V²imnime si, ºe dvojice na tej
istej diagonále (t.j. také dvojice (m,n), ktoré majú rovnaký sú£et m+ n) zora¤ujeme pod©a
prvej súradnice a v²etky prvky z diagonál, ktoré sú na©avo od nich. Teda ak m+ n = s, tak
1+ 2+ · · ·+n = s(s+1)

2 prirodzených £ísel sme pouºili na predchádzajúce diagonály. Poradie
na diagonále ur£íme pod©a m, £iºe dostaneme

f(m,n) =
(m+ n)(m+ n+ 1)

2
+m.

(Môºete si túto formulu prekontrolova´ pre niektoré konkrétne dvojice.)
O tom, ºe takéto zobrazenie je bijektívne, by vás sná¤ mohol presved£i´ obrázok, ktorým

sme ho znázornili.
Pokia© by vám v²ak takýto argument nesta£il, je tu pre vás aj podrobnej²í formálny

dôkaz.

Dôkaz. Ozna£me ∆a =
∑a

k=1 k =
a(a+1)

2
. (�iºe ∆a je a-te trojuholníkové £íslo.)

Potom funkciu f môºeme zapísa´ ako

f(m,n) = ∆m+n + m.
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�alej ozna£me Ia = {∆a,∆a + 1, . . . ,∆a+1 − 1} pre kaºdé a ∈ N. Systém {Ia, a ∈ N} tvorí rozklad
mnoºiny N. (Tento fakt ©ahko vyplýva z ∆a = 0 a ∆a < ∆a+1.)

Takisto je zrejmé, ºe f(m,n) ∈ Im+n. V¤aka tomu z rovnosti f(m + n) = f(m′ + n′) vyplýva m + n =
m′ + n′. Z ∆m+n + m = ∆m+n + m′ dostaneme m = m′, a teda aj n = n′. Tým je dokázaná injektívnos´
zobrazenia f .

Overme e²te surjektívnos´. Vieme, ºe kaºdé x ∈ N patrí do niektorej mnoºiny Ia (ke¤ºe tieto mnoºiny
tvoria rozklad). Sta£í teda nájs´ m, n tak, ºe m + n = a a x = ∆a + m. Z nerovnosti ∆a ≤ x ≤ ∆a+1 − 1 a
z toho, ºe ∆a+1 −∆a = a + 1 dostaneme, ºe pre m = x−∆a platí nerovnos´ 0 ≤ m ≤ ∆a+1 − 1−∆a = a.
Z toho vyplýva, ºe ak poloºíme n = a−m, tak m aj n sú prirodzené £ísla a platí f(m,n) = a.

Inú bijekciu g : N × N → N môºeme dosta´ s pouºitím faktu, ºe kaºdé prirodzené £íslo
vä£²ie ako 0 sa dá zapísa´ ako sú£in mocniny £ísla 2 a nepárneho £ísla. (Toto viete odvodi´
z poznatkov o delite©nosti prirodzených £ísel, ktoré máte z prvého ro£níka [�1].) Teda zo-
brazenie

g(m,n) = 2m.(2n+ 1)− 1

je bijekcia z N× N do N.
{aritm:POZNMAX}

Poznámka 4.2.13. Neskôr ukáºeme (s pouºitím axiómy výberu), ºe kardinálne s£itovanie a
násobenie je jednoduché, pre ©ubovo©né nekone£né kardinály a, b totiº platí

a+ b = a.b = max{a, b}.

(Zatia© dokonca nevieme ani to, £i existuje maximum z kardinálnych £ísel a, b; pozri poznámku
4.1.11.)

V tejto kapitole v²ak budeme (v dôkazoch i cvi£eniach) vyuºíva´ iba veci, ktoré sme
o kardinálnej aritmetike dokázali.

4.2.3 Vlastnosti kardinálneho umoc¬ovania

Pri prirodzených £íslach sme pouºívali ozna£enie a2 ako synonymum zápisu a.a. (Podobne
pre a3, a4, . . . ) Ukáºeme si, ºe aj pre kardinálne £ísla predstavujú tieto dva zápisy to isté.

Tvrdenie 4.2.14. Ak a je ©ubovo©né kardinálne £íslo, tak platí

a2 = a.a.

Dôkaz. Máme vlastne ukáza´, ºe pre ©ubovo©nú mnoºinu existuje bijekcia medzi A{0,1} a
A×A.

De�nujme ϕ : A{0,1} → A×A ako

ϕ(f) = (f(0), f(1)).

Sú£asne de�nujme ψ : A×A→ A{0,1} tak, ºe ψ(a, b) je zobrazenie ur£ené predpisom

ψ(a, b)(0) = a,

ψ(a, b)(1) = b.

(Namiesto zápisu ψ((a, b)) pí²eme stru£nej²ie ψ(a, b).) �ahko sa overí, ºe ϕ a ψ sú navzájom
inverzné zobrazenia, £iºe ϕ aj ψ sú bijekcie.

Takisto by bolo ©ahké roz²íri´ toto tvrdenie indukciou na ¤al²ie prirodzené £ísla. (Hoci sme
zatia© stále formálne neskon²truovali prirodzené £ísla a ani neukázali, ºe sú dobre usporiadané
a teda na nich funguje indukcia.)
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Veta 4.2.15. Ak a, b, c sú kardinálne £ísla také, ºe a ≤ b, tak ac ≤ bc.

Dôkaz. Nech |A| = a, |B| = b, |C| = c. Môºeme priamo predpoklada´, A ⊆ B. Potom platí
aj AC ⊆ BC . (Kaºdé zobrazenie z C do A je sú£asne zobrazením z B do A.)

Napriek tomu, ºe máme takýto jednoduchý dôkaz, pokúsme sa e²te urobi´ dôkaz priamo
z existencie injekcie z A do B. (Aby sme si trochu precvi£ili prácu so zobrazeniami medzi
mnoºinami zobrazení � v ¤al²ích dôkazoch budeme takéto nie£o £asto potrebova´.)

Dôkaz. Vlastne máme dokáza´: Ak existuje injekcia f : A → B, tak existuje aj injekcia
z mnoºiny AC do mnoºiny BC . Skúsme teda najprv vymyslie´, ako by sme pomocou zo-
brazenia f mohli de�nova´ zobrazenie ϕ : AC → BC a pri troche ²´astia sa nám ho sná¤
podarí vymyslie´ tak, aby bolo injektívne a aj jeho injektívnos´ dokáza´.

H©adáme teda zobrazenie, ktoré ©ubovo©nej funkcii g : C → A priradí nejakú funkciu z C
do B. Na²u situáciu si môºeme znázorni´ takto:

Hne¤ vidíme, ºe f a g ur£ujú zobrazenie z C do B � konkrétne zobrazenie f ◦ g. Teda asi
najprirodzenej²í spôsob ak de�nova´ nejaké zobrazenie z AC do BC pomocou f je

ϕ : g 7→ f ◦ g
ϕ(g) = f ◦ g

Overme e²te, ºe toto zobrazenie je injektívne. Pýtame sa, £i platí

ϕ(g1) = ϕ(g2)⇒ g1 = g2

f ◦ g1 = f ◦ g2 ⇒ g1 = g2

Táto rovnos´ znamená, ºe pre kaºdé x ∈ C platí

f(g1(x)) = f(g2(x)).

Pretoºe f je injektívne, vyplýva z nej rovnos´

g1(x) = g2(x).

Platnos´ tejto rovnosti pre kaºdé x ∈ X znamená rovnos´ zobrazení g1 = g2; £iºe presne to,
£o sme chceli dokáza´.

Veta 4.2.16. Ak a, b, c sú kardinálne £ísla také, ºe a ≤ b a c 6= 0, tak

ca ≤ cb.

Dôkaz. Môºeme predpoklada´, ºe platí A ⊆ B.

Dôkaz. Nech A, B, C sú mnoºiny také, ºe |A| = a, |B| = b a |C| = c.
Predpoklad c 6= 0 nám hovorí, ºe C 6= ∅. Zvo©me si ©ubovo©né c0 ∈ C.
Vieme, ºe existuje injekcia f : A→ B. Na základe uº viackrát spomenutej úvahy môºeme

priamo predpoklada´, ºe A ⊆ B. De�nujme zobrazenie ϕ : CA → CB tak, ºe

ϕ(f)(x) =

{
f(x) pre x ∈ A,
c0 pre x /∈ A.

Zobrazenie ϕ je injekcia. Ak platí ϕ(f) = ϕ(g), tak pre kaºdé x ∈ A platí f(x) =
ϕ(f)(x) = ϕ(g)(x) = g(x), a teda f = g.
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V tomto prípade by sa dôkaz príli² nezmenil, ak by sme priamo predpokladali, ºe A ⊆ B.
Injekciu ϕ by sme de�novali ako

ϕ(f)(x) =

{
x pre x ∈ A,
c0 pre x /∈ A,

t.j. namiesto zobrazenia f by sme pouºili vloºenie A do B.
Ukáºeme si e²te iný dôkaz. (Oproti predchádzajúcemu má v²ak istú nevýhodu, ke¤ºe

pouºívame tvrdenie 3.2.14 a úlohu 3.2.4, a teda axiómu výberu.)

Dôkaz. Nech f : A→ B je injekcia. Potom pre kaºdé g : B → C máme zobrazenie g ◦ f .

De�nujme zobrazenie ϕ : CB → CA ako

ϕ(g) = g ◦ f

pre g : B → C.
Ukáºeme, ºe toto zobrazenie je surjektívne. Nech h : A → C je ©ubovo©ný prvok CA.

Predpokladajme navy²e, ºe A 6= ∅. Pod©a tvrdenia 3.2.14 existuje zobrazenie f ′ : B → A
také, ºe f ′ ◦ f = idA. Potom pre zobrazenie h ◦ f ′ platí ϕ(h ◦ f ′) = h ◦ f ′ ◦ f = h ◦ idA = h.
Ukázali sme, ºe ©ubovo©né zobrazenie h ∈ CA má v zobrazení vzor.

Zostáva rozobra´ len prípad A = ∅. Vtedy platí C∅ = {∅}. Sú£asne, ke¤ºe C 6= ∅, takºe
CB je aspo¬ jednoprvková. Teda aj v tomto prípade uvedená nerovnos´ platí.

Veta 4.2.17. Pre ©ubovo©né kardinálne £ísla platí

ab+c = ab.ac.

Dôkaz. Vlastne máme dokáza´, ºe pre ©ubovo©né mnoºiny A, B, C také, ºe B a C sú dis-
junktné, existuje bijekcia medzi AB∪C a AB ×AC .

T.j. chceli by sme nájs´ zobrazenie ϕ : AB∪C → AB×AC alebo zobrazenie ψ : AB×AC →
AB∪C a ukáza´ o ¬om, ºe je bijekcia. My budeme postupova´ tak, ºe nájdeme zobrazenia
oboma smermi a ak sa nám podarí ukáza´, ºe jedno z nich je inverzné k druhému, tak z toho
vieme, ºe ide o bijekcie.

Aby sme de�novali ϕ, tak vlastne potrebujeme kaºdej funkcii f : B ∪ C → A priradi´
dvojicu funkcií � prvá z nich ide z B do A a druhá z C do A. Zobrazeniu z B ∪C do A v²ak
vieme priradi´ zobrazenie na men²ej mnoºine ve©mi prirodzeným spôsobom � pôjde o zúºenie
zobrazenia na túto podmnoºinu. Môºeme teda de�nova´ zobrazenie ϕ : AB∪C → AB × AC
nasledovne:

ϕ : f 7→ (f |B , f |C)
ϕ(f) = (f |B , f |C)

Ak h©adáme zobrazenie ψ : AB×AC → AB∪C , tak vlastne kaºdej dvojici zobrazení g : B →
A, h : C → A chceme priradi´ zobrazenie z B ∪ C do A. Opä´, máme pomerne prirodzený
spôsob, ako to môºeme spravi´, dvojici (g, h) priradíme zobrazenie de�nované predpisom

ψ(g, h)(x) =

{
g(x) ak x ∈ B,
h(x) ak x ∈ C.
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Na tomto mieste vyuºívame fakt, ºe B a C sú disjunktné � v opa£nom prípade by pred-
chádzajúci predpis nemusel de�nova´ zobrazenie.

(Intuitívna predstava za predchádzajúcimi úvahami je asi takáto: Jedným smerom sme
postupovali tak, ºe zobrazenie z B ∪ C do A sme rozdelili na 2 zobrazenia na 2 £astiach
de�ni£ného oboru. Zobrazenie ψ zase tieto 2 zobrazenia naspä´ zlepí � to je zhruba aj dôvod,
pre£o sú tieto 2 priradenia jedno k druhému inverzné; overíme to v²ak podrobne.)

To, ºe ψ je inverzné zobrazenie k ϕ overíme, tak, ºe ukáºeme, ºe pri zloºení ϕ ◦ψ aj ψ ◦ϕ
dostaneme identické zobrazenie.

Skúsme najprv vyráta´, £omu sa rovná ψ ◦ ϕ. Pre ©ubovo©né f : B ∪ C → A máme
ψ(ϕ(f)) = ψ(f |B , f |C) po dosadení x ∈ B ∪ C dostaneme

ψ(ϕ(f))(x) = ψ(f |B , f |C)(x) =

{
f |B(x) = f(x) ak x ∈ B,
f |C(x) = f(x) ak x ∈ C,

teda ψ(ϕ(f))(x) = f(x) pre kaºdé x ∈ B∪C, £iºe zobrazenia ψ(ϕ(f)) a f sa rovnajú. Dostali
sme:

(∀f ∈ AB∪C) ψ(ϕ(f)) = f

ψ ◦ ϕ = idAB∪C

Zostáva nám e²te pozrie´ sa na zobrazenie ϕ◦ψ : AB×AC → AB×AC . Ak máme ©ubovo©-
nú dvojicu g : B → A, h : C → A, tak priamo z de�nície zobrazenia ψ vidno, ºe ψ(g, h)|B = g
a ψ(g, h)|C = h, a teda

ϕ(ψ(g, h)) = (ψ(g, h)|B , ψ(g, h)|C) = (g, h).

Teda ϕ ◦ ψ = idAB×AC .
Zistili sme, ºe ψ = ϕ−1, teda ϕ aj ψ sú bijekcie.

{aritm:VTMOCKARTEZ}
Veta 4.2.18. Pre ©ubovo©né kardinálne £ísla platí (ab)c = abc.

Dôkaz. Pre ©ubovo©né A, B, C chceme nájs´ bijekciu medzi (AB)C a AB×C . Opä´, pokúsime
sa nájs´ nejaké zobrazenia ϕ : (AB)C → AB×C a ψ : AB×C → (AB)C a ukáza´, ºe sú navzájom
inverzné.

H©adáme zobrazenie ϕ : (AB)C → AB×C . T.j. ak máme dané nejaké zobrazenie f : C →
AB , chceli by sme k nemu nájs´ nie£o, £o dvojiciam (b, c) ∈ B × C priradí prvky z A. Pre
©ubovo©né c ∈ C v²ak máme zobrazenie f(c) : B → A � £iºe je dos´ prirodzené dvojici (b, c)
priradi´ f(c)(b), t.j.

ϕ(f) : B × C → A

ϕ(f)(b, c) = f(c)(b)

Obrátene, kaºdému zobrazeniu g : B×C → A by sme chceli priradi´ zobrazenie ψ(g) : C →
AB , t.j. zobrazenie, ktoré kaºdému prvku z C priradí nejaké zobrazenie z B do A. Ak máme
dané zobrazenie z B × C do A, za�xujeme nejaké c ∈ C a meníme len prvok b ∈ B vidíme,
ºe dostaneme zobrazenie z B do A. Presnej²ie to môºeme zapísa´

(ψ(g))(c) : B → A

(ψ(g))(c)(b) = g(b, c)

Toto priradenie je na£rtnuté na obr. 4.2, kde A = R, B = 〈0, 1〉, C = 〈0,∞). Rezy
na£rtnuté na grafe funkcie sú práve funkcie z B do A priradené jednotlivým prvkom z C.
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Obr. 4.2: Obrázok ilustrujúci postup v dôkaze vety 4.2.18. (Pouºitá funkcia je f(x, y) =
3
2 + 1

5 sinπx.) {aritm:FIGMOCKARTEZ}

(Naschvál som zvolil mnoºiny A, B a C rôzne, aby sa na obrázku dalo vidie´, ktorá mnoºina
je ktorá.)

Opä´, priamo dosadením nám vyjde, ºe ϕ ◦ ψ aj ψ ◦ ϕ je identita. Po£ítajme najprv
ϕ◦ψ : AB×C → AB×C . Pre ©ubovo©né g : B×C → A chceme zisti´, £omu sa rovná zobrazenie
ϕ(ψ(g)) : B × C → A. Dostaneme (priamo pouºitím de�nície zobrazení ϕ a ψ)

ϕ(ψ(g))(b, c) = ψ(g)(c)(b) = g(b, c).

Vy²lo nám, ºe ϕ(ψ(g)) = g pre kaºdé g ∈ AB×C , a teda ϕ ◦ ψ = idAB×C .
Skúsme teraz vyráta´ ψ ◦ϕ : (AB)C → (AB)C . Ak máme zobrazenie f : C → AB , chceme

zisti´, £i platí ψ(ϕ(f)) = f . Pouºitím de�nície ϕ a ψ máme

ψ(ϕ(f))(c)(b) = ϕ(f)(b, c) = f(c)(b).

Ke¤ºe táto rovnos´ platí pre v²etky b ∈ B, znamená to rovnos´ zobrazení

ψ(ϕ(f))(c) = f(c).

Opä´, predchádzajúca rovnos´ platí pre kaºdé c ∈ C, teda ψ ◦ ϕ(f) = f . Posledná rovnos´
(ktorá platí pre ©ubovo©né f ∈ (AB)C) znamená rovnos´ zobrazení ψ ◦ ϕ = id(AB)C .

Zistili sme, ºe ψ = ϕ−1, preto obe zobrazenia ϕ aj ψ sú bijekcie.
{aritm:VTANABPOD2NAAB}

Veta 4.2.19. Pre ©ubovo©né kardinálne £ísla platí

ab ≤ 2ab.

Dôkaz. Ak mnoºiny A, B sú také, ºe |A| = a a |B| = b, tak AB ⊆ P(B × A). (Vyplýva to
priamo z de�nície zobrazenia.)

To ale znamená, ºe |AB | ≤ |P(B ×A)| a ab ≤ 2ab.
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Cvi£enia
{aritmcvic:ULOANABEXISTS}

Úloha 4.2.1. Ukáºte pomocou schémy axióm vymedzenia, ºe pre ©ubovo©né mnoºiny A a
B existuje mnoºina v²etkých zobrazení z B do A.

Úloha 4.2.2. Ukáºte, ºe |Z| = ℵ0. (T.j. nájdite bijekciu medzi Z a N.)

Úloha 4.2.3. Ukáºte, ºe c.c = c a cℵ0 = c.

Úloha 4.2.4. Ukáºte, ºe pre ©ubovo©ný kone£ný kardinál n platí c = n.c = c.c = cn = cℵ0 .

Úloha 4.2.5. Ukáºte, ºe pre ©ubovo©ný kone£ný kardinál n platí 2ℵ0 = nℵ0 = ℵℵ00 = cℵ0 = c.

Úloha 4.2.6. S vyuºitím faktu, ºe pre nekone£né kardinály platí b.b = b (ktorý dokáºeme
neskôr) ukáºte, ºe ak 2 < a ≤ b, kde a, b sú nekone£né kardinály, tak 2b = ab.

Úloha 4.2.7. Nech S = Q×Q. Ukáºte, ºe existujú mnoºiny V , H také, ºe S = V ∪H, prienik
V sa kaºdou vertikálnou priamkou v rovine R2 je kone£ný a prienikH sa kaºdou horizontálnou
priamkou je kone£ný. (T.j. pre kaºdé x ∈ Q sú mnoºiny {y ∈ Q; (x, y) ∈ V } = {x} × Q ∩ V
aj {y ∈ Q; (y, x) ∈ H} = Q× {x} ∩H kone£né.)

Úloha 4.2.8∗. Aká je kardinalita mnoºiny v²etkých bijekcií z N do N? (Bijekcie z N do N
sa niekedy zvyknú nazýva´ aj permutáciami mnoºiny N. Na základe analógie s prirodzenými
£íslami by sme kardinalitu takejto mnoºiny mohli nazva´ ℵ0-faktoriál.)

4.3 Cantorova veta a diagonálna metóda
{cantor:VTCANTOR}

Veta 4.3.1 (Cantor). Pre kaºdú mnoºinu X platí |X| < |P(X)|.

Cantorovu vetu môºeme ekvivalentne preformulova´ tak, ºe pre kaºdé kardinálne £íslo a
platí a < 2a.

Dôkaz. Nerovnos´ |X| ≤ |P(X)| vyplýva z toho, ºe x 7→ {x} je injekcia z X do P(X).
Predpokladajme teraz, ºe by existovala bijekcia f : X → P(X). �alej ozna£me

A := {x ∈ X;x /∈ f(x)}.

Pretoºe f je bijekcia, existuje y ∈ X s vlastnos´ou A = f(y).
Sú dve moºnosti. Bu¤ platí y ∈ A, £o ale znamená, ºe y /∈ f(y) = A; alebo platí y /∈ A

a v tomto prípade y ∈ f(y) = A. Obidve moºnosti vedú k sporu a teda nemôºe existova´
bijekcia medzi X a P(X).

{cantor:PRIKLPOST01}
Príklad 4.3.2. Moºno nám lep²ie pomôºe pochopi´ tento dôkaz, ak si ho e²te raz osvetlíme
na prípade X = N. Budeme sa teda zaobera´ kardinalitou mnoºiny P(N), namiesto nej v²ak
môºeme zobra´ mnoºinu {0, 1}N v²etkých postupností núl a jednotiek. Vo vete 4.2.4 sme totiº
skon²truovali bijekciu A 7→ χA medzi týmito dvoma mnoºinami.

Chceme ukáza´, ºe |{0, 1}N| 6= ℵ0. Postupujme sporom � predpokladajme, ºe by existovala
bijekcia f : N→ {0, 1}N. Máme teda postupnosti prirodzených £ísel

f(0) = (a
(0)
0 , a

(0)
1 , a

(0)
2 , . . . )

f(1) = (a
(1)
0 , a

(1)
1 , a

(1)
2 , . . . )

f(2) = (a
(2)
0 , a

(2)
1 , a

(2)
2 , . . . )

...

73



74 Cantorova veta a diagonálna metóda

Ak de�nujeme postupnos´ b = (bn)
∞
n=0 ako

bn = 1− a(n)n ,

£iºe bn je 0 ak a(n) = 1 a obrátene, tak potom b nie je rovné ºiadnej z postupností f(n),
n ∈ N. Od postupnosti f(n) sa totiº lí²i na n-tom mieste.

Dôkaz vety 4.3.1 je v podstate totoºný s postupom z predchádzajúceho príkladu. (Jediný
rozdiel je v tom, ºe sme nemohli prvky f(x), x ∈ X, zapísa´ do postupnosti, ke¤ºe tam sme
pracovali s ©ubovo©nou mnoºinou X a nie s mnoºinou N.)

{cantor:POZNDIAG}
Poznámka 4.3.3. Metóda pouºitá v predchádzajúcom dôkaze pochádza od Cantora a
nazýva sa diagonálna metóda. (V predchádzajúcom príklade vidno, ºe sme vlastne menili
diaognálne prvky.) Podobný argument je pouºívaný £asto, aj v iných oblastiach matematiky.
Mohli ste sa s ním stretnú´ napríklad aj na predmete formálne jazyky a automaty, pri dôkaze,
ºe existujú jazyky, ktoré nie sú rozpoznate©né ºiadnym Turingovým strojom [RF, Kapitola
6], [HMU, Chapter 9] (vo©ne povedané, nie v²etko sa dá naprogramova´).

My si ukáºeme e²te jednu aplikáciu tejto metódy v príklade 4.5.3.

Môºeme si v²imnú´, ºe na základe Cantorovej vety dostávame nekone£nú hierarchiu
kardinálnych £ísel. (Pre kaºdé kardinálne £íslo existuje kardinál, ktorý je od neho vä£²í.)

{cantor:PRALNULxC}
Príklad 4.3.4. Ukáºeme, ºe platí

ℵ0.c = c.

Z Cantorovej vety máme ℵ0 < 2ℵ0 = c. Na základe toho dostaneme nerovnos´

ℵ0.c ≤ c.c = 2ℵ0 .2ℵ0 = 2ℵ0+ℵ0 = 2ℵ0 = c.

Platí aj nerovnos´ c ≤ ℵ0.c, takºe z Cantor-Bernsteinovej vety dostaneme dokazovanú rovnos´.

Kardinálne £ísla tvoria vlastnú triedu

Nadviaºeme na £as´ 2.5.1 a povieme si e²te nie£o o vlastných triedach. Aby boli dôkazy výsledkov v tejto £asti
úplne korektné treba uveri´ tomu, ºe kardinálne £ísla sa skuto£ne dajú zade�nova´ formulou jazyka teórie
mnoºín a majú vlastnosti, ktoré sme uº uviedli (pozri poznámku 4.1.4.)

Pokia© chceme ukáza´, ºe nejaký systém mnoºín je vlastnou triedou, £asto môºeme postupova´ sporom
� pokúsi´ sa ukáza´ pomocou axióm ZFC, ºe ak by tento systém bol mnoºinou, bola by mnoºinou aj trieda
Set. Ukáºeme si to na príklade dvoch tvrdení:

{def:TVRSINGLETONSCLASS}
Tvrdenie 4.3.5. Systém v²etkých jednoprvkových mnoºín tvorí vlastnú triedu.

Dôkaz. Predpokladajme, ºe by systém v²etkých jednoprvkových mnoºín {{x};x ∈ Set} tvoril mnoºinu.
Potom f : {x} 7→ x je zobrazenie de�nované na tejto mnoºine. Jeho obrazom je vlastná trieda Set. Pod©a
schémy axióm substitúcie by potom Set bola mnoºina, £o je spor s vetou 2.5.7.

Iný dôkaz. Predpokladajme, ºe by systém v²etkých jednoprvkových mnoºín {{x};x ∈ Set} tvoril mnoºinu.
Pod©a axiómy zjenotenia by potom aj

⋃
{{x};x ∈ Set} bola mnoºina. Lenºe kaºdá mnoºina x patrí do

jednoprvkovej mnoºiny {x}, takºe
⋃
{{x};x ∈ Set} = Set. Dostávame, ºe Set je mnoºina, £o vedie k tomu

istému sporu ako v predo²lom dôkaze.

Ve©mi podobným spôsobom môºeme ukáza´ nasledujúce tvrdenie:
{def:TVRGIVENCARDCLASS}

Tvrdenie 4.3.6. Nech X 6= ∅ je mnoºina. Potom systém v²etkých mnoºín rovnakej mohutnosti ako X tvorí

vlastnú triedu.

Dôkaz. Sporom. Predpokladajme, ºe A = {m; |m| = |X|} je mnoºina. Poloºme B = {m ∈ A; (∃x)m = {x}×
X}. Na základe schémy axióm vymedzenia je aj B mnoºina. �alej de�nujeme formulu ϕ(y, x) ako y = {x}×X.
Táto formula má tú vlastnos´, ºe pre kaºdé y ∈ B existuje práve jedno x také, ºe platí ϕ(y, x). Existencia
vyplýva priamo z de�nície mnoºiny B a na základe neprázdnosti X dostaneme z y = {x1} ×X = {x2} ×X
rovnosti {x1} = {x2} a x1 = x2. (Pozri tvrdenie 2.5.4.)

Potom zo schémy axióm obrazu, ºe {x; {x}×X ∈ A} je mnoºina. �ahko v²ak vidno, ºe pre kaºdú mnoºinu
x existuje bijekcia medzi X a {x} ×X, £o znamená, ºe {x; {x} ×X ∈ A} = Set. Dostávame spor.
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Iný dôkaz. Sporom. Predpokladajme, ºe A = {m; |m| = |X|} je mnoºina. Sta£í nám, podobne ako v prípade
predchádzajúceho tvrdenia, ukáza´, ºe

⋃
A = Set.

Ak x ∈ Set je ©ubovo©ná mnoºina, tak existuje m ∈ A také, ºe x ∈ m. V prípade, ºe x ∈ X je to jasné.
Ak x /∈ X, tak sta£í zvoli´ nejaké x0 ∈ X (£o môºeme urobi´, lebo X 6= ∅) a poloºi´ m = X r {x0} ∪ X.
O£ividne |m| = |X|.

Ukázali sme, ºe kaºdá mnoºina patrí do nejakého prvku mnoºiny A, £o znamená, ºe
⋃

A = Set.

{def:VTCNISPROPERCLASS}
Veta 4.3.7. Systém v²etkých kardinálnych £ísel tvorí vlastnú triedu. Túto triedu budeme ozna£ova´ Cn.

Dôkaz. Sporom. Prepokladajme, ºe Cn je mnoºina. Potom aj B =
⋃

Cn je mnoºina, navy²e pre kaºdé
kardinálne £íslo platí a ⊆ B. Z toho vyplýva pre kaºdé kardinálne £íslo a ≤ |B|.

Pre kardinálne £íslo 2|B| máme potom nerovnos´ |B| < 2|B| z Cantorovej vety a sú£asne 2|B| ≤ |B|
z predchádzajúcej úvahy. Teda 2|B| < 2|B|, £o je spor.

Cvi£enia
{cantorcvic:ULOCnaC}

Úloha 4.3.1. Ukáºte, ºe cc = 2c.

4.4 Spo£ítate©né a nespo£ítate©né mnoºiny

De�nícia 4.4.1. Ak pre mnoºinu A platí |A| ≤ ℵ0, tak hovoríme, ºe A je spo£ítate©ná. Spo£í-
tate©ná mnoºina môºe by´ bu¤ kone£ná spo£ítate©ná mnoºina, ak |A| < ℵ0, alebo nekone£ná
spo£ítate©ná, ak |A| = ℵ0.

Ak pre mnoºinu A platí |A| > ℵ0, tak A je nespo£ítate©ná.

Opä´ platí rovnaká poznámka, ako pri kone£ných mnoºinách. Ak nespo£ítate©né mnoºiny
de�nujeme takýmto spôsobom, je to síce to isté ako poveda´, ºe sú to tie mnoºiny, ktoré
nie sú spo£ítate©né, tento faktu ukáºeme v²ak aº neskôr, s pouºitím axiómy výberu (pozri
poznámku 4.1.11).

Ukáºeme, ºe spo£ítate©né zjednotenie spo£ítate©ných mnoºín je opä´ spo£ítate©ná mnoºina.
Dôkaz tohoto faktu súvisí s dôkazom existencie bijekcie medzi N×N a N (pozri príklad 4.2.12).
Je rozumné zdôrazni´, ºe v tomto dôkaze vyuºijeme axiómu výberu. (Bijekciu medzi N × N
a N sme popísali presným predpisom, £iºe tam sme axiómu výberu nepotrebovali.)

{spoc:VTSPOCZJEDSPOC}
Veta 4.4.2. Nech I je spo£ítate©ná mnoºina a Ai je spo£ítate©ná mnoºina pre kaºdé i ∈ I.
(T.j. {Ai; i ∈ I} je spo£ítate©ný systém spo£ítate©ných mnoºín.) Potom aj mnoºina

⋃
i∈I

Ai je

spo£ítate©ná.

Dôkaz. Predpokladáme, ºe |I| ≤ ℵ0 a |Ai| ≤ ℵ0. Teda existuje injekcia f : I → N a pre
kaºdé i ∈ I môºeme vybra´ nejakú injekciu fi : Ai → N. (Na tomto mieste vyuºívame axiómu
výberu. Formálnej²ie by sme jej pouºitie vedeli popísa´ pouºitím výberovej funkcie na systéme
mnoºín {Bi; i ∈ I}, kde Bi = {j : Ai → N; j je injekcia}. Ide o systém neprázdnych mnoºín,
teda pod©a ekvivalentnej formulácie axiómy výberu � veta 5.1.2(iii) � existuje selektor, £iºe
funkcia, ktorá z kaºdej mnoºiny Bi vyberie nejaký prvok.)

Pomocou zobrazení f a fi, i ∈ I, zade�nujeme injekciu z
⋃
i∈I

Ai do N × N. Nech a ∈⋃
i∈I

Ai. Ako ia ozna£me také i ∈ I pre ktoré je f(i) minimálne. (Také i existuje, lebo N je

dobre usporiadaná mnoºina a {f(i); a ∈ Ai} je neprázdna podmnoºina N.) Teraz de�nujme
g :

⋃
i∈I

Ai → N× N ako

g(a) = (f(ia), fia(a)).

75



76 Spo£ítate©né a nespo£ítate©né mnoºiny

Toto zobrazenie je injektívne. Ak totiº g(a) = g(b), tak a aj b patria do tej istej mnoºiny Aia
(lebo f(ia) = f(ib) a f je injektívne). Potom platí fia(a) = fia(b) a z injektívnosti zobrazenia
fia máme a = b.

Ukázali sme existenciu injekcie g :
⋃
i∈I

Ai → N×N. Ak ju zloºíme s ©ubovo©nou bijekciou

h : N × N → N (dve také bijekcie sme zostrojili v príklade 4.2.12), tak dostaneme injekciu
z
⋃
i∈I

Ai do N. To znamená, ºe |
⋃
i∈I

Ai| ≤ ℵ0 a mnoºina
⋃
i∈I

Ai je spo£ítate©ná.

Tvrdenie 4.4.3. Mnoºina Q v²etkých racionálnych £ísel je nekone£ná spo£ítate©ná, t.j.

|Q| = ℵ0.

Dôkaz. Pretoºe N ⊆ Q, platí ℵ0 ≤ |Q|.
Sú£asne kaºdé racionálne £íslo vieme zapísa´ jednozna£ne v tvare p

q , kde p, q ∈ Z, q > 0
a £ísla p, q sú nesúdelite©né. Máme teda injekciu z Q do N× N, a o tejto mnoºine uº vieme,
ºe má kardinalitu ℵ0 (príklad 4.2.12). Dostávame teda aj druhú nerovnos´ |Q| ≤ ℵ0.

Na základe Cantor-Bernsteinovej vety potom máme |Q| = ℵ0.

Spo£ítate©nos´ mnoºiny Q by sme mohli dokáza´ aj pomocou vety 4.4.2 (rozmyslite si
ako). Výhoda dôkazu, ktorý sme uviedli, je v tom, ºe nevyuºíva axiómu výberu.

Pod intervalom v R budeme rozumie´ akúko©vek mnoºinu I s vlastnos´ou

a ∈ I ∧ b ∈ I ∧ a < x < b ⇒ x ∈ I.

Tejto de�nícii vyhovujú aj jednoprvkové mnoºiny, ktoré sa zvyknú nazvýva´ degenerované
alebo triviálne intervaly. V²etky netriviálne intervaly sú tvaru (a, b), 〈a, b〉, 〈a, b), (a, b〉, (=
∞, a), (−∞, a〉, 〈a,∞) alebo (a,∞) pre nejaké a, b ∈ R.

Tvrdenie 4.4.4. Ak A je mnoºina disjunktných netriviálnych intervalov na R, tak mnoºina
I je spo£ítate©ná.

Dôkaz. Kaºdý netriviálny interval obsahuje nejaké racionálne £íslo. (Medzi ©ubovo©nými
dvoma rôznymi reálnymi £íslami sa nachádza racionálne £íslo.) Ak intervalu I ∈ A pri-
radíme nejaké racionálne £íslo qI ∈ I, dostaneme injekciu z A do Q. Ke¤ºe mnoºina Q je
spo£ítate©ná, musí potom by´ spo£ítate©ná aj mnoºina A.

V predchádzajúcom dôkaze sme pouºili axiómu výberu na to, aby sme pre kaºdé I ∈ A
vybrali nejaké racionálne £íslo qI ∈ I ∩ Q. Pouºitiu axiómy výberu sa dá v tomto dôkaze
ve©mi ©ahko vyhnú´. Sta£í si v²imnú´, ºe v predchádzajúcom dôkaze sme explicitne popísali
injektívne zobrazenie i : Q → N × N. Na mnoºine N × N máme dobré usporiadanie ur£ené
lexikogra�ckým sú£inom (N,≤) a (N,≤). Z toho dostávame dobré usporiadanie na podm-
noºine i[Q], ktoré cez injekciu i vieme prenies´ na mnoºinu Q. Namiesto pouºitia axiómy
výberu môºeme zade�nova´ qI takým spôsobom, ºe je to najmen²í prvok mnoºiny I ∩ Q
vzh©adom na uvedené dobré usporiadanie mnoºiny Q.

Cvi£enia

Úloha 4.4.1. Ukáºte, ºe ak pre kardinálne £íslo a platí a.ℵ0 = a, tak 2a = ℵ0a.
{spoccvic:ULONESPOCMINUSSPOC}

Úloha 4.4.2. Ukáºte, ºe ak A je spo£ítate©ná mnoºina, B je nespo£ítate©ná mnoºina a
A ⊆ B, tak |B rA| = |A|.
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{spoccvic:ULOKONECPODN}
Úloha 4.4.3. Ukáºte, ºe mnoºina v²etkých kone£ných podmnoºín N je spo£ítate©ná. (Návod:
Jedna z moºností je ukáza´, ºe mnoºina n-prvkových mnoºín je spo£ítate©ná pre kaºdé
prirodzené £íslo n a pouºi´ vetu 4.4.2.)

{spoccvic:ULOQdoQNESPOC}
Úloha 4.4.4. Ukáºte, ºe mnoºina v²etkých zobrazení z Q do Q nie je spo£ítate©ná. (Môºete
vyskú²a´ pouºi´ diagonálnu metódu aj priamy výpo£et kardinality tejto mnoºiny.)

Úloha 4.4.5. Postupnos´ (an) £ísel sa volá takmer stacionárna, ak (∃m ∈M)(∀n ≥ m)an =
am. Inými slovami, od ur£itého £ísla m sú uº v²etky £leny tejto postupnosti rovnaké.

Dokáºte, ºe:
a) mnoºina v²etkých takmer stacionárnych postupností £ísel 0, 1 je spo£ítate©ná;
b) mnoºina v²etkých takmer stacionárnych postupností prirodzených £ísel je spo£ítate©ná;
c) mnoºina v²etkých takmer stacionárnych postupností reálnych £ísel má kardinalitu c.

4.5 Mohutnos´ niektorých v praxi sa vyskytujúcich mnoºín

V predchádzajúcej podkapitole sme skúmali kardinalitu niektorých mnoºín, vä£²inou takých,
ºe mali kardinalitu ℵ0. V tejto £asti sa budeme venova´ ¤al²ím mnoºinám, ktoré sa vyskytujú
v matematickej praxi. Mnoºiny, ktoré budeme skúma´ v tejto £asti, budú zvä£²a nespo£í-
tate©né a budú ma´ kardinalitu c = 2ℵ0 .

Ako prvý výsledok si ukáºeme ve©mi dôleºitý fakt, ºe kardinalita mnoºiny reálnych £ísel
je c = 2ℵ0 . (Stále platí to, £o sme spomínali v poznámke 1.4.1 � reálne £ísla sme zatia©
neskon²truovali v ZFC, aº neskôr si ukáºeme, ako sa to dá. Budeme pracova´ s vedomos´ami,
ktoré máte o reálnych £íslach z niº²ích ro£níkov.)

Na úvod si v²imnime, ºe |(0, 1)| = |〈0, 1)| = |〈0, 1〉| = |R|.
Ke¤ºe (0, 1) ⊆ 〈0, 1) ⊆ 〈0, 1〉 ⊆ R, máme nerovnosti

|(0, 1)| ≤ |〈0, 1)| ≤ |〈0, 1〉| ≤ |R|.

Ak nájdeme bijekciu medzi (0, 1) a R, tak túto nerovnos´ môºeme roz²íri´ na

|R| = |(0, 1)| ≤ |〈0, 1)| ≤ |〈0, 1〉| ≤ |R|

a z Cantor-Bernsteinovej vety potom dostaneme, ºe v²etky uvedené mnoºiny majú rovnakú
kardinalitu.

Takýchto bijekcií moºno nájs´ ve©a. Jedna z nich je f : (0, 1)→ R

f(x) = tg

(
x

π
+

1

2

)
.

(Dostali sme ju vhodným posunutím a pre²kálovaním funkcie tangens � pozri obrázok 4.5). {niektore:FIGTAN}
Ak by ste chceli pouºi´ nejakú elementárnej²iu funkciu, môºete skúsi´ vhodne upravi´

funkcie z obrázkov 4.4 a 4.5, ktoré sú navzájom inverzné.
Ur£ite by ste ©ahko na²li bijekciu medzi (0, 1) a ©ubovo©ným otvoreným intervalom, medzi

〈0, 1〉 a ©ubovo©ným uzavretým intervalom.
Teda namiesto rovnosti |R| = c môºeme dokáza´ rovnakú rovnos´ pre kardinalitu nejakého

uzavretého, polouzavretého alebo otvoreného intervalu.
Predtým, neº sa dostaneme k vlastnému dôkazu, povieme si e²te nie£o o binárnom (dyadickom)

zápise reálnych £ísel. Je to vlastne roz²írenie zápisu v dvojkovej sústave, ktorý z predmetu
Elementárna teória £ísel poznáte pre prirodzené £ísla. Pre reálne £ísla túto kon²trukciu moºno
poznáte z prváckej analýzy [VN, Kapitola V.8].
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Obr. 4.3: Bijekcia medzi (−π2 ,
π
2 ) a R

Budú nás zaujíma´ len reálne £ísla z intervalu 〈0, 1〉, preto sa binárnemu zápisu budeme
venova´ iba pre tieto £ísla.

Ak (an)
∞
n=0 je ©ubovo©ná postupnos´ núl a jednotiek, t.j. (an)∞n=0 ∈ {0, 1}n, tak takejto

postupnosti priradíme £íslo

r =
a0
2

+
a1
22

+ · · · =
∞∑
n=0

an
2n+1

.

O£ividne platí 0 ≤ r ≤
∑∞
n=0

1
2n+1 = 1, £iºe takto dostaneme nejaké £íslo z intervalu 〈0, 1〉.

�ísla an budeme vola´ cifry binárneho zápisu reálneho £ísla r.
Musíme sa v²ak e²te zamyslie´ nad dvoma dôleºitými otázkami: Dá sa takto zapísa´ kaºdé

£íslo z intervalu 〈0, 1〉? Je takýto zápis reálnych £ísel jednozna£ný?
O tom, ºe takýto zápis existuje pre kaºdé reálne £íslo z intervalu 〈0, 1) by nás mohla

presved£i´ nasledujúca úvaha. Rozde©me interval 〈0, 1) na dve rovnaké polovice: 〈0, 12 ) a
〈 12 , 1). �íslo r ur£ite patrí do niektorého z týchto intervalov, jeho krajné body ozna£me l0 a
r0. Platí teda l0 ≤ r < r0. Pritom £íslo l0 je tvaru a0

2 , kde a0 ∈ {0, 1}, a platí r0 − l0 = 1
2 .

V druhom kroku rozdelíme interval 〈l0, r0) opä´ na dve rovnaké £asti. �íslo r patrí do niek-
torého z intervalov 〈l0, l0+r02 ) a 〈 l0+r02 , r0). Koncové body intervalu obsahujúceho r ozna£íme
ako l1, r1 a opä´ si v²imneme, ºe l1 = a0

2 + a1
22 pre nejaké a0, a1 ∈ {0, 1}, a r1 − l1 = 1

22 .
Indukciou môºeme analogicky postupova´ ¤alej. V induk£nom kroku máme £ísla ln a rn

také, ºe a ∈ 〈ln, rn), ln =
∑n
i=0

ai
2i+1 pre nejaké a0, . . . , an ∈ {0, 1} a rn − ln = 1

2n+1 . Opä´
platí, ºe r patrí do niektorého z intervalov 〈ln, ln+rn2 ) 〈 ln+rn2 , rn) d¨ºky 1

2n+2 . Tento interval
si ozna£íme 〈ln+1, rn+1〉. O£ividne platí ln+1 = ln alebo ln+1 = ln + 1

2n+2 , teda £íslo ln+1 je
tvaru

∑n+1
i=0

ai
2i+1 pre nejaké a0, . . . , an+1 ∈ {0, 1}, pri£om a0, . . . , an sú tie isté £ísla, ktoré

ur£ovali £íslo ln.
Indukciou takto zostrojíme postupnosti (an)∞n=0, (ln)

∞
n=0 a (rn)

∞
n=0 také, ºe pre v²etky
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Obr. 4.4: Bijekcia medzi R a (−1, 1) {niektore:ROPINTA}

n ∈ N platí

0 ≤ ln ≤ r < rn ≤ 1

rn − ln =
1

2n+1

ln =

n∑
i=0

ai
2i+1

an ∈ {0, 1}

Z uvedených vlastností je zrejmé, ºe obe postupnosti ln aj rn konvergujú k £íslu r. To zna-
mená, ºe r je limita postupnosti £iasto£ných sú£tov radu

∑∞
i=0

ai
2i+1 , £o je len iné vyjadrenie

rovnosti

r =

∞∑
i=0

an
2i+1

.

Vidíme teda, ºe kaºdé £íslo z intervalu 〈0, 1) má binárny rozvoj. Tento rozvoj v²ak nemusí
by´ jednozna£ný. Napríklad £íslo

1

2
=

1

22
+

1

23
+ . . .

sa dá dosta´ pomocou dvoch rôznych postupností (1, 0, 0, . . . ) a (0, 1, 1, . . . ) z {0, 1}N. Podob-
ným spôsobom vieme dosta´ dva rôzne rozvoje pre kaºdé, ktoré sa dá binárne zapísa´ pomocou
kone£ného po£tu jednotiek. Sta£í, ke¤ posledné £íslo tvaru 1

2n+1 , n ∈ N, ktoré sa vyskytuje
v tomto zápise, nahradíme sú£tom

∑∞
k=n+2

1
2k
.

Ukáºeme si, ºe toto je jediný prípad, kedy dochádza k nejednozna£nosti. Inými slovami,
ak zakáºeme kone£né binárne rozvoje, tak pre kaºdé £íslo z intervalu (0, 1) budeme uº ma´
jediný rozvoj. To isté platí, ak zakáºeme také rozvoje, ktoré po£núc od istého miesta uº
pozostávajú len zo samých jednotiek.
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Obr. 4.5: Bijekcia medzi (−1, 1) a R {niektore:ROPINTB}

Predpokladajme, ºe platí
∞∑
k=0

ak
2k+1

=

∞∑
k=0

bk
2k+1

,

pri£om postupnosti (an)
∞
n=0, (bn)

∞
n=0 ∈ {0, 1}N sa nerovnajú. Nech n0 je prvý index, na

ktorom sa tieto postupnosti lí²ia. Bez ujmy na v²eobecnosti, nech an0
= 1 a bn0

= 0. Ozna£me

A =

∞∑
k=n0

ak
2k+1

B =

∞∑
k=n0

bk
2k+1

=

∞∑
k=n0+1

bk
2k+1

Vieme, ºe platí A = B. Sú£asne v²ak B ≤
∑∞
k=n0+1

1
2k+1 = 1

2n0+1 , pri£om rovnos´ nastane
jedine v prípade, ºe bn0+1 = bn0+2 = · · · = 1. Sú£asne platí A ≥ 1

2n0+1 a rovnos´ nastane
jedine pre an0

= 1 a an0+1 = an0+2 = · · · = 0. teda ide skuto£ne presne o taký prípad, aký
sme pred chví©ou popísali.

80



KAPITOLA 4. KARDINÁLNE �ÍSLA 81

Z toho, £o sme doteraz uviedli, je zrejmé, ºe existuje bijekcia medzi £íslami z intervalu
(0, 1〉 a postupnos´ami núl a jednotiek s výnimkou tých, ktoré ozna£ujú len kone£ne ve©a
jednotiek. Postupnostiam z {0, 1}N zasa môºeme bijektívne priradi´ podmnoºiny N (pozri
dôkaz vety 4.2.4). Teda máme

|(0, 1〉| = |{B ⊆ N;B nie je kone£ná}|.

Ke¤ºe z nespo£ítate©nej mnoºiny P(N) sme vynechali mnoºinu v²etkých kone£ných podm-
noºín N, ktorá je spo£ítate©ná (úloha 4.4.3), dostávame pod©a úlohy 4.4.2, ºe |(0, 1〉| =
|P(N)| = 2ℵ0 = c.

Uº sme videli, ºe R má rovnakú kardinalitu ako ©ubovo©ný interval, dostávame teda

Tvrdenie 4.5.1.
|(0, 1)| = |〈0, 1〉| = |R| = 2ℵ0 = c

To isté platí aj pre ©ubovo©né intervaly tvaru (a, b), 〈a, b〉, (a, b〉 £i 〈a, b).
V dôkaze sme pouºívali Cantor-Bernsteinovu vetu, môºete sa pokúsi´ nájs´ priamo bijekcie

medzi mnoºinami (0, 1), (0, 1〉, 〈0, 1), 〈0, 1〉 a R. Je ve©a spôsobov, ako sa to dá urobi´, ku
niektorým moºnostiam by vás mohli in²pirova´ obrázky 4.5 £i 4.5.

Obr. 4.6: Bijekcia medzi (0, 1) a (0, 1〉
{niektore:FIGBIJ0101}

Obr. 4.7: Bijekcia medzi (0, 1〉 a (0, 1〉
{niektore:FIGBIJ010INFTY}

Tvrdenie 4.5.2. Kardinalita mnoºiny v²etkých spojitých zobrazení z R do R je c.
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Tento fakt do istej miery kontrastuje s tým, ºe v²etkých zobrazení z R do R je cc = 2c > c
(pozri úlohu 4.3.1). Dá sa teda poveda´, ºe nespojitých zobrazení je ove©a viac ako spojitých.

Dôkaz. Sta£í si uvedomi´, ºe ak vieme aké hodnoty nadobúda spojité zobrazenie f : R → R
na racionálnych £íslach, tak tým je uº toto zobrazenie jednozna£ne ur£ené. (Racionálne £ísla
tvoria hustú podmnoºinu reálnych £ísel, pre kaºdé reálne £íslo existuje postupnos´ racionál-
nych £ísel, ktorá k nemu konverguje.) Máme teda injekciu medzi spojitými zobrazeniami z R
do R a ©ubovo©nými zobrazeniami z Q do R ur£enú predpisom f 7→ f |Q. Kardinalita mnoºiny
zobrazení z Q do R je

|R||Q| = cℵ0 = (2ℵ0)ℵ0 = 2ℵ0.ℵ0 = 2ℵ0 = c.

Teda spojitých zobrazení z R do R je nanajvý² 2ℵ0 = c.
Sú£asne vieme ©ahko nájs´ pre kaºdú podmnoºinu A ⊆ N spojitú funkciou f : R→ R takú,

ºe f |N = χA. (Jednou z moºností je lomená £iara.) Z toho máme, ºe h©adaná kardinalita je
aspo¬ 2ℵ0 = c.

{niektore:PRIKLRNESPOC}
Príklad 4.5.3. Síce uº vieme, ºe |R| = |〈0, 1)| = c, a teda tieto mnoºiny sú nespo£ítate©né,
na tomto mieste môºeme v²ak vyuºi´ desiatkový rozvoj reálnych £ísel na to, aby sme si tento
fakt ukázali pouºitím Cantorovej diagonálnej metódy (poznámka 4.5.3). Postup je ve©mi
podobný ako v príklade 4.3.2.

Ukáºeme, ºe mnoºina 〈0, 1) je nespo£ítate©ná. Vieme, ºe kaºdé £íslo z tejto mnoºiny sa
dá jediným spôsobom zapísa´ v tvare x =

∑∞
k=0

ak
10k+1 a navy²e ak vylú£ime kone£né rozvoje

(t.j. také, kde sú od istého miesta v²etky £ísla nulové), tak je tento rozvoj jednozna£ný.
Desiatkový zápis budeme zapisova´ v tvare 0.a0a1a2 . . . (Môºete sa pokúsi´ sami si overi´
existenciu a jednozna£nos´ takéhoto zápisu � postup je podobný ako v prípade dyadického
zápisu. V²eobecnej²ie tvrdenie, hovoriace o rozvoji pri ©ubovo©nom základe, nájdete napríklad
v [�HHK, kapitola 3.6].)

Predpokladajme, ºe interval 〈0, 1) je spo£ítate©ný. To znamená, ºe existuje bijekcia f : N→
〈0, 1). Kaºdé z £ísel f(0), f(1), f(2), · · · ∈ 〈0, 1) sa dá zapísa´ pomocou desiatkového zápisu

f(0) = 0.a
(0)
0 a

(0)
1 a

(0)
2 . . .

f(1) = 0.a
(1)
0 a

(1)
1 a

(1)
2 . . .

f(2) = 0.a
(2)
0 a

(2)
1 a

(2)
2 . . .

...

Pomocou týchto desatinných zápisov zade�nujeme nové £íslo

b = 0.b0b1b2 . . .

tak, ºe bk 6= a
(k)
k a sú£asne bk 6= 0. Môºeme napríklad poloºi´ bk = a

(k)
k + 1 ak a(k)k < 9 a

bk = 8 ak a(k)k = 9. �íslo, ktoré sme takto dostali má nekone£ný zápis v desiatkovej sústave
rôzny od v²etkých £ísel f(n), n ∈ N. (Od £ísla f(n) sa lí²i prinajmen²om na n-tom mieste
zápisu, moºno aj na nejakých ¤al²ích.)

Teda b 6= f(n) pre ºiadne n, £o je v spore s predpokladom, ºe f je bijekcia.

Cvi£enia

Úloha 4.5.1. Ukáºte, ºe kardinalita mnoºiny v²etkých iracionálnych £ísel je c.
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4.6 Aplikácie kardinálnych £ísel

4.6.1 Existencia transcendentných £ísel

Najprv pripome¬me de�níciu algebraických a transcendentných £ísel.

De�nícia 4.6.1. Komplexné £íslo x sa nazýva algebraické, ak existuje polynóm F (x) ∈
Z[x] s celo£íselnými koe�cientami taký, ºe f(x) = 0, t.j. x je kore¬om tohoto polynómu.
Komplexné £íslo, ktoré nie je algebraické, sa nazýva transcendentné.

Ukáºeme, ºe mnoºina algebraických £ísel je spo£ítate©ná. Z toho vyplýva, ºe existujú aj
transcendentné £ísla.

Tvrdenie 4.6.2. Mnoºina A v²etkých algebraických £ísel je spo£ítate©ná.

Dôkaz. Vyuºijeme fakt, ºe kaºdý polynóm f ∈ C[x] stup¬a n má v C najviac n kore¬ov.
(Presne n, ak by sme zapo£ítali aj ich násobnos´.)

Najprv vypo£ítajme kardinalitu mnoºiny Z[x] v²etkých polynómov s celo£íselnými koe-
�cientami. Kaºdý polynóm stup¬a n je jednozna£ne ur£ený postupnos´ou koe�cientov an ∈
Zr {0}, an−1, . . . , a0 ∈ Z. Kardinalita mnoºiny Pn v²etkých polynómov stup¬a n s celo£ísel-
nými koe�cientami je teda ℵn0 = ℵ0.

Mnoºinu Z[x] môºeme vyjadri´ ako Z[x] =
⋃
n∈N Pn, £iºe ide o spo£ítate©né zjednotenie

spo£ítate©ných mnoºín. Teda dostávame |Z[x]| = ℵ0.
Kaºdé algebraické £íslo je kore¬om nejakého polynómu zo Z[x]. Takýto polynóm má

najviac n kore¬ov. Dostávame teda

|A| ≤ |Z[x]|.ℵ0 = ℵ0.

Sú£asne platí |A| ≥ ℵ0, ke¤ºe kaºdé celé £íslo je algebraické.

Z predchádzajúceho tvrdenia uº dostaneme existenciu transcendentných £ísel (pozri úlohu
4.6.2).

Dôsledok 4.6.3. Kardinalita mnoºiny CrA je c. Z toho dostávame, ºe existuje aspo¬ jedno
transcendentné £íslo.

4.6.2 Vypo£ítate©né funkcie

V tejto £asti si povieme � aspo¬ ve©mi zjednodu²ene a neformálne � nie£o o vypo£ítate©ných
funkciách.

Zjednodu²ene by sme mohli zavies´ pojem vypo£ítate©nej funkcie takto:

De�nícia 4.6.4. Funkcia f : N → N sa nazýva vypo£ítate©ná, ak existuje algoritmus ktorý
pre vstup n vráti f(n).

Otázka je, ako by sme mohli spresni´ de�níciu pojmu algoritmus, ktorý sa vyskytuje
v predchádzajúcej de�nícii. Existuje viacero teoretických modelov algoritmu, sná¤ najroz²írene-
j²í je Turingov stroj. Pre jednoduchos´ si v²ak môºete na tomto mieste predstavi´ pod pojmom
algoritmus program (procedúru) vo va²om ob©úbenom programovacom jazyku.

Program nie je vlastne ni£ iné, neº kone£ný re´azec znakov, ktorý navy²e musí sp¨¬a´
ur£ité pravidlá. Ke¤ºe pouºívame iba kone£ne ve©a znakov, v²etkých moºných programov je
najviac to©ko ako kone£ných postupností prvkov z danej kone£nej mnoºiny, £o je ℵ0.

Sú£asne vieme, ºe v²etkých zobrazení z N do N je ℵℵ00 = c > ℵ0. Z toho vidíme, ºe existujú
funkcie, ktoré nie sú vypo£ítate©né (nedajú sa naprogramova´). Zaujímavé je sná¤ aj to, ºe
sa nám ich existenciu podarilo dokáza´ bez toho, aby sme nejakú konkrétnu nevypo£ítate©nú
funkciu zostrojili.
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Cvi£enia

Úloha 4.6.1. Funkcia f : R → R sa nazýva funkciou prvej Bairovej triedy, ak existuje
postupnos´ spojitých funkcií (fn : R→ R)n∈N, ktorá k nej bodovo konverguje (t.j. pre kaºdé
x ∈ R £íselná postupnos´ fn(x) konverguje k f(x)). Aká je kardinalita mnoºiny v²etkých
funkcií prvej Bairovej triedy? Viete na základe kardinality ukáza´, ºe existuje funkcia, ktorá
nie je prvej Bairovej triedy?

{aplikkardcvic:ULOTRANSKARD}
Úloha 4.6.2. Ukáºte, ºe mnoºina v²etkých transcendentných £ísel má kardinalitu c.
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¬ 9
∧ 9
∨ 9
⇒ 9
⇔ 9
∀ 11
∃ 11
∈ 17⋃
A 18

A ∪B 18
∅ 19
A ∩B 19
⊆ 20
P(A) 20
∃! 20
( 22⋃
S 23⋃

A∈S
A 24⋃

i∈I
Ai 24⋂
S 24⋂

A∈S
A 24⋂

i∈I
Ai 24

ArB 26
A4B 26
(a, b) 29
× 30
aRb 33
D(R) 33
H(R) 33
S ◦R 34
R−1 34
idA 35
f : A→ B 38
f : a 7→ b 38
f |C 38
g ◦ f 38
f [A] 40
f−1[B] 40
f−1(b) 40
f(a, b) 42
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p2 42
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i∈I

Ai 43

f × g 43∏
i∈I

fi 43

≤ 45
< 45
Aa 51
|X| = |Y | 57
|X| 57
|A| = a 59
|X| ≤ |Y | 59
|X| < |Y | 59
ℵ0 63
c 63
WO 88
PM 88
ZL 88
Ord(X,≤) 97
Ord(X) 97
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